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本堂课⼤纲

Ø 课程内容简介

- 线性贝叶斯反问题
- 超定系统
- ⽋定系统



线性贝叶斯反问题

Ø 贝叶斯反问题
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𝑦 = 𝒢 𝜃 + 𝜂 𝜂~ρ! 𝜃~𝜌"#$%#

Ø 假设

线性假设：𝒢 𝜃 = 𝐺 ⋅ 𝜃 𝐺 ∈ 𝑅&!×&"

⾼斯先验分布: 𝜌"#$%# 𝜃 = 𝒩(θ; 𝑟(, Σ()

⾼斯噪声: ρ!(𝑥) = 𝒩(𝑥; 0, Σ!)



线性贝叶斯反问题

Ø 似然函数
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𝜌"%)* 𝜃; 𝑦 ∝ 𝜌(𝑦|𝜃)𝜌"#$%# 𝜃 ∝ 𝑒+,#(., 0)

𝜌"%)* 𝜃; 𝑦 =
1
𝑍
𝑒+,#(., 0)

Φ2 𝜃, 𝑦 =
1
2
∥ Σ!

+34 (𝑦 − 𝐺𝜃) ∥4 +
1
2
∥ Σ(

+34 𝜃 − 𝑟( ∥4

Ø 后验分布

𝜌 𝑦 𝜃 = 𝒩(𝑦; 𝐺𝜃, Σ!) ∝ 𝑒+, ., 0

Φ 𝜃, 𝑦 =
1
2
∥ Σ!

+34 (𝑦 − 𝐺𝜃) ∥4



线性贝叶斯反问题
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对于线性贝叶斯反问题

𝑦 = 𝐺𝜃 + 𝜂 𝜂~𝒩 𝑥; 0, Σ! 𝜃~𝒩(θ; 𝑟(, Σ()
它的后验分布仍然是⾼斯

𝜌"%)* 𝜃; 𝑦 = 𝒩(θ;𝑚"%)*, 𝐶"%)*)
后验⽅差矩阵𝐶"%)*和期望𝑚"%)*满⾜

𝐶"%)* = 𝐺5Σ!+3𝐺 + Σ(+3
+3

= Σ( − Σ(𝐺5 𝐺Σ(𝐺5 + Σ!
+3
𝐺Σ(

𝑚"%)* = 𝐺5Σ!+3𝐺 + Σ(+3
+3
(𝐺5Σ!+3𝑦 + Σ(+3𝑟()

= 𝑟( − 𝐺5Σ!+3𝐺 + Σ(+3
+3
𝐺5Σ!+3(𝐺𝑟( − 𝑦)

= 𝑟( − Σ(𝐺5 𝐺Σ(𝐺5 + Σ!
+3
(𝐺𝑟( − 𝑦)

线性贝叶斯反问题的后验分布



线性贝叶斯反问题
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对于可逆矩阵 𝐶 ∈ 𝑅6×6, 𝐴 ∈ 𝑅7×7，以及矩阵 𝑈 ∈
𝑅6×7, 𝑉 ∈ 𝑅6×7, 我们有等式

𝐴 + 𝑈5𝐶𝑉 +3 = 𝐴+3 − 𝐴+3𝑈5 𝑉𝐴+3𝑈5 + 𝐶+3 +3𝑉𝐴+3

Sherman-Morrison-Woodbury矩阵等式



Ø 线性贝叶斯反问题的后验分布
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𝐶"%)* = 𝐺5Σ!+3𝐺 + Σ(+3
+3

= Σ( − Σ(𝐺5 𝐺Σ(𝐺5 + Σ!
+3
𝐺Σ(

𝑚"%)* = 𝐺5Σ!+3𝐺 + Σ(+3
+3
(𝐺5Σ!+3𝑦 + Σ(+3𝑟()

= 𝑟( − 𝐺5Σ!+3𝐺 + Σ(+3
+3
𝐺5Σ!+3 𝐺𝑟( − 𝑦

= 𝑟( − Σ(𝐺5 𝐺Σ(𝐺5 + Σ!
+3
(𝐺𝑟( − 𝑦)

线性贝叶斯反问题

- 后验⽅差矩阵不依赖于数据 𝑦
- ⽅差矩阵变小了 𝐶"%)* ≼ Σ(
- 后验期望和最⼤后验估计⼀致
- ⽜顿优化⽅法



Ø 反问题的优化⽅法
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- 梯度： ∇.Φ2 𝜃, 𝑦 = 𝐺5Σ! 𝐺𝜃 − 𝑦 + Σ((𝜃 − 𝑟()

- 海瑟矩阵：∇.
4Φ2 𝜃, 𝑦 = 𝐺5Σ!+3𝐺 + Σ(+3

- 极小值： 𝑚∗ = 𝑟( − 𝐺5Σ!+3𝐺 + Σ(+3
+3
𝐺5Σ!+3(𝐺𝑟( − 𝑦)

线性贝叶斯反问题

Φ2 𝜃, 𝑦 =
1
2
∥ Σ!

+34 (𝑦 − 𝐺𝜃) ∥4 +
1
2
∥ Σ(

+34 𝜃 − 𝑟( ∥4

∇.
4Φ2 𝑟(, 𝑦 ∇.Φ2 𝑟(, 𝑦

Φ2 𝜃, 𝑦 =
1
2
∥ 𝑦 − 𝐺𝜃 ∥4+

𝜆
2
∥ 𝜃 − 𝑟( ∥4

Ø 特殊情况： Σ! = 𝐼 , Σ( =
3
9

正则项



Ø 超定线性系统 𝐺 ∈ 𝑅&!×&"
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线性贝叶斯反问题（超定系统）

𝑦 = 𝐺𝜃 其中 Null 𝐺 = 0，𝑁0 > 𝑁.

- 0 = 𝐺𝜃 ⟹ 𝜃 = 0
- 𝐺5Σ!𝐺 ≻ 0
- ∃𝛼 > 0, 𝜃5𝐺5Σ!𝐺𝜃 ≥ 𝛼𝜃5𝜃 ∀𝜃 ∈ 𝑅&"

- ∃𝑦, 𝑦 = 𝐺𝜃 ⽆解



Ø 超定线性系统
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线性贝叶斯反问题（超定系统）

𝑦 = 𝐺𝜃 + 𝜂 𝜂~𝒩 𝑥; 0, Σ! 𝜃~𝒩(θ; 𝑟(, Σ()
其中 Null 𝐺 = 0，𝑁0 > 𝑁.

𝐶"%)* = 𝐺5Σ!+3𝐺
+3

𝑚"%)* = 𝐺5Σ!+3𝐺
+3
𝐺5Σ!+3𝑦

最⼤似然估计：

U𝜃:;< 	= argmin.
3
4
∥ Σ!

+$% (𝑦 − 𝐺𝜃) ∥4

𝑚"%)* = 	 U𝜃:;<

Ø ⽆先验时的后验分布 (Σ( → ∞)



Ø 超定线性系统
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线性贝叶斯反问题（超定系统）

𝑦 = 𝐺𝜃 + 𝜂 𝜂~𝒩 𝑥; 0, Σ! 𝜃~𝒩(θ; 𝑟(, Σ()
其中 Null 𝐺 = 0，𝑁0 > 𝑁.

𝐶"%)* = 𝛾4 𝐺5Σ!+3𝐺 + 𝛾4Σ(+3
+3
→ 𝛾4 𝐺5Σ!+3𝐺

+3

𝑚"%)* = 𝐺5Σ!+3𝐺 + 𝛾4Σ(+3
+3
(𝐺5Σ!+3𝑦 + 𝛾4Σ(+3𝑟() → 𝑚=

𝑚= = 𝐺5Σ!+3𝐺
+3
𝐺5Σ!+3𝑦 = argmin.

3
4
∥ Σ!

+$% (𝑦 − 𝐺𝜃) ∥4

𝑚"%)* → 𝑚= 𝜌"%)* 𝜃; 𝑦 → 𝛿(𝜃 − 𝑚=)

Ø 小观测噪声时的后验分布 (Σ! → 𝛾4Σ!，𝛾 → 0)
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线性贝叶斯反问题（超定系统）

对于超定线性系统 Null 𝐺 = 0，𝑁0 > 𝑁., 其中数据满⾜

𝑦 = 𝐺𝜃> + 𝜂>

这里𝜃>是真实参数𝜂> 是未知的真实误差。我们假设噪声
满⾜ 𝜂>~𝒩 𝑥; 0, 𝛾4Σ! ，先验分布满⾜𝜃~𝒩 θ; 𝑟(, Σ( 。

对于任意序列𝑀 𝛾 → ∞, 𝛾 → 0, 我们有

𝑃"%)*( 𝜃 − 𝜃>
4
> 𝑀 𝛾 𝛾4) → 0

后验⼀致性



Ø ⽋定线性系统 𝐺 ∈ 𝑅&!×&"
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线性贝叶斯反问题（⽋定系统）

𝑦 = 𝐺𝜃 𝑁0 < 𝑁.

假设 Rank 𝐺 = 𝑁0 , 对𝐺做正交化 𝐺 = 𝐺(𝑄35, 其中𝐺( ∈

𝑅&!×&!可逆, 𝑄3 ∈ 𝑅&"×&!列向量正交。对𝑄3进⾏正交补

全𝑄 = 𝑄3; 𝑄4 ∈ 𝑅&"×&"， 𝑄5𝑄 = 𝐼。

我们有

𝐺 = [𝐺( 0]𝑄5 = [𝐺( 0][𝑄3 𝑄4]5= 𝐺(𝑄35

𝑄4 ∈ 𝑅&"×(&!+&")是核空间（ 𝐺𝑄4 = 0	）。



Ø ⽋定线性系统

14

线性贝叶斯反问题（⽋定系统）

𝑦 = 𝐺𝜃 + 𝜂 𝜂~𝒩 𝑥; 0, Σ! 𝜃~𝒩(θ; 𝑟(, Σ()
其中Rank 𝐺 = 𝑁0，𝑁0 < 𝑁.

𝐶"%)* = 𝐺5Σ!+3𝐺
+3

𝑚"%)* = 𝐺5Σ!+3𝐺
+3
𝐺5Σ!+3𝑦

Ø ⽆先验时的后验分布 (Σ( → ∞)

𝐺5Σ!+3𝐺 不可逆

⽋定系统的反问题⼀定需要先验信息
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线性贝叶斯反问题（⽋定系统）

对于⽋定线性系统Rank 𝐺 = 𝑁0，𝑁0 < 𝑁.
𝑦 = 𝐺𝜃 + 𝜂 𝜂~𝒩 𝑥; 0, 𝛾4Σ! 𝜃~𝒩 θ; 𝑟(, Σ(

我们做分解𝐺 = [𝐺( 0]𝑄5 = [𝐺( 0][𝑄3 𝑄4]5，其中𝐺( ∈
𝑅&!×&!可逆, 𝑄 ∈ 𝑅&"×&"是正交矩阵, 𝑄3 ∈ 𝑅&"×&! , 𝑄4 ∈
𝑅&"×(&!+&")。

当𝛾 → 0, 𝑚"%)*和𝐶"%)*会趋于

𝑚= = Σ(𝑄3 𝑄35Σ(𝑄3 +3𝐺(+3𝑦 + 𝑄4 𝑄45Σ(+3𝑄4 +3𝑄45Σ(+3𝑟(
𝐶= = 𝑄4 𝑄45Σ(+3𝑄4 +3𝑄45

⽆后验⼀致性

依赖于先验信息、 𝐶=奇异


