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本堂课⼤纲

Ø 课程内容简介

- 贝叶斯反问题
- 贝叶斯采样、推理⽅法简介
- 贝叶斯后验分布的性质



𝜌!"#$ 𝜃; 𝑦 ∝ 𝜌(𝑦|𝜃)𝜌!%&"% 𝜃 ∝ 𝑒'(!(*, ,)

𝜌!"#$ 𝜃; 𝑦 =
1
𝑍
𝑒'(!(*, ,)

Φ. 𝜃, 𝑦 =
1
2
∥ Σ/

'01 (𝑦 − 𝒢 𝜃 ) ∥1 +
1
2
∥ Σ2

'01 𝜃 − 𝑟2 ∥1

Ø 后验分布

贝叶斯反问题

Ø 贝叶斯反问题
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𝑦 = 𝒢 𝜃 + 𝜂 𝜂~ρ/ 𝜃~𝜌!%&"%

Ø 假设

⾼斯先验分布: 𝜌!%&"% 𝜃 = 𝒩(θ; 𝑟2, Σ2)
⾼斯噪声: ρ/ = 𝒩(𝑥; 0, Σ/)



采样： 𝜌!"#$ 𝜃; 𝑦 = 0
3
𝑒'(!(*, ,)

Ø 贝叶斯⽅法

贝叶斯反问题

Ø 优化⽅法
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最⼤似然估计：

argmin
1
2
∥ Σ/

'01 (𝑦 − 𝒢 𝜃 ) ∥1

最⼤后验估计： 

argmin
1
2
∥ Σ/

'01 (𝑦 − 𝒢 𝜃 ) ∥1 +
1
2
∥ Σ2

'01 𝜃 − 𝑟2 ∥1

非线性最小⼆乘问题：⾼斯-⽜顿⽅法， Levenberg 
Marquardt ⽅法等



贝叶斯采样、推理

Ø 有未知归⼀化常数的目标分布
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𝜌∗ 𝜃 =
1
𝑍
𝑒'(!(*)

- 计算目标分布的期望、协⽅差等

- 计算目标函数的期望 𝔼 𝑓 = ∫ 𝑓(𝜃)𝜌∗ 𝜃 𝑑𝜃
- ⽣成服从目标分布的样本 𝜃5 ∼ 𝜌∗ 𝜃

已知
未知



贝叶斯采样、推理

Ø 参数化 (parametric) ⽅法
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Ø 非参数化(nonparametric)⽅法

⾼斯近似：

𝜌∗ 𝜃 ≈ 𝒩(𝜃;𝑚, 𝐶)
混合⾼斯近似：

𝜌∗ 𝜃 ≈ ∑670
8 𝑤6𝒩 𝜃;𝑚6, 𝐶6  ∑670

8 𝑤6 = 1
……

粒⼦近似 𝐽 ≫ 1 ：

𝜌∗ 𝜃 ≈ 𝜃6 570
8

𝜌∗ 𝜃 ≈ 0
8
∑670
8 𝛿(𝜃 − 𝜃6) 



贝叶斯采样、推理
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Ø 输运的⽅法（直接近似的⽅法）

暴⼒⽹格搜索：假设𝑁* = 2,

𝜃9,6 = [−𝐿 + 1 9'0
:'0

𝐿, −𝐿 + 1(6'0)
:'0

𝐿] 𝑍 = ∑𝜌∗(𝜃9,6)

输运： 𝜃9 ∼ 𝜌!%&"% 𝒯𝜃9 ∼ 𝜌∗

- 重要性采样

- 卡尔曼⽅法
- 标准化流⽅法

⋯⋯



贝叶斯采样、推理
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Ø 马⽒链蒙特卡洛 (Markov chain Monte Carlo) ⽅法

暴⼒⽹格搜索：假设𝑁* = 2,

𝜃9,6 = [−𝐿 + 1 9'0
:'0

𝐿, −𝐿 + 1(6'0)
:'0

𝐿] 𝑍 = ∑𝜌(𝜃9,6)

随机游⾛：𝜃; → 𝜃;<0 概率分布 𝜓=(𝜃;, 𝜃;<0)
不变分布是目标分布

𝜌!"#$ 𝜃 = W𝜓=(𝜃>, 𝜃)𝜌!"#$ 𝜃> 𝑑𝜃>

遍历性质

𝜃; ;?: ∼ 𝜌!"#$ 𝜃



贝叶斯采样、推理
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Ø 变分推理 (Variational Inference)
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minimize@ ℰ 𝜌; 𝜌∗

度量 𝑀 𝜌
距离 𝒟 𝜌A, 𝜌B

概率密度空间𝒫

𝜌∗(极小值)

𝜌 梯度
下降
⽅法



贝叶斯采样、推理
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Ø ⽅法总结

效率 精度 概率密度函数空间

基于输运的
⽅法

⾼ 低 参数化空间 (比如⾼
斯族、流模型)

马⽒链蒙特
卡洛⽅法

低 ⾼ 全空间

变分推理⽅
法

中 中 参数化空间 (比如⾼
斯族)

备注：这只是通常情况，基于输运的⽅法或变分推理
⽅法也可以通过更强的参数化来提⾼近似精度，但往
往会牺牲计算效率。



Ø Rosenbrock 函数 （𝑁* = 2）
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贝叶斯后验分布

𝑦 = 𝒢 𝜃 + 𝜂

𝒢 𝜃 = 𝜃1 − 𝑐0𝜃01
𝜃0

𝑦 = 0
1

⾼斯先验分布: 𝜌!%&"% 𝜃 = 𝒩(𝜃; 0, 10
1

101
)

⾼斯噪声: ρ/ = 𝒩(𝑥; 0, 𝑐1
0
02"

1
)

考虑：
𝑐0 = 1, 10'0, 10'1 , 10'C 𝑐1 = 1
𝑐1 = 1, 10'0, 10'1 , 10'C 𝑐0 = 1



Ø Rosenbrock 函数 （𝑁* = 2）

12

贝叶斯后验分布

𝑐# = 1 𝑐$ = 1 𝑐# = 1𝑐$ = 10%# 𝑐# = 1𝑐$ = 10%$ 𝑐# = 1𝑐$ = 10%&

𝑐# = 1 𝑐$ = 1 𝑐# = 10%#𝑐$ = 1 𝑐# = 10%$𝑐$ = 1 𝑐# = 10%&𝑐$ = 1

- 在⼀定条件下，后验分布会趋于⾼斯
- 强非线性、多尺度问题中，预条件⾄关重要



Ø Bernstein Von Mises 理论
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贝叶斯后验分布

对于反问题

𝑦 = 𝒢 𝜃 + 𝜂
我们假设噪声满⾜𝜂~𝒩 𝑥; 0, 𝛾1Σ/ ，先验分布满⾜
𝜃~𝜌!%&"%。

在⼀定条件下，当𝛾 → 0

𝜌!"#$ 𝜃 → 𝒩 𝜃; 𝜃D, 𝛾1 ∇*𝒢 𝜃D
E
Σ/'0∇*𝒢 𝜃D

'0

其中 𝜃D是唯⼀最⼤似然估计，即(𝑦 − 𝒢 𝜃 )Σ/'0(𝑦 −
𝒢 𝜃 )的唯⼀极小值。



Ø Bernstein Von Mises 理论
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贝叶斯后验分布

对于数据

𝑦9 = 𝒢 𝜃 + 𝜂, 𝑖 = 1,2⋯ ,𝑁
我们假设噪声满⾜𝜂~𝒩 𝑥; 0, Σ/ ，先验分布满⾜
𝜃~𝜌!%&"%。

在⼀定条件下，当𝑁 → ∞

𝜌!"#$ 𝜃 → 𝒩 𝜃; 𝜃D, 𝑁'0 ∇*𝒢 𝜃∗ EΣ/'0∇*𝒢 𝜃∗
'0

其中 𝜃D是唯⼀最⼤似然估计，𝜃∗是真实值。



Ø Bernstein Von Mises 理论
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贝叶斯后验分布

对于数据

𝑦9 ∼ 𝑃* ⋅ , 𝑖 = 1,2⋯ ,𝑁

我们假设先验分布满⾜𝜃~𝜌!%&"%。

在⼀定条件下，当𝑁 → ∞

𝜌!"#$ 𝜃 → 𝒩(𝜃; 𝜃D, 𝑁'0𝐼(𝜃∗)'0)
其中 𝜃D是唯⼀最⼤似然估计，𝜃∗是真实值，𝐼(𝜃∗)是
𝑦分布的Fisher信息矩阵（可逆）

𝐼 𝜃∗ = −𝔼F'∗ [∇*
1 log 𝑃*∗]



Ø 多峰函数 （𝑁* = 2）
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贝叶斯后验分布

𝑦 = 𝒢 𝜃 + 𝜂

𝒢 𝜃 = 𝜃0 − 𝜃1 1 𝑦 = 4

⾼斯先验分布: 𝜌!%&"% 𝜃 = 𝒩(𝜃; 𝑐0 , 1 1 )

⾼斯噪声: 𝜌/ = 𝒩(𝑥; 0, 1)
考虑：

𝑐 = 0, 0.5



Ø 多峰函数 （𝑁* = 2）
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贝叶斯后验分布

𝑐 = 0 𝑐 = 0.5

- 马⽒链蒙特卡洛容易陷⼊单峰，跨峰慢
- 基于⾼斯的变分推理或其它⽅法容易把两峰“抹平”或“漏峰”
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