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本堂课⼤纲

Ø 课程内容简介

- 卡尔曼滤波(Kalman filter)
- 扩展卡尔曼滤波(Extended Kalman filter)
- ⽆迹卡尔曼滤波(Unscented Kalman filter)
- 集合卡尔曼滤波(Ensemble Kalman filter)

- ⾼维数据同化问题
- 平⽅根类卡尔曼滤波(Square root Kalman filter)
- 卡尔曼滤波的问题与改进



数据同化问题

Ø 数据同化问题
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Ø 假设

⾼斯演化噪声: 𝜌! = 𝒩(𝑥; 0, Σ!)

⾼斯观测噪声: 𝜌" = 𝒩(𝑥; 0, Σ")

⾼斯先验分布: 𝜌#$%&$ 𝑥 = 𝒩(𝑥; 𝑟', Σ')

演化⽅程: 𝑥()* = ℱ 𝑥( + 𝜔()*
观测⽅程: 𝑦()* = ℋ 𝑥()* + 𝜂()*



Ø 参数化⽅法
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Ø 非参数化⽅法

⾼斯近似：

𝜌∗ 𝑥 ≈ 𝒩(𝑥;𝑚, 𝐶)
混合⾼斯近似：

𝜌∗ 𝑥 ≈ ∑,-*
. 𝑤,𝒩 𝑥;𝑚,, 𝐶,  ∑,-*

. 𝑤, = 1
……

粒⼦近似 𝐽 ≫ 1 ：

𝜌∗ 𝑥 ≈ 𝑥, /-*
.

𝜌∗ 𝑥 ≈ *
.
∑,-*
. 𝛿(𝑥 − 𝑥,) 

贝叶斯反问题与数据同化问题



Ø 卡尔曼⽅法
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数据同化问题

𝑦()*

𝑦()0

𝜌 𝑥(|𝑌( 𝜌 𝑥()*|𝑌()*

𝜌 𝑥()0|𝑌()0

预测

分析



预测(Prediction)

Ø 演化⽅程
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演化⽅程: 𝑥()* = ℱ 𝑥( + 𝜔()*
⾼斯演化噪声: 𝜔()* ∼ 𝜌! = 𝒩(𝑥; 0, Σ!)

Ø 当前状态

⾼斯近似: 𝑥(|𝑌( ∼ 𝒩(𝑥;𝑚(, 𝐶()

粒⼦近似: 𝑥(|𝑌( ∼
*
.
∑,-*
. 𝛿(𝑥 − 𝑥(

,)

Ø 预测

⾼斯近似: 𝑥()*|𝑌( ∼ 𝒩(𝑥; ?𝑚(, @𝐶()

粒⼦近似: 𝑥()*|𝑌( ∼
*
.
∑,-*
. 𝛿(𝑥 − A𝑥(

,)



分析(Analysis)

Ø 观测⽅程
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观测⽅程: 𝑦()* = ℋ 𝑥()* + 𝜂()*

⾼斯观测噪声: 𝜂()* ∼ ρ" = 𝒩(𝑥; 0, Σ")

Ø 预测状态

⾼斯近似: 𝑥()*|𝑌( ∼ 𝒩(𝑥; ?𝑚()*, @𝐶()*)

粒⼦近似: 𝑥()*|𝑌( ∼
*
.
∑,-*
. 𝛿(𝑥 − A𝑥()*

, )

Ø 分析

⾼斯近似: 𝑥()*|𝑌()* ∼ 𝒩(𝑥;𝑚()*, 𝐶()*)

粒⼦近似: 𝑥()*|𝑌()* ∼
*
.
∑,-*
. 𝛿(𝑥 − 𝑥()*

, )



Ø 泰勒展开线性化
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𝑥(|𝑌( ∼ 𝒩 𝑥;𝑚(, 𝐶(
ℱ 𝑥(  ≈ ℱ 𝑚( + ∇ℱ 𝑚( (𝑥( − 𝑚()

扩展(Extended)卡尔曼滤波

𝑥()*|𝑌( ∼ 𝒩 𝑥; ?𝑚()*, @𝐶()* 𝜔()* ~𝒩(0, Σ!)

?𝑚()* = 𝔼 ℱ 𝑥( + 𝜔()* ≈ ℱ 𝑚(

@𝐶()* = Cov ℱ 𝑥( + 𝜔()* ≈ ∇ℱ 𝑚(
1𝐶(∇ℱ 𝑚( + Σ!



卡尔曼⽅法
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Ø 先验分布
𝑥()*|𝑌( ∼ 𝒩 ?𝑚()*, @𝐶()*

Ø 𝑥()*	和 𝜂 的联合分布

Ø 后验分布（条件分布）

𝜌 𝑥()*|ℋ 𝑥()* + 𝜂()* = 𝑦()*, 𝑌( = 𝒩 𝑚()* , 𝐶()*

𝑚()* = ?𝑚()* + @𝐶()*
23 ( @𝐶()*

33 )4*(𝑦()* − A𝑦()*)

𝐶()* = @𝐶()* − @𝐶()*
23 ( @𝐶()*

33 )4* @𝐶()*
23!

𝜌 𝑥()* , ℋ 𝑥()* + 𝜂()*|𝑌( ≈ 𝒩 ?𝑚()*
A𝑦()*

,
@𝐶()* @𝐶()*

23

@𝐶()*
23! @𝐶()*

33



Ø 泰勒展开线性化
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𝑥()*|𝑌( ∼ 𝒩 𝑥; ?𝑚()*, @𝐶()* 𝜂()* ~𝒩(0, Σ")

A𝑦()* = 𝔼 ℋ 𝑥()* + 𝜂()*|𝑌( ≈ ℋ ?𝑚()*

@𝐶()*
23 = Cov 𝑥()*, ℋ 𝑥()* + 𝜂()*|𝑌(

≈ @𝐶()*∇ℋ ?𝑚()*
1

@𝐶()*22 = Cov ℋ 𝑥()* + 𝜂()*|𝑌(

≈ ∇ℋ ?𝑚()* @𝐶()*∇ℋ ?𝑚()*
1 + Σ"

ℋ 𝑥()*  ≈ ℋ ?𝑚()* + ∇ℋ ?𝑚()* (𝑥()* − ?𝑚()*)

扩展卡尔曼滤波



对于⾼斯分布 𝜃 ∼ 𝒩(𝑚, 𝐶) ∈ 𝑅5" , 我们选取2𝑁6 + 1 个
𝜎点， 𝜃' = 𝑚，对 𝑗 = 1,2⋯ ,𝑁6

𝜃, = 𝑚 +	𝑐,[ 𝐶 ], 𝜃,)5" = 𝑚 −	𝑐,[ 𝐶 ],

其中 [ 𝐶 ], 是𝐶的Cholesky分解的第 𝑗个列向量，那么

𝔼[𝒢 𝜃 ] ≈ ∑7-'
05"𝑊7

8𝒢 𝜃7	

Cov 𝒢* 𝜃 , 𝒢0 𝜃 ≈

∑7-*
05"𝑊7

9(𝒢* 𝜃7 − 𝔼[𝒢*(𝜃)])(𝒢0 𝜃7 − 𝔼[𝒢0(𝜃)])1

参数： 𝑐7， 𝑊7
8, 𝑊7
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⽆迹变换(Unscented transform)

⽆迹(Unscented)卡尔曼⽅法



当 1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑁6

𝑊,
8 = 𝑊,)5"

8 𝑊,
9 = 𝑊,)5"

9 =
1
2𝑐,0

X
7-'

05"

𝑊7
8 = 1

∑7-'
05"𝑊7

8𝒢 𝜃7	 = 𝔼[𝒢 𝜃 ] + 𝒪( 𝐶 )

∑7-'
05"𝑊7

9(𝒢* 𝜃7 − 𝔼[𝒢*(𝜃)])(𝒢0 𝜃7 − 𝔼[𝒢0(𝜃)])1 =

= Cov 𝒢* 𝜃 , 𝒢0 𝜃 + 𝒪( 𝐶 0)

⽆迹卡尔曼⽅法

我们选取 𝑊'
8 = 1， 𝑊'

9 = 0，对于1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑁6

𝑐, = 𝑎 𝑁6，𝑊,
8 = 0，𝑊,

9 = *
0:#5"

⽆迹变换(Unscented transform)



Ø 预测
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𝑥(|𝑌( ∼ 𝒩 𝑥;𝑚(, 𝐶( 𝜔()* ~𝒩(0, Σ!)
?𝑚()* = 𝔼 ℱ 𝑥( |𝑌(
@𝐶()* = Cov ℱ 𝑥( |𝑌( + Σ!

Ø 分析
𝑥()*|𝑌( ∼ 𝒩 𝑥; ?𝑚()*, @𝐶()* 𝜂()* ~𝒩(0, Σ")

A𝑦()* = 𝔼 ℋ 𝑥()* + 𝜂()*|𝑌( = 𝔼 ℋ 𝑥()* |𝑌(
@𝐶()*
23 = Cov 𝑥()*, ℋ 𝑥()* + 𝜂()*|𝑌(

= Cov 𝑥()*, ℋ 𝑥()* |𝑌(
@𝐶()*
33 = Cov ℋ 𝑥()* + 𝜂()*|𝑌(

= Cov ℋ 𝑥()* |𝑌( + Σ"

⽆迹卡尔曼滤波



卡尔曼滤波

Ø 扩展卡尔曼滤波
- 需要计算ℱ,ℋ的导数
- 需要存放⽅差矩阵

Ø ⽆迹卡尔曼滤波
- ⽅差近似更精确
- 需要多次计算ℱ,ℋ
- 需要存放⽅差矩阵



⾼维数据同化问题

Ø ⽓象、⽓候模型

如何避免存放协⽅差矩阵？

𝑁2 = 𝒪(10;)



Ø 集合卡尔曼滤波
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𝑥()*|𝑌()* ∼
1
𝐽
X
,-*

.

𝛿(𝑥 − 𝑥()*
, )

预测

分析

集合(Ensemble)卡尔曼滤波

𝑥(|𝑌( ∼
1
𝐽
X
,-*

.

𝛿(𝑥 − 𝑥(
,)

𝑥()*|𝑌( ∼
1
𝐽
X
,-*

.

𝛿(𝑥 − A𝑥()*
, )



Ø 预测
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集合卡尔曼滤波

𝑥(|𝑌( ∼
1
𝐽
X
,-*

.

𝛿(𝑥 − 𝑥(
,)

对于 𝑗 = 1,2,⋯ 𝐽

A𝑥()*
, = ℱ 𝑥(

, + 𝜔()*
, 𝜔()*

, ∼ 𝒩(𝑥; 0, Σ!)

𝑥()*|𝑌( ∼
1
𝐽
X
,-*

.

𝛿(𝑥 − A𝑥()*
, )



卡尔曼⽅法
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Ø 先验分布
𝑥()*|𝑌( ∼ 𝒩 ?𝑚()*, @𝐶()*

Ø 𝑥()*	和 𝜂 的联合分布

Ø 后验分布（条件分布）

𝜌 𝑥()*|ℋ 𝑥()* + 𝜂()* = 𝑦()*, 𝑌( = 𝒩 𝑚()* , 𝐶()*

𝑚()* = ?𝑚()* + @𝐶()*
23 ( @𝐶()*

33 )4*(𝑦()* − A𝑦()*)

𝐶()* = @𝐶()* − @𝐶()*
23 ( @𝐶()*

33 )4* @𝐶()*
23!

𝜌 𝑥()* , ℋ 𝑥()* + 𝜂()*|𝑌( ≈ 𝒩 ?𝑚()*
A𝑦()*

,
@𝐶()* @𝐶()*

23

@𝐶()*
23! @𝐶()*

33
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𝑚()* = ?𝑚()* + @𝐶()*
23 ( @𝐶()*

33 )4*(𝑦()* − A𝑦()*)
𝐶()* = @𝐶()* − @𝐶()*

23 ( @𝐶()*
33 )4* @𝐶()*

23!

根据 𝑥()*|𝑌( ∼
*
.
∑,-*
. 𝛿(𝑥 − A𝑥()*

, )，计算：

A𝑦()* = 𝔼 ℋ 𝑥()* |𝑌( ≈ *
.
∑,-*
. ℋ A𝑥()*

,

?𝑚()* ≈
*
.
∑,-*
. A𝑥()*

,

@𝐶()*
23 = Cov 𝑥()*, ℋ 𝑥()* + 𝜂()*|𝑌(

≈ *
.4*

∑,-*
. ( A𝑥()*

, − ?𝑚()*) ℋ A𝑥()*
, − A𝑦()*

1

@𝐶()*
33 = Cov ℋ 𝑥()* + 𝜂()*|𝑌(

≈ *
.4*

∑,-*
. ℋ A𝑥()*

, − A𝑦()* ℋ A𝑥()*
, − A𝑦()*

1
+ Σ"

集合卡尔曼滤波

Ø 分析
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Ø 分析

𝑚()* = ?𝑚()* + @𝐶()*
23 ( @𝐶()*

33 )4*(𝑦()* − A𝑦()*)
𝐶()* = @𝐶()* − @𝐶()*

23 ( @𝐶()*
33 )4* @𝐶()*

23!

𝑥()*
, = A𝑥()*

, + @𝐶()*
23 ( @𝐶()*

33 )4* 𝑦()* −ℋ A𝑥()*
,

⽅差不能匹配

𝑥()*
, = A𝑥()*

, + @𝐶()*
23 ( @𝐶()*

33 )4* 𝑦()* −ℋ A𝑥()*
, − 𝜂()*

,

其中 𝜂()*
, ∼ 𝒩(0, Σ")

集合卡尔曼滤波



集合卡尔曼滤波误差估计

定义:
?𝑚()* =

*
.
∑,-*
. A𝑥()*

,

@𝐶()* =
*
.4*

∑,-*
. A𝑥()*

, − ?𝑚()* A𝑥()*
, − ?𝑚()*

1

𝑚()* =
*
.
∑,-*
. 𝑥()*

,

𝐶()* =
*
.4*

∑,-*
. 𝑥()*

, − 𝑚()* 𝑥()*
, − 𝑚()*

1

对集合卡尔曼滤波的分析步，我们有
𝑚()* = ?𝑚()* + @𝐶()*

23 ( @𝐶()*
33 )4* 𝑦()* − A𝑦()* + 𝒪( *

.
)

𝐶()* = @𝐶()* − @𝐶()*
23 ( @𝐶()*

33 )4* @𝐶()*
23! + 𝒪( *

.
)

21

集合卡尔曼滤波
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Ø 从优化角度的理解

𝑚()* = ?𝑚()* + @𝐶()*
23 ( @𝐶()*

33 )4*(𝑦()* − A𝑦()*)
𝐶()* = @𝐶()* − @𝐶()*

23 ( @𝐶()*
33 )4* @𝐶()*

23!

𝑥()*
, = A𝑥()*

, + @𝐶()*
23 ( @𝐶()*

33 )4*(𝑦()* −ℋ A𝑥()*
, − 𝜂()*

, )

当 ℋ 𝑥 = 𝐻𝑥

𝑥()*
, = argmin2$%&

1
2
∥ @𝐶()*

4*0 (𝑥()* − A𝑥()*
, ) ∥0

+
1
2
∥ Σ"

4*0 (𝑦()* − 𝐻𝑥()* −𝜂()*
, ) ∥0

集合卡尔曼滤波



Lorenz63系统
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Ø 练习

𝑑𝑥*
𝑑𝑡

= 𝜎 𝑥0 − 𝑥*
𝑑𝑥0
𝑑𝑡

= 𝑥* 𝑟 − 𝑥< − 𝑥0
𝑑𝑥<
𝑑𝑡

= 𝑥*𝑥0 − 𝛽𝑥<

其中𝜎 = 10, 𝑟 = 28, 𝛽 = =
<
，我们知道初始值满⾜

𝑥 0 ∼ 𝒩([−8.0; 	5.0; 	25], 𝐼)，我们能在𝑡 = 0.5, 1, 1.5⋯
时刻观测到𝑥*，观测误差是𝒩 0,1 。



Lorenz63系统
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Ø 直接预测（向前欧拉 Δ𝑡 = 104<，𝑇 = 25	）



Lorenz63系统
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Ø ⽆迹卡尔曼滤波(𝐽 = 7)



Lorenz63系统
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Ø 集合卡尔曼滤波(𝐽 = 10	)



Lorenz63系统
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Ø 卡尔曼滤波绝对误差

7.84
2.21
2.71

9.18
3.31
3.93

9.68
3.10
3.83



卡尔曼滤波

Ø 扩展卡尔曼滤波
- 需要计算ℱ,ℋ的导数
- 需要存放协⽅差矩阵

Ø ⽆迹卡尔曼滤波
- 需要多次计算ℱ,ℋ
- 需要存放协⽅差矩阵

Ø 集合卡尔曼滤波
- 需要多次计算ℱ,ℋ
- 不需要存放协⽅差矩阵
- 引⼊随机误差
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Ø 分析

𝑚()* = ?𝑚()* + @𝐶()*
23 ( @𝐶()*

33 )4*(𝑦()* − A𝑦()*)
𝐶()* = @𝐶()* − @𝐶()*

23 ( @𝐶()*
33 )4* @𝐶()*

23!

加⼊随机噪音匹配期望和⽅差

𝑥()*
, = A𝑥()*

, + @𝐶()*
23 ( @𝐶()*

33 )4*(𝑦()* −ℋ A𝑥()*
, − 𝜂()*

, )

其中 𝜂()*
, ∼ 𝒩(0, Σ")

集合卡尔曼滤波
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Ø 分析

𝑥()*
, = A𝑥()*

, + @𝐶()*
23 ( @𝐶()*

33 )4*(𝑦()* −ℋ A𝑥()*
, − 𝜂()*

, )

定义：

@𝑍()* =
*
.4*

[ A𝑥()** − ?𝑚()*; …… ; A𝑥()*
. − ?𝑚()*]

p𝑌()* =
*
.4*

ℋ A𝑥()** − A𝑦()*; …… ;ℋ A𝑥()*
. − A𝑦()*

p𝐸()* =
*
.4*

𝜂()** − 𝜂̂()*; …… ; 𝜂()*
. − 𝜂̂()*

𝑍()* =
*
.4*

𝑥()** − 𝑚()*; …… ; 𝑥()*
. − 𝑚()*

我们有：
@𝐶()*
23 = @𝑍()* p𝑌()*1 @𝐶()*

33 = p𝑌()* p𝑌()*1 + Σ"
@𝐶()* = @𝑍()* @𝑍()*1 𝐶()* = 𝑍()*𝑍()*1

𝑍()* = @𝑍()* 𝐼 + p𝑌()*1 Σ"4* p𝑌()*
4*
(𝐼 − p𝑌()*1 Σ"4* p𝐸()*)

集合卡尔曼滤波

低秩近似



⾼维数据同化问题

Ø 奇异值分解

𝑀> = argmin$?@A B -> 𝑀 − 𝑋 C

𝑀 = 𝑈Σ𝑉1 =X
7

𝜎70𝑢7𝑣71

𝑀> = 𝑈>Σ>𝑉>1 =X
7-*

>

𝜎70𝑢7𝑣71
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Ø 卡尔曼滤波

𝑚()* = ?𝑚()* + @𝐶()*
23 ( @𝐶()*

33 )4*(𝑦()* − A𝑦()*)
𝐶()* = @𝐶()* − @𝐶()*

23 ( @𝐶()*
33 )4* @𝐶()*

23!

构造矩阵𝑇：

𝑍()* = @𝑍()*𝑇

@𝑍()*𝑇𝑇1 @𝑍()*1

= @𝑍()* @𝑍1()* − @𝑍()* p𝑌()*1 p𝑌()* p𝑌()*1 + Σ"
4*

 p𝑌()* @𝑍()*1

集合卡尔曼滤波变体

Ø 集合变换卡尔曼滤波(Ensemble Transform Kalman Filter)
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Ø 集合变换卡尔曼滤波(Ensemble Transform Kalman Filter)

𝑇𝑇1 = 𝐼 − p𝑌()*1 p𝑌()* p𝑌()*1 + Σ"
4*

 p𝑌()*

= 𝐼 +	 p𝑌()*1 Σ"4* p𝑌()*
4*

奇异值分解： p𝑌()*1 Σ"4* p𝑌()* = 𝑃Γ𝑃1

𝑇 = 𝑃 Γ + I 4
&
#𝑃1

集合卡尔曼滤波变体



34

𝑚()* = ?𝑚()* + @𝐶()*
23 ( @𝐶()*

33 )4*(𝑦()* − A𝑦()*)
𝐶()* = @𝐶()* − @𝐶()*

23 ( @𝐶()*
33 )4* @𝐶()*

23!

构造矩阵𝐴：

𝑥()*
, − 𝑚()* = 𝐴(A𝑥()*

, − ?𝑚()*)

 𝑍()* = 𝐴 @𝑍()*

集合卡尔曼滤波变体

Ø 卡尔曼滤波

Ø 集合调整卡尔曼滤波(Ensemble Adjustment Kalman Filter)
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Ø 集合调整卡尔曼滤波(Ensemble Adjustment Kalman Filter)

𝐴 @𝑍()* @𝑍()*1 𝐴1

= @𝑍()* @𝑍()*1 − @𝑍()* p𝑌()*1 p𝑌()* p𝑌()*1 + Σ"
4*

 p𝑌()* @𝑍()*1

奇异值分解： @𝑍()* = 𝑃}𝐷*/0𝑉1

奇异值分解： 𝑉1 𝐼 + p𝑌()*1 Σ"4* p𝑌()*
4*
𝑉 = 𝑈𝐷𝑈1

𝐴 = 𝑃}𝐷*/0𝑈𝐷*/0}𝐷4*/0𝑃1

= 𝑃}𝐷
*
0𝑉1(𝑉𝑈𝐷

*
0}𝐷4

*
0𝑃1)

集合卡尔曼滤波变体
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Ø 卡尔曼滤波

𝑚()* = ?𝑚()* + @𝐶()*
23 ( @𝐶()*

33 )4*(𝑦()* − A𝑦()*)
𝐶()* = @𝐶()* − @𝐶()*

23 ( @𝐶()*
33 )4* @𝐶()*

23!

𝐶()* ≈ 𝑍()* 𝑍()*1 @𝐶()* ≈ @𝑍()* @𝑍()*1

集合卡尔曼滤波变体

Ø 平⽅根类卡尔曼滤波(Square Root Kalman Filter)

𝑚()* = ?𝑚()* +  @𝑍()* p𝑌()*1 ( p𝑌()* p𝑌()*1 + Σ")4*(𝑦()* − A𝑦()*)
𝑍()* = @𝑍()*𝑋



卡尔曼滤波

Ø 集合卡尔曼滤波及其变体
- 集合变换卡尔曼滤波
- 集合调整卡尔曼滤波

⾼维协⽅差矩阵的低秩近似



⾼维数据同化问题

Ø ⽓象、⽓候模型

平⽅根类卡尔曼滤波或类似的低维近似能解决⾼维
数据同化问题吗？

𝑁2 = 𝒪(10;)
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Ø周期边界的对流⽅程

𝜕𝑢
𝜕𝑡
+
𝜕𝑢
𝜕𝑥

= 0 𝑥 ∈ 0, 𝐿 𝐿 = 1000

真实的初始值：

𝑢' 𝑥 =X
7-*

E'

𝑎7 sin
2𝜋𝑖𝑥
𝐿

+ 𝑏7 cos
2𝜋𝑖𝑥
𝐿

𝑎7，𝑏7 ∼ 𝒩(0,1)
解：
  𝑢 𝑡, 𝑥 = 𝑢'(𝑥 − 𝑡)，离散 Δ𝑥 = 1

观测是 𝑢 𝑡, 125 ，𝑢 𝑡, 375 ， 𝑢 𝑡, 625 ， 𝑢 𝑡, 875
𝑡 = 5,10,15…… 观测误差是𝒩(0,1)

对流问题例⼦
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𝐽 = 200 ：𝑢 0, 𝑥 = ∑7-*E' 𝑎7 sin
0F72
G
+𝑏7 cos

0F72
G

𝑎7，𝑏7 ∼ 𝒩(0,1)

𝑡 = 5

𝑡 = 150

𝑡 = 500

对流问题例⼦
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𝐽 = 50 ：𝑢 0, 𝑥 = ∑7-*
E' 𝑎7 sin

0F72
G
+𝑏7 cos

0F72
G

𝑎7，𝑏7 ∼ 𝒩(0,1)

𝑡 = 5

𝑡 = 150

𝑡 = 500

对流问题例⼦
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𝐽 = 200 ：𝑢 0, 𝑥 = ∑7-*
*''𝑎7 sin

0F72
G

𝑎7 ∼ 𝒩(0,1)

𝑡 = 5

𝑡 = 150

𝑡 = 500

对流问题例⼦
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Ø 卡尔曼滤波

𝑚()* = ?𝑚()* + @𝐶()*
23 ( @𝐶()*

33 )4*(𝑦()* − A𝑦()*)
𝐶()* = @𝐶()* − @𝐶()*

23 ( @𝐶()*
33 )4* @𝐶()*

23!

⼦空间限制：

( ?𝑚()* @𝑍()*)和 𝑚()*, 𝑍()* 有相同的列向量空间。

平⽅根类卡尔曼滤波

Ø 平⽅根类卡尔曼滤波(Square Root Kalman Filter)

𝑚()* = ?𝑚()* +  @𝑍()* p𝑌()*1 ( p𝑌()* p𝑌()*1 + Σ")4*(𝑦()* − A𝑦()*)
𝑍()* = @𝑍()*𝑋
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Ø 伪相关(Spurious correlation) 和⽅差减⼩(Variance reduction) 

演化⽅程：
𝑥()*
𝑏()*

=
𝑥(
𝑏(

𝑏' ∼ 𝒩(0, 𝐼)

观测⽅程： 𝑦()* = ℋ 𝑥()* + 𝜂()*

分析
𝑍()*
𝐵()*

=
@𝑍()*
p𝐵()*

𝑋

  

𝐶()* = @𝐶()* −
@𝑍()*
p𝐵()*

p𝑌()*1 ( p𝑌()* p𝑌()*1 + Σ")4* p𝑌()*
@𝑍()*
p𝐵()*

H

会怎么变化？

平⽅根类卡尔曼滤波
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Ø 协⽅差膨胀(Covariance inflation)

A𝑥()*
, → 𝜌 A𝑥()*

, − ?𝑚()* + ?𝑚()*

Ø自适应的⽅差增长(Adaptive variance inflation)

𝑍()*
𝐵()*

=
@𝑍()*
p𝐵()*

𝑋

根据 𝐵()*来选择𝜌

平⽅根类卡尔曼滤波
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Ø 协⽅差局地化(Covariance localization)

@𝐶()* → 𝜌⊙ @𝐶()*

𝜌[𝑖, 𝑗] = 𝐾(∥ 𝑥7 − 𝑥, ∥)

@𝐶()* 𝑖, 𝑗 →
𝜌[𝑖, 𝑗]	 @𝐶()* [𝑖, 𝑗]

gaspari-cohn局地化函数

平⽅根类卡尔曼滤波
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Ø 协⽅差局地化(Covariance localization)

@𝐶()*

𝜌 ⊙ @𝐶()*

𝜌

平⽅根类卡尔曼滤波
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Ø 协⽅差局地化(Covariance localization)

𝜌 ⊙ @𝐶()*

@𝐶()*

平⽅根类卡尔曼滤波

最⼤特征值下
降，最小特征
值上升，谱被
压缩。
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Ø协⽅差局地化(Covariance localization)

𝑚()* = ?𝑚()* + @𝐶()*
23 ( @𝐶()*

33 )4*(𝑦()* − A𝑦()*)
𝐶()* = @𝐶()* − @𝐶()*

23 ( @𝐶()*
33 )4* @𝐶()*

23!

当 ℋ 𝑥 = 𝐻𝑥

@𝐶()*
23 → 𝜌 ⊙ @𝐶()*𝐻1
@𝐶()*
33 → 𝐻(𝜌 ⊙ @𝐶()*

33 )𝐻1 + Σ"

采用⼀些特殊的近似

𝜌 = �𝜌 �𝜌
@𝑍()* → �𝜌 ⊙ @𝑍()*

平⽅根类卡尔曼滤波

减小伪相关
打破⼦空间限制



卡尔曼滤波

Ø 集合卡尔曼滤波及其变体
- 集合变换卡尔曼滤波
- 集合调整卡尔曼滤波

⾼维协⽅差矩阵的低秩近似

Ø 集合卡尔曼滤波的问题（低秩近似）与改进
- ⼦空间限制
-伪相关和⽅差减小
- ⽅差膨胀
- 协⽅差局地化

 



扩展阅读

51

Ø 卡尔曼滤波
EnKF书籍: Evensen, Geir. "The ensemble Kalman filter: Theoretical formulation and 
practical implementation." Ocean dynamics 53 (2003): 343-367.

EAKF: Anderson, Jeffrey L. "An ensemble adjustment Kalman filter for data 
assimilation." Monthly weather review 129.12 (2001): 2884-2903.

ETKF: Bishop, Craig H., Brian J. Etherton, and Sharanya J. Majumdar. "Adaptive 
sampling with the ensemble transform Kalman filter. Part I: Theoretical 
aspects." Monthly weather review 129.3 (2001): 420-436.

ETKF改进版本: Wang, Xuguang, and Craig H. Bishop. "A comparison of breeding 
and ensemble transform Kalman filter ensemble forecast schemes." Journal of the 
atmospheric sciences 60.9 (2003): 1140-1158.

线性收敛性： Kwiatkowski, Evan, and Jan Mandel. "Convergence of the square root 
ensemble Kalman filter in the large ensemble limit." SIAM/ASA Journal on 
Uncertainty Quantification 3.1 (2015): 1-17.

⾮线性收敛性： Ernst, Oliver G., Björn Sprungk, and Hans-Jörg Starkloff. 
"Analysis of the ensemble and polynomial chaos Kalman filters in Bayesian inverse 
problems." SIAM/ASA Journal on Uncertainty Quantification 3.1 (2015): 823-851.



扩展阅读

52

卡尔曼滤波发散：Gottwald, Georg A., and Andrew J. Majda. "A mechanism for 
catastrophic filter divergence in data assimilation for sparse observation 
networks." Nonlinear Processes in Geophysics20.5 (2013): 705-712.

⾃适应协⽅差膨胀：Anderson, Jeffrey L. "An adaptive covariance inflation error 
correction algorithm for ensemble filters." Tellus A: Dynamic meteorology and 
oceanography 59.2 (2007): 210-224.

协⽅差局部化： Mitchell, Herschel L., Pieter L. Houtekamer, and Gérard Pellerin. 
"Ensemble size, balance, and model-error representation in an ensemble Kalman 
filter." Monthly weather review 130.11 (2002): 2791-2808.

协⽅差局部化： Hunt, Brian R., Eric J. Kostelich, and Istvan Szunyogh. "Efficient 
data assimilation for spatiotemporal chaos: A local ensemble transform Kalman 
filter." Physica D: Nonlinear Phenomena 230.1-2 (2007): 112-126..

协⽅差局部化：Livings, David. "Aspects of the ensemble Kalman filter." Reading 
University Masters Thesis (2005).

⾃适应协⽅差局部化： Anderson, Jeffrey L. "Exploring the need for localization in 
ensemble data assimilation using a hierarchical ensemble filter." Physica D: 
Nonlinear Phenomena 230.1-2 (2007): 99-111.

Ø 卡尔曼滤波的改进


