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𝑑𝒖
𝑑𝑡 = 𝑓(𝒖(𝑡), 𝑡, 𝑥)
其中 𝒖 𝑡 ∈ 𝑅!是状态变量
𝒖 0 = 𝒖"是初始条件
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解的近似

Ø 常微分⽅程(ODE)

Ø 输出

𝑦(𝑡) = 𝑔(𝒖(𝑡), 𝑡)



在许多情况下，状态变量可以被精确地表⽰为⼀系列
向量的线性组合，这些向量形成了⼀个低维线性空间
的基。

𝒮 ∈ 𝑅!定义⼀个低维线性空间 𝑘 = dim(𝒮)

𝒮 = span 𝒗#, 𝒗$, ⋯⋯𝒗%

𝒖 𝑡 = 𝑞# 𝑡 𝒗# + 𝑞$ 𝑡 𝒗$⋯⋯+ 𝑞% 𝑡 𝒗%
𝒒 t = [𝑞# 𝑡 ; 𝑞$ 𝑡 ;⋯⋯ ; 𝑞% 𝑡 ] 是𝒖(𝑡)在𝒮中的广义
坐标，也是降阶状态变量

𝒖 𝑡 = 𝑉𝒮 𝒒 t 𝑉𝒮 = [𝒗#; 	𝒗$⋯⋯;𝒗%]
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解的近似

Ø 解的低维特性



在许多情况下，低维线性空间𝒮以及相应的基底𝑉𝒮均是未
知。
试验基底 𝑉 ∈ 𝑅!×%，（𝑘不精确，𝑉和𝑉𝒮也会不同）

初始假设(ansatz)

𝒖 𝑡 ≈ 𝑉𝒒 t
带回原⽅程
𝑑
𝑑𝑡 𝑉𝒒 t = 𝑓 𝑉𝒒 t , 𝑡, 𝑥 + 𝑟(𝑡)
𝑦 𝑡 ≈ 𝑔(𝑉𝒒 t , 𝑡)

𝑟(𝑡)是由于⼦空间逼近⽽产⽣的残差。
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解的近似

Ø 解的低维特性



𝑑
𝑑𝑡 𝑉𝒒 t = 𝑓 𝑉𝒒 t , 𝑡, 𝑥 + 𝑟(𝑡)

由于基底𝑉并不依赖于时间

𝑉
𝑑
𝑑𝑡 𝒒 t = 𝑓 𝑉𝒒 t , 𝑡, 𝑥 + 𝑟(𝑡)

𝑦 𝑡 ≈ 𝑔(𝑉𝒒 t , 𝑡)

𝑁个微分⽅程组成的⽅程，其中涉及𝑘个未知函数

𝒒 t = [𝑞# 𝑡 , 𝑞$ 𝑡 ⋯⋯𝑞% 𝑡 ]

超定系统 𝑘 < 𝑁
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解的近似

Ø 降阶模型
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𝑢, 𝑦 ∈ 𝑅!
𝑢, 𝑦	相对于𝑅!中的标准内积，彼此正交（orthogonal）

𝑢(𝑦 = 0

𝑢, 𝑦	相对于𝑅!中的标准内积，是标准正交（orthonormal）

𝑢(𝑦 = 0, 𝑢(𝑢 = 1, 𝑦(𝑦 = 1

𝑉 ∈ 𝑅!×%是⼀个正交矩阵

𝑉(𝑉 = 𝐼
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低维投影

Ø 正交性



矩阵	𝛱 ∈ 𝑅!×! 是线性空间𝑅!中的投影矩阵，如果

𝛱$ = 𝛱

- range(𝛱)⨁ker 𝛱 = 𝑅!

- 𝛱可对⾓化，特征值是0或者1

𝛱 = 𝑃 𝐼)
0!*)

𝑃*#

- 可逆矩阵𝑃	不⼀定是正交矩阵

其中 range 𝛱 = 𝑦: 𝑦 = Π𝑥 ker 𝛱 = {𝑥: Π𝑥 = 0}
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低维投影

Ø 投影(Projection)



考虑投影矩阵

𝛱 = 𝑃 𝐼)
0!*)

𝑃*#

将𝑃分拆为

𝑃 = 𝑃# 𝑃$ 𝑃# ∈ 𝑅!×) 𝑃$ ∈ 𝑅!×(!*))

那么，任意𝑤 ∈ 𝑅!
Π𝑤 ∈ range(Π) = range(𝑃#) = 𝒮#
𝑤 −Π𝑤 ∈ ker(Π) = range(𝑃$) = 𝒮$

𝑅! = 𝒮#⨁𝒮$
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低维投影

Ø 投影(Projection)



考虑投影矩阵

𝛱 = 𝑃 𝐼)
0!*)

𝑃(

Π定义了沿着 𝒮$ ⽅向到 𝒮# 的投影
𝑅! = 𝒮#⨁𝒮$

假设 𝒮$ = 𝒮#-，那么𝛱是正交投影矩阵。
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正交投影与斜投影

Ø 正交投影



𝑉 ∈ 𝑅!×%是⼀个正交矩阵 (𝑉(𝑉 = 𝐼), 它的列向量张成了𝒮#，
对于𝑢 ∈ 𝑅!，将它正交投影到 𝒮# 

𝑢 → 𝑉𝑉(𝑢

投影矩阵𝛱.,. = 𝑉𝑉(是正交投影矩阵。

当𝑢 ∈ 𝒮#， 𝑢 = 𝑉𝑞
𝛱.,.𝑢 = 𝑉𝑉(𝑉𝑞 = 𝑉𝑞

当𝑢与𝒮#正交， 𝑉(𝑢 = 0
𝛱.,.𝑢 = 𝑉𝑉(𝑢 = 0
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正交投影与斜投影

Ø 正交投影
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正交投影与斜投影

Ø 正交投影

𝛱.,.: 𝑢 → 𝑉𝑉(𝑢

𝑢

𝛱.,.𝑢

𝒮# = range(𝑉)
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正交投影与斜投影

Ø 练习：三维的螺旋(𝑁 = 3)

𝑢 𝑡 = cos 𝑡 , sin 𝑡 , 𝑡

投影到 span{e#, e$}, span e$, e0 , span{e#, e0}

𝑢#
𝑢$

𝑢0
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正交投影与斜投影

Ø 练习：三维的螺旋(𝑁 = 3)

𝑢 𝑡 = cos 𝑡 , sin 𝑡 , 𝑡

投影到 span{e#, e$}

𝑢#
𝑢$

𝑢0
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正交投影与斜投影

Ø 练习：三维的螺旋(𝑁 = 3)

𝑢 𝑡 = cos 𝑡 , sin 𝑡 , 𝑡

投影到 span e$, e0

𝑢#𝑢$

𝑢0
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正交投影与斜投影

Ø 练习：三维的螺旋(𝑁 = 3)

𝑢 𝑡 = cos 𝑡 , sin 𝑡 , 𝑡

投影到 span{e#, e0}

𝑢#𝑢$

𝑢0



考虑投影矩阵

𝛱 = 𝑃 𝐼)
0!*)

𝑃*#

𝛱 定义了沿着 𝒮$ ⽅向到 𝒮# 的投影
𝑅! = 𝒮#⨁𝒮$

假设 𝒮$ ≠ 𝒮#-	，那么𝛱是斜投影矩阵。
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正交投影与斜投影

Ø 斜投影



𝑉,𝑊 ∈ 𝑅!×%是两个列满秩矩阵, 它们的列向量张成了𝒮# 和 
𝒮$- ，沿着 𝒮$ ⽅向到 𝒮# 的投影

𝑢 → 𝑉 𝑊(𝑉 *#𝑊(𝑢

投影矩阵是𝛱.,1 = 𝑉 𝑊(𝑉 *#𝑊(是斜投影矩阵。

当𝑢 ∈ 𝒮#， 𝑢 = 𝑉𝑞
𝛱.,1𝑢 = 𝑉 𝑊(𝑉 *#𝑊(𝑉𝑞 = 𝑉𝑞 = 𝑢

当𝑢 ∈ 	𝒮$ ， 𝑊(𝑢 = 0
𝛱.,1𝑢 = 𝑉 𝑊(𝑉 *#𝑊(𝑢 = 0
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正交投影与斜投影

Ø 斜投影



Ø 斜投影
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正交投影与斜投影

𝛱.,1: 𝑢 → 𝑉 𝑊(𝑉 *#𝑊(𝑢

𝑢

𝛱.,1𝑢

𝒮# = range(𝑉)

𝒮$- = range(𝑊)
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正交投影与斜投影

Ø 练习：三维的螺旋(𝑁 = 3)

𝑢 𝑡 = cos 𝑡 , sin 𝑡 , 𝑡

𝑉 = span{𝑒#, 𝑒$}, 𝑊=span{𝑒# + 𝑒0, 𝑒$ + 𝑒0}
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正交投影与斜投影

Ø 练习：三维的螺旋(𝑁 = 3)

𝑢 𝑡 = cos 𝑡 , sin 𝑡 , 𝑡

𝑉 = span{𝑒#, 𝑒$}, 𝑊=span{𝑒# + 𝑒0, 𝑒$ + 𝑒0}
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𝑑𝒖
𝑑𝑡 = 𝑓(𝒖(𝑡), 𝑡)
𝑦(𝑡) = 𝑔(𝒖(𝑡), 𝑡)
𝒖 0 = 𝒖"

𝑓(𝒖(𝑡), 𝑡)⾼维模型

𝒖 𝑡 ∈ 𝑅!:⾼维状态变量
𝑦 𝑡 ∈ 𝑅2:输出变量(通常情况𝑞 ≪ 𝑁)
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基于投影的降阶模型

Ø ⾼维模型（High Dimensional Model）



𝑑𝒒
𝑑𝑡 = 𝑓3(𝒒(𝑡), 𝑡)
𝑦(𝑡) = 𝑔3(𝒒(𝑡), 𝑡)

𝑓3(𝒖(𝑡), 𝑡)基于投影的降阶模型

𝒒 t ∈ 𝑅%:降阶的低维状态变量
𝑦 𝑡 ∈ 𝑅2:输出变量
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Ø 基于投影的降阶模型（Projection based Reduced Order Model）

基于投影的降阶模型



- 计算上可⾏、便宜
- 适⽤于广泛的动⼒系统
- 最⼩化使⽤⾼维模型计算出的解与使⽤降阶模型计算出的
解之间的某种误差度量（误差标准）
- 尽可能多地保留⾼维模型的属性。
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Ø 设计基于投影的降阶模型

基于投影的降阶模型



𝑉
𝑑
𝑑𝑡 𝒒 t = 𝑓 𝑉𝒒 t , 𝑡, 𝑥 + 𝑟(𝑡)

𝑟 𝑡 = 𝑓 𝑉𝒒 t , 𝑡, 𝑥 − 𝑉
𝑑
𝑑𝑡 𝒒 t
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Ø 降阶模型

基于投影的降阶模型

Ø 残差假设

假设存在基底𝑊 ∈ 𝑅!×%， 𝑊4𝑟 𝑡 = 0

Ø Petrov-Galerkin 基于投影的降阶模型

𝑊(𝑉
𝑑
𝑑𝑡 𝑞 𝑡 = 𝑊(𝑓 𝑉𝑞 𝑡 , 𝑡, 𝑥



𝑑𝑞 𝑡
𝑑𝑡 = 𝑊(𝑉 *#𝑊(𝑓 𝑉𝑞 𝑡 , 𝑡, 𝑥

𝑦 𝑡 ≈ 𝑔(𝑉𝒒(𝑡), 𝑡)
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Ø Petrov-Galerkin 基于投影的降阶模型

基于投影的降阶模型

Ø Galerkin 基于投影的降阶模型（𝑊 = 𝑉）

𝑑𝑞 𝑡
𝑑𝑡 = 𝑉(𝑓 𝑉𝑞 𝑡 , 𝑡, 𝑥

𝑦 𝑡 ≈ 𝑔(𝑉𝒒(𝑡), 𝑡)



Ø 线性模型

𝑓 𝒖 𝑡 , 𝑡, 𝑥 = 𝐴𝒖 𝑡 + 𝐵𝑤 𝑡
𝑔 𝒖 𝑡 , 𝑡, 𝑥 = 𝐶𝒖 𝑡 + 𝐷𝑤 𝑡 𝑤 𝑡 ∈ 𝑅5
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例⼦

Ø Petrov-Galerkin 基于投影的降阶模型

𝑑𝒒(𝑡)
𝑑𝑡 = 𝑊(𝑉 *#𝑊( 𝐴𝑉𝒒 𝑡 + 𝐵𝑤 𝑡

𝑦 𝑡 ≈ 𝐶𝑉𝒒 𝑡 + 𝐷𝑤 𝑡

𝐴3 = 𝑊(𝑉 *#𝑊(𝐴𝑉 ∈ 𝑅%×%
𝐵3 = 𝑊(𝑉 *#𝑊(𝐵 ∈ 𝑅%×5
𝐶3 = 𝐶𝑉 ∈ 𝑅2×%
𝐷3 = 𝐷 ∈ 𝑅2×5



𝑑𝒒 𝑡
𝑑𝑡 = 𝑊(𝑉 *#𝑊(𝑓 𝑉𝒒 𝑡 , 𝑡, 𝑥

𝑦 𝑡 ≈ 𝑔(𝑉𝒒(𝑡), 𝑡)

⽅法⼀：
𝒖 0 = 𝒖" ∈ 𝑅!

𝒒 0 = 𝑊(𝑉 *#𝑊(𝒖" ∈ 𝑅%

误差：𝒖 0 − 𝑉𝒒 0 = (𝐼! − 𝑉 𝑊(𝑉 *#𝑊()𝒖"
⽅法⼆：

𝒖 𝑡 = 𝒖 0 + 𝑉𝒒 𝑡
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Ø Petrov-Galerkin 基于投影的降阶模型

初值条件
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理论分析

对于Petrov-Galerkin 基于投影的降阶模型

𝑑𝒒 𝑡
𝑑𝑡 = 𝑊(𝑉 *#𝑊(𝑓 𝑉𝒒 𝑡 , 𝑡, 𝑥

𝒒 0 = 𝑊(𝑉 *#𝑊(𝒖"
的解𝒖 𝑡 = 𝑉𝒒(𝑡)与⼦空间的基底选取无关。

考虑： c𝑊 = 𝑊𝑄# e𝑉 = 𝑉𝑄$

不变性
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理论分析

Ø 不变性

基于Petrov-Galerkin 投
影的降阶模型

𝒲 = Range(𝑊) 𝒱 = Range V

𝒲 和 𝒱 是R!的𝑘维⼦空间，属于Grassmann流形𝐺(𝑘,𝑁)

(𝒲，𝒱)
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理论分析

Ø 误差分析(基于Galerkin投影的降阶模型)

𝑊 = 𝑉, 𝛱.,. = 𝑉𝑉(

ℰ = 𝒖 𝑡 − 𝑉𝑞 𝑡
= 𝒖 𝑡 − 𝛱.,.𝒖 𝑡 + 𝛱.,.𝒖 𝑡 − 𝑉𝑞 𝑡
= (𝐼 − 𝛱.,.)𝒖 𝑡 + 𝑉(𝑉(𝒖 𝑡 − 𝑞(𝑡))

投影误差： ℰ.! 𝑡 = (𝐼 − 𝛱.,.)𝒖 𝑡
真实的解轨迹𝒖 𝑡 并不严格属于空间𝑉。

模型误差： ℰ.(𝑡) = 𝑉(𝑉(𝒖 𝑡 − 𝑞(𝑡))
⼀个“等价”，但不同的动⼒系统被求解了。
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理论分析

𝑢(𝑡)

Π.,.𝑢(𝑡)

𝒮# = range(𝑉)

𝑉𝑞(𝑡)
ℰ.! 𝑡

ℰ.(𝑡)
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理论分析

对于线性模型 67 8
68

= 𝐴𝑢 𝑡 ，我们考虑基于Galerkin投
影的降阶模型，假设𝑢 0 = 𝑉𝑞(0)	，那么

ℰ 𝑡 $ ≤ 𝐹 𝑇, 𝑉(𝐴𝑉 $ 𝑉(𝐴𝑉9 $ + 1 ℰ.! 𝑡 $

其中 𝑓 𝑡 $ = ∫"
( 𝑓 𝑡 $𝑑𝑡，𝐹 𝑇,𝑀 : 𝐿$ 0, 𝑇 , 𝑅! →

𝐿$ 0, 𝑇 , 𝑅! ，满⾜𝐹 𝑇,𝑀 𝑢 𝑡 = ∫"
( 𝑒: 8*; 𝑢 𝜏 𝑑𝜏， 

𝑉9是𝑉的正交补。

误差分析
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理论分析

对于稳定线性模型
𝑑𝑢 𝑡
𝑑𝑡 = 𝐴𝑢 𝑡 Re(𝜆 𝐴 ) ≤ 0

如果𝐴对称，那么基于Galerkin投影的降阶模型仍然稳

定；

如果𝐴不对称，那么基于Galerkin投影的降阶模型可能

不稳定。

稳定性分析


