
基于矩匹配的降阶模型
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Ø 线性模型

𝑑
𝑑𝑡
𝒖 𝑡 = 𝐴𝒖 𝑡 + 𝐵𝑤 𝑡
𝑦 𝑡 = 𝐶𝒖 𝑡 + D𝑤 𝑡

𝒖 −∞ = 𝟎

2

线性动⼒系统

Ø 显⽰解

𝒖 𝑡, 𝑤; −∞, 𝟎 = 1
!"

#
𝑒$(#!&)𝐵 𝑤 𝜏 𝑑𝜏

𝑦 𝑡 = 𝐶 1
!"

#
𝑒$ #!& 𝐵 𝑤 𝜏 𝑑𝜏 + 𝐷𝑤 𝑡 = 1

!"

#
ℎ 𝑡 − 𝜏 𝑤 𝜏 𝑑𝜏

ℎ 𝑡 = 6𝐶𝑒
$#𝐵 + 𝛿 𝑡 𝐷, 𝑡 ≥ 0

0 , 𝑡 < 0



Ø Laplace变化
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线性动⼒系统

𝐻 𝜉 = ℒℎ 𝜉 = 1
(

"
ℎ 𝑡 𝑒!)#𝑑𝜏

Ø 输⼊输出映射的计算

𝑦 𝑡 = 1
!"

#
ℎ 𝑡 − 𝜏 𝑤 𝜏 𝑑𝜏 = (ℎ ∗ 𝑤)(𝑡)

ℒℎ 𝜉 = ℎ( + ℎ*𝜉!* + ℎ+𝜉!+ + ℎ,𝜉!,⋯ℎ-𝜉!-⋯

ℒ𝑦 𝜉 = 1
(

"
1
!"

#
ℎ 𝑡 − 𝜏 𝑤 𝜏 𝑑𝜏𝑒!)#𝑑𝑡

= ℒℎ 𝜉 (ℒ𝑤)(𝜉)



Ø 传递函数(Transfer function)

𝐻 𝜉 = 1
(

"
𝑒!)#ℎ 𝑡 𝑑𝑡

𝐻 𝜉 = 𝜂( ∞ + 𝜂* ∞
1
𝜉
+ ⋯ 𝜂. ∞

1
𝜉.

+⋯
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线性动⼒系统

Ø 传递函数

𝐻 𝜉 = 𝐶 𝜉𝐼 − 𝐴 !*𝐵 + 𝐷

= 𝐶
1
𝜉
+
𝐴
𝜉+
+
𝐴+

𝜉,
⋯⋯ 𝐵 + 𝐷

𝜂( ∞ = 𝐷
𝜂. ∞ = 𝐶𝐴.!*𝐵



Ø 基于 Petrov-Galerkin 投影的降阶模型

𝑑𝑞(𝑡)
𝑑𝑡

= 𝑊/𝑉 !*𝑊/ 𝐴𝑉𝑞 𝑡 + 𝐵𝑤 𝑡

𝑦 𝑡 ≈ 𝐶𝑉𝑞 𝑡 + 𝐷𝑤 𝑡

𝐴0 𝐵0
𝐶0 𝐷0

= 𝑊/𝑉 !*𝑊/𝐴𝑉 𝑊/𝑉 !*𝑊/𝐵
𝐶𝑉 𝐷

Ø 线性模型

𝑑
𝑑𝑡
𝒖 𝑡 = 𝐴𝒖 𝑡 + 𝐵𝑤 𝑡

𝑦 𝑡 = 𝐶𝒖 𝑡 + 𝐷𝑤(𝑡)
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线性动⼒系统

𝐴 𝐵
𝐶 𝐷



Ø 矩匹配

根据

𝜂. ∞ = 𝜂0. ∞  𝑚 = 0,1,⋯ 𝑘
确定 𝑊和𝑉

构造降阶模型

𝐴0 𝐵0
𝐶0 𝐷0

= 𝑊/𝑉 !*𝑊/𝐴𝑉 𝑊/𝑉 !*𝑊/𝐵
𝐶𝑉 𝐷
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矩匹配⽅法



Ø ⾼维模型

𝐻 𝜉 = C 𝜉𝐼 − 𝐴 !*𝐵 + 𝐷

= 𝜂( ∞ + 𝜂* ∞
1
𝜉
+ ⋯𝜂. ∞

1
𝜉.

+⋯

𝜂( ∞ = 𝐷, 𝜂. ∞ = 𝐶𝐴.!*𝐵 ∀ 𝑚 ≥ 1
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矩匹配⽅法

Ø 降阶模型

𝜂0( ∞ = 𝐷

𝜂0. ∞ = 𝐶𝑉( 𝑊/𝑉 !*𝑊/𝐴𝑉).!* 𝑊/𝑉 !*𝑊/𝐵 ∀ 𝑚 ≥ 1
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基于Petrov-Galerkin投影的降阶模型的传递函数，以及
相应的矩
𝜂0( ∞ ，𝜂0. ∞ ∀ 𝑚 ≥ 1

仅依赖于⼦空间Range(𝑊)和Range 𝑉 ，并不依赖于左
右降阶基𝑊或𝑉的选取。

矩匹配不变性

矩匹配⽅法



Ø 矩匹配⽬标

𝜂. ∞ = 𝜂0. ∞
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矩匹配⽅法

为了简化起见，本讲剩余部分将重点放在单输⼊-单
输出的情况上，即

𝐵 = 𝑏 ∈ 𝑅1，𝐶/ = 𝑐/ ∈ 𝑅1
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选取右降阶基𝑉 ∈ 𝑅1×-使得其值域满⾜
Range 𝑉 = 𝒦3(𝐴, 𝑏) = span 𝑏, 𝐴𝑏, 𝐴+𝑏,⋯⋯𝐴-!*𝑏

选取左降阶基𝑊 ∈ 𝑅1×-  满⾜
𝑊/𝑉 = 𝐼

那么，利⽤ 𝑊和 𝑉通过Petrov-Galerkin投影⽅法从⾼维
模型(𝐴, 𝐵, 𝐶, 𝐷)得到的降阶模型, 将满⾜以下性质：

𝜂0. ∞ = 𝜂. ∞ ∀ 0 ≤ 𝑚 ≤ 𝑘 − 1

矩匹配定理

矩匹配



-输⼊：𝐴 ∈ 𝑅1×1，𝑏 ∈ 𝑅1
-输出：𝒦-(𝐴, 𝑏)的正交基𝑉- ∈ 𝑅1×-
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Arnoldi⽅法

Ø Arnoldi⽅法

Ø 基本想法
𝑉. ⟺ span 𝑏, 𝐴𝑏, 𝐴+𝑏,⋯⋯𝐴.!*𝑏
𝑣.4* = 𝐴𝑣. − 𝑉.(𝑉./𝐴𝑣.)



-输⼊：𝐴 ∈ 𝑅1×1，𝑏 ∈ 𝑅1
-输出：𝒦-(𝐴, 𝑏)的正交基𝑉- ∈ 𝑅1×-

𝑣* =
𝑏
𝑏

𝑉* = 𝑣*
𝛼* = 𝑣*/𝐴𝑣*
𝑓* = 𝐴𝑣* − 𝑉* (𝑉*/𝐴𝑣*)
For 𝑗 = 1: 𝑘 − 1 do

𝑣54* =
𝑓5
𝑓5

𝑉54* = 𝑉5，𝑣54*
𝑓54* = 𝐴𝑣54* − 𝑉54*(𝑉54*/ 𝐴𝑣54*)
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Arnoldi⽅法

Ø Arnoldi⽅法
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Arnoldi⽅法

Ø Hessenburg 矩阵

𝑉-/𝑉- = 𝐼
𝐻- = 𝑉-/𝐴𝑉- 是上Hessenburg矩阵，𝑉-/𝑏 = 𝑏 𝑒*

𝐴𝑉5 = 𝑉5𝐻5 + 𝑓5𝑒5/

𝑉5/𝑉5 = 𝐼 𝑉5/𝑓5 = 0 𝑣54* =
6!
6!

𝛼* ∗ ∗
𝛽* 𝛼+ ∗

𝛽+ ∗
⋯ ∗

⋮ ⋱ ⋮
⋯

𝛼-!* ∗
𝛽-!* 𝛼-



𝑣* =
𝑏
𝑏

𝑉* = 𝑣*
𝛼* = 𝑣*/𝐴𝑣* 𝐻* = 𝛼*
𝑓* = 𝐴𝑣* − 𝛼*𝑣*
For 𝑗 = 1:𝑚 − 1 do

𝛽5 = 𝑓5 𝑣54* =
𝑓5
𝛽5

𝑉54* = 𝑉5，𝑣54*

ℎ = 𝑉54*/ (𝐴𝑣54*)
𝑓54* = 𝐴𝑣54* − 𝑉54*ℎ

𝐻54* =
𝐻5
𝛽5𝑒5/

ℎ
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Arnoldi⽅法

Ø Arnoldi⽅法
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定义 𝑅5 = 𝑏 𝐴𝑏 𝐴+𝑏 ⋯⋯ 𝐴-!*𝑏
𝑂5/ = [𝑐/ 	 𝐴/𝑐/ 𝐴/"𝑐/⋯⋯ 𝐴/#$%𝑐/]

假设𝐻5 = 𝑂5𝑅5(1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑘)均⾮奇异。那么可以选取右降
阶基𝑉 ∈ 𝑅1×-使其满⾜

Range 𝑉 = 𝒦-(𝐴, 𝑏)
选取左降阶基𝑊 ∈ 𝑅1×-使其满⾜

Range 𝑊 = 𝒦- 𝐴/ , 𝑐/ 𝑊/𝑉 = 𝐼
利⽤ 𝑊和 𝑉通过Petrov-Galerkin投影⽅法从⾼维模型
(𝐴, 𝐵, 𝐶, 𝐷)得到的降阶模型, 将满⾜以下性质：

𝜂0. ∞ = 𝜂. ∞ ∀ 0 ≤ 𝑚 ≤ 2𝑘 − 1

矩匹配定理

矩匹配



-输⼊：𝐴 ∈ 𝑅1×1，𝑏 ∈ 𝑅1
-输出：𝒦-(𝐴, 𝑏) 的基V- ∈ 𝑅1×- , 𝒦3 𝐴/ , 𝑐/ 的基

𝑊- ∈ 𝑅1×-，满⾜𝑊-
/𝑉- = 𝐼。
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双侧Lanczos⽅法

Ø 双侧Lanczos⽅法

Ø 基本想法
𝑉. ⟺ span 𝑏, 𝐴𝑏, 𝐴+𝑏,⋯⋯ , 𝐴.!*𝑏
𝑊. ⟺ span 𝑐/ , 𝐴/𝑐/ , 𝐴/"𝑐/ , ⋯⋯ , 𝐴/&$%𝑐/
𝑣.4* = 𝐴𝑣. − 𝛼.𝑣. − 𝛾.𝑣.!*
𝑤.4* = 𝐴/𝑤. − 𝛼.𝑤. − 𝛽.𝑤.!*

𝑣.4* ⊥ 𝑤.，𝑤.4* ⊥ 𝑣. → 𝛼. = 𝑤./𝐴𝑣.
𝑣.4* ⊥ 𝑤.!* → 𝛾. = 𝑤.!*/ 𝐴𝑣.
𝑤.4* ⊥ 𝑣.!* → 𝛽. = 𝑤./𝐴𝑣.!*



-输⼊：𝐴 ∈ 𝑅1×1，𝑏 ∈ 𝑅1
-输出：𝒦-(𝐴, 𝑏) 的基V- ∈ 𝑅1×- , 𝒦- 𝐴/ , 𝑐/ 的基

𝑊- ∈ 𝑅1×-，满⾜𝑊-
/𝑉- = 𝐼。
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双侧Lanczos⽅法

Ø 双侧Lanczos⽅法

𝛽* = |𝑏/𝑐/|，𝛾* = sign 𝑏/𝑐/ 𝛽*，𝑣* =
𝑏
𝛽*
， 𝑤* =

𝑐/

𝛾*
For j = 1: 𝑘 − 1 do

𝛼5 = 𝑤5/𝐴𝑣5
𝑓54* = 𝐴𝑣5 − 𝛼5𝑣5 − 𝛾5𝑣5!*
𝑔54* = 𝐴/𝑤5 − 𝛼5𝑤5 − 𝛽5𝑤5!*

𝛽54* = |𝑓54*
/𝑔54*|，𝛾54* = sign 𝑓54*

/𝑔54* 𝛽54*

𝑣54* =
𝑓54*
𝛽54*

，𝑤54* =
𝑔54*
𝛾54*
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双侧Lanczos⽅法

Ø 三对⾓矩阵

𝑊-
/𝑉- = 𝐼

𝐻- = 𝑊-
/𝐴𝑉- 是三对⾓矩阵，𝑊-

/𝑏 = 𝛽*𝑒*，𝑐𝑉- = 𝛾*𝑒*/

𝛼* 𝛾+
𝛽+ 𝛼+ 𝛾,

𝛽, 𝛼,
⋯

⋮ ⋱ ⋮
⋯

𝛼-!* 𝛾-
𝛽- 𝛼-



Ø 传递函数(Transfer function)

𝐻 𝜉 = 1
(

"
𝑒!)#ℎ 𝑡 𝑑𝑡 = 𝐷 + 𝐶 𝜉𝐼 − 𝐴 !*𝐵

在其它位点进⾏矩匹配

𝐻 𝜉 = 𝐻 𝜉( + (−1)
𝑑
𝑑𝜉
𝐻 𝜉(

𝜉 − 𝜉(
1!

+ ⋯

+ −1 . 𝑑.

𝑑𝜉.
𝐻 𝜉(

(𝜉 − 𝜉().

𝑚!
+ ⋯

= 𝜂( 𝜉( + 𝜂* 𝜉(
𝜉( − 𝜉
1!

+ ⋯𝜂. 𝜉(
(𝜉(−𝜉).

𝑚!
+ ⋯

其中：

𝜂. 𝜉( = 1
(

"
𝑡.𝑒)'#ℎ 𝑡 𝑑𝑡 = −1 . 𝑑.

𝑑𝜉.
𝐻 𝜉(
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线性动⼒系统



Ø 线性模型

𝑑
𝑑𝑡
𝒖 𝑡 = 𝐴𝒖 𝑡 + 𝐵𝑤 𝑡
𝑦 𝑡 = 𝐶𝒖 𝑡 + D𝑤 𝑡

𝒖 −∞ = 𝟎
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线性动⼒系统

Ø 传递函数

𝐻 𝜉 = 𝐶 𝜉𝐼 − 𝐴 !*𝐵 + 𝐷

𝜂( 𝜉 = 𝐶 𝜉(𝐼 − 𝐴 !*𝐵 + 𝐷
𝜂. 𝜉 = 𝑚! 𝐶 𝜉(𝐼 − 𝐴 !.!*𝐵



Ø 基于 Petrov-Galerkin 投影的降阶模型的传递矩阵

𝐻0 𝜉

= 𝜂0( 𝜉( + 𝜂0* 𝜉(
𝜉( − 𝜉
1!

+ ⋯𝜂0. 𝜉(
(𝜉(−𝜉).

𝑚!
+ ⋯

Ø 线性模型的传递函数

𝐻 𝜉

= 𝜂 𝜉( + 𝜂* 𝜉(
𝜉( − 𝜉
1!

+ ⋯
𝑑.

𝑑𝜉.
𝜂. 𝜉(

(𝜉(−𝜉).

𝑚!
+ ⋯
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矩匹配⽅法（Moment matching）
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选取𝜉( ∈ ℂ和右降阶基𝑉 ∈ 𝑅1×-使得其值域满⾜
Range 𝑉
= 𝒦-( 𝜉(𝐼 − 𝐴 !*, (𝜉(𝐼 − 𝐴)!*𝑏)
= span (𝜉(𝐼 − 𝐴)!*𝑏, (𝜉(𝐼 − 𝐴)!+𝑏,⋯⋯ (𝜉(𝐼 − 𝐴)!-𝑏

选取左降阶基𝑊 ∈ 𝑅1×-  满⾜
𝑊/𝑉 = 𝐼

那么，利⽤ 𝑊和 𝑉通过Petrov-Galerkin投影⽅法从⾼维
模型(𝐴, 𝐵, 𝐶, 𝐷)得到的降阶模型, 将满⾜以下性质：

𝜂0. 𝜉( = 𝜂. 𝜉( ∀ 0 ≤ 𝑚 ≤ 𝑘 − 1

矩匹配定理

矩匹配⽅法
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选取𝜉7 ∈ ℂ (1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑙)和右降阶基𝑉 ∈ 𝑅1×-使得其值域满
⾜

Range 𝑉 =s
89*

:

𝒦-( 𝜉8𝐼 − 𝐴 !*, (𝜉8𝐼 − 𝐴)!*𝑏)

选取左降阶基𝑊 ∈ 𝑅1×3 满⾜
𝑊/𝑉 = 𝐼

那么，利⽤ 𝑊和 𝑉通过Petrov-Galerkin投影⽅法从⾼维
模型(𝐴, 𝐵, 𝐶, 𝐷)得到的降阶模型, 将满⾜以下性质：

𝜂0. 𝜉8 = 𝜂. 𝜉8 ∀ 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑙, 0 ≤ 𝑚 ≤ 𝑘 − 1

多点矩匹配定理

矩匹配⽅法
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选取𝜉7 ∈ ℂ (1 ≤ 𝑖 ≤ 2𝑙)和左右降阶基𝑉,𝑊 ∈ 𝑅1×3使得其
值域满⾜

Range 𝑉 =s
89*

:

𝒦-( 𝜉8𝐼 − 𝐴 !*, (𝜉8𝐼 − 𝐴)!*𝑏)

Range 𝑊 = s
89:4*

+:

𝒦-( 𝜉8𝐼 − 𝐴 !/ , 𝜉8𝐼 − 𝐴 !/𝑐/)

并且𝑊/𝑉⾮奇异。

那么，利⽤ 𝑊和 𝑉通过Petrov-Galerkin投影⽅法从⾼维
模型(𝐴, 𝐵, 𝐶, 𝐷)得到的降阶模型, 将满⾜以下性质：

𝜂0. 𝜉8 = 𝜂. 𝜉8 ∀1 ≤ 𝑖 ≤ 2𝑙, 0 ≤ 𝑚 ≤ 2𝑘 − 1

多点矩匹配定理

矩匹配⽅法
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应⽤

Ø 固体⼒学、声学问题


