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本堂课⼤纲

Ø 谱分解

Ø Koopman算⼦理论
-- Koopman算⼦的谱分解
- Koopman模态算⼦的谱分解

Ø Koopman算⼦近似算法
- 动⼒学模态分解
- 扩展动⼒学模态分解



Ø 线性常微分⽅程

𝑑
𝑑𝑡
𝒖 𝑡 = 𝐴𝒖 𝑡
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谱分解

Ø 基底选择

𝐴𝑣! = 𝜆!𝑣! , 𝑘 = 1,2⋯⋯ ,𝑁

Ø 快速求解

𝒖 𝑡 = .
!

𝑎! 𝑡 𝑣!

𝑑
𝑑𝑡
𝑎! 𝑡 = 𝜆!𝑎! 𝑡 𝑎! 𝑡 = 𝑎!(0)𝑒"!#



Ø 线性常微分⽅程(离散时间)

𝒖(𝑚 + 1) = 𝐴𝒖(𝑚)

4

谱分解

Ø 基底选择

𝐴𝑣! = 𝜆!𝑣! , 𝑘 = 1,2⋯⋯ ,𝑁

Ø 快速求解

𝒖(𝑚) =.
!

𝑎!(𝑚)𝑣!

𝑎!(𝑚 + 1) = 𝜆!𝑎! 𝑚 𝑎! 𝑚 = 𝑎!(0)𝜆!$
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Ø 连续时间⾮线性模型

%
%#
𝒖 = 𝑓 𝒖 𝒖 ∈ ℳ ∈ 𝑅& ℳ是𝑁维空间中流形

半群：

𝐹#: 𝒖(𝑡') → 𝒖(𝑡' + 𝑡) = 𝒖 𝑡' + =
#"

#"(#
𝑓 𝒖 𝜏 𝑑𝜏

𝐹#() = 𝐹# ∘ 𝐹*
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Koopman 算⼦



Ø Koopman算⼦(连续时间系统)
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Koopman 算⼦

考虑由观测函数 𝑔构成的空间𝔊，Koopman算⼦
𝒦#: 𝔊 → 𝔊，满⾜

𝒦#𝑔 = 𝑔 ∘ 𝐹#

𝒖' 𝒖#

𝑦' 𝑦#

𝑑
𝑑𝑡
𝒖 = 𝑓 𝒖

𝑔
𝐹#

𝒦#

𝒦#𝑔 = 𝑔 ∘ 𝐹# 𝑔



Ø Koopman算⼦(连续时间系统)
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Koopman 算⼦

线性算⼦
𝒦# 𝑔 + 𝑔+ = 𝑔 + 𝑔+ ∘ 𝐹#

= 𝑔 ∘ 𝐹# + 𝑔+ ∘ 𝐹# = 𝒦#𝑔 + 𝒦#𝑔+

半群
𝒦#(*𝑔 = 𝑔 ∘ 𝐹#(* = 𝑔 ∘ 𝐹# ∘ 𝐹*

= (𝑔 ∘ 𝐹#) ∘ 𝐹* = 𝒦#(𝑔 ∘ 𝐹*) = 𝒦#𝒦*𝑔



Ø 离散时间⾮线性模型

𝒖(𝑚 + 1) = 𝐹 𝒖(𝑚)	 ∈ ℳ ∈ 𝑅& ℳ是𝑁维空间中流形

𝒖(𝑚) = 𝐹$(𝒖(0))
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Koopman 算⼦

Ø Koopman算⼦(离散时间系统)

考虑由观测函数 𝑔构成的空间𝔊，Koopman算⼦𝒦 ∶
𝔊 → 𝔊，满⾜

𝒦𝑔 = 𝑔 ∘ 𝐹
𝒦$𝑔 = 𝑔 ∘ 𝐹$



Koopman算⼦是(无限维)线性算⼦

连续时间系统：𝒦#𝑔 = 𝑔 ∘ 𝐹#
离散时间系统：𝒦𝑔 = 𝑔 ∘ 𝐹
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Koopman 算⼦



Ø Koopman特征函数(连续时间系统)
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Koopman 算⼦的谱分解

无穷⼩⽣成元满⾜：

𝒦𝜑 =
𝑑𝒦#𝜑
𝑑𝑡

G
#,'

= lim
#→'

𝒦#𝜑 − 𝜑
𝑡

= 𝜆𝜑

对于观测函数𝜑
𝒦#𝜑 = 𝜑 ∘ 𝐹# = 𝑒"#𝜑

对于特征函数对(𝜆.，𝜑.)和(𝜆/，𝜑/)
𝒦 𝜑.𝜑/ 𝑢 = (𝜆. + 𝜆/)𝜑. 𝑢 𝜑/ 𝑢

⟹特征函数对(𝜆. + 𝜆/，𝜑.𝜑/)



Ø Koopman特征函数(连续时间系统)
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Koopman 算⼦的谱分解

例⼦：考虑⾮线性模型
𝑑𝑢
𝑑𝑡

= −𝑢 − 𝑢0, 𝑢 ∈ 𝑅
特征函数满⾜

𝒦𝜑(𝑢) =
𝑑𝒦#𝜑
𝑑𝑡

G
#,'

(𝑢) = ∇𝜑 ⋅ (−𝑢 − 𝑢0) = 𝜆𝜑

特征函数：

𝜑 𝑢 =
𝑢

1 + 𝑢/
𝜆 = −1

𝜑! 𝑢 =
𝑢

1 + 𝑢/
!
𝜆! = −𝑘



Ø Koopman特征函数(离散时间系统)
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Koopman 算⼦的谱分解

对于观测函数𝜑
𝒦𝜑 = 𝜑 ∘ 𝐹 = 𝜆𝜑

对于特征函数对 𝜆.，𝜑. 和 𝜆/，𝜑/

𝒦 𝜑.𝜑/ 𝑢 = 𝜑. 𝐹𝑢 𝜑/ 𝐹𝑢
= 𝜆.𝜆/𝜑. 𝑢 𝜑/ 𝑢

⟹特征函数对(𝜆.𝜆/，𝜑.𝜑/)



Ø Koopman特征函数(离散时间系统)
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Koopman 算⼦的谱分解

例⼦：考虑线性模型

𝐹(𝑢) = 𝐹𝑢, 𝑢 ∈ 𝑅&

𝐹的左特征值和特征向量满⾜
𝑤12𝐹 = 𝜆1𝑤12

Koopman算⼦的特征值和特征函数包含

𝜆1 , 𝜑1 𝑢 = 𝑤12𝑢

𝒦𝜑1 𝑢 = 𝜑1 𝐹𝑢 = 𝑤12𝐹𝑢 = 𝜆1𝜑1 𝑢



Ø Koopman模态展开
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Koopman 模态（Modes)

给定Koopman算⼦的特征函数 𝜑1 1,.
3

，对于观测

函数

𝑔 =.
1,.

3

𝑣1(𝑔) 𝜑1

这些系数𝑣1 	称为与可观测函数 𝑔 相关的 Koopman 
模态。

连续时间系统： 𝒦#𝑔 = ∑1,.3 𝑒"##𝜑1 𝑣1(𝑔)

离散时间系统： 𝒦$𝑔 = ∑1,.3 𝜆1
$𝜑1 𝑣1(𝑔)



Ø Koopman模态展开
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Koopman 模态（Modes)

考虑恒等观测量(𝑖𝑑 𝒖 = 𝒖)

𝑖𝑑 = .
1,.

3

𝑣1(𝑖𝑑) 𝜑1

连续时间系统：

𝒖 𝑡 = 𝒦#𝑖𝑑(𝒖(0)) = .
1,.

3

𝑒"## 𝜑1(𝒖 0 )𝑣1(𝑖𝑑)

离散时间系统：

𝒖(𝑚) = 𝒦$𝑖𝑑(𝒖 0 ) = .
1,.

3

𝜆1
$𝜑1(𝒖 0 )𝑣1(𝑖𝑑)



Ø 例⼦
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Koopman 模态（Modes)

考虑⾮线性系统
𝑢̇. = 𝜇𝑢.
𝑢̇/ = 𝜆(𝑢/ − 𝑢./)

Koopman 算⼦

𝒦 = 𝜇𝑢.
𝜕
𝜕𝑢.

+ 𝜆(𝑢/ − 𝑢./)
𝜕
𝜕𝑢/

Koopman 算⼦的特征值和特征函数包含
𝜆. = 𝜇, 𝜑.(𝑢) = 𝑢.
𝜆/ = 𝜆, 𝜑/(𝑢) = 𝑢/ +

"
/45"

𝑢./

𝜆0 = 2𝜇, 𝜑0(𝑢) = 𝑢./
我们有恒等算⼦

𝑖𝑑(𝑢) = 𝜑.
1
0 + 𝜑/

0
1 + 𝜑0

0

−
𝜆

2𝜇 − 𝜆



Ø 例⼦
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Koopman 模态（Modes)

考虑线性模型𝒖!(. = 𝐹𝒖! ∈ 𝑅&

𝐹的左右特征值和特征向量满⾜（假设𝑤62𝑣1 = 𝛿61）
𝑤12𝐹 = 𝜆1𝑤12 𝐹𝑣1 = 𝜆1𝑣1

Koopman算⼦的特征值和特征函数包含 {𝜆1 , 𝜑1 𝑢 =
𝑤12𝑢}， 𝑣1 为恒等观测函数 𝑖𝑑 相关的 Koopman 模式

𝑖𝑑(𝒖(0)) = .
1,.

&

𝑣1𝜑1 𝒖(0)

我们有

𝒖(𝑚) = 𝒦$𝑖𝑑(𝒖(0)) = .
1,.

3

𝜆1$𝑣1𝑤12𝒖(0)



Koopman算⼦是(无限维)线性算⼦

连续时间系统：𝒦#𝑔 = 𝑔 ∘ 𝐹#
离散时间系统：𝒦𝑔 = 𝑔 ∘ 𝐹

近似Koopman算⼦的谱和模态，能得到观
测的演化

连续时间系统： 𝒖(𝑡) = ∑1,.3 𝑒"##𝜑1(𝒖(0)) 𝑣1(𝑖𝑑)
离散时间系统： 𝒖(𝑚) = ∑1,.3 𝜆1

$𝜑1 (𝒖(0))𝑣1(𝑖𝑑)
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Koopman 算⼦
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Ø 有限维近似
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Koopman 算⼦的近似

考虑观测函数 𝑔构成的空间𝔊的𝑁维⼦空间

𝔊& ⊂ 𝔊
以及相应的投影映射𝛱:𝔊 → 𝔊&

对于Koopman算⼦𝒦，我们可以限制在𝔊&上，定义

𝒦& = 𝛱𝒦 G
𝔊$

: 𝔊& → 𝔊&

⽤𝒦&来近似𝒦。



Ø 投影映射𝛱:𝔊 → 𝔊&

𝔊&的基底：𝛹 = [𝜓. 𝜓/⋯ 𝜓&]
系数函数：𝛤：𝔊 → 𝐶&
𝛱 = 𝛹𝛤: 𝑔 → 𝛹𝑐 (𝑐 = Γ𝑔 ∈ 𝐶&)
𝛤𝛹 = 𝐼

22

动⼒学模态分解

Ø Koopman算⼦

𝒦&𝑔 = 𝛱𝒦𝛱𝑔 = 𝛹𝛤𝒦𝛹𝛤𝑔 = 𝛹𝐾𝛤𝑔
其中

𝐾: 𝐶& → 𝐶&， 𝐾𝑎 = 𝛤𝒦𝛹𝑎
是𝒦&的矩阵表⽰形式。它被称为系统的 Koopman 矩
阵，并对应于 Koopman 运算符在坐标系 𝛹下对观测
函数 𝑔的作⽤。



Ø 数据收集

𝑋 = 𝒖(𝑡') 𝒖(𝑡.) ⋯⋯ 𝒖(𝑡85.)
𝑌 = 𝒖(𝑡.) 𝒖(𝑡/) ⋯⋯ 𝒖(𝑡8)
𝑡$ = 𝑘𝛥𝑡
𝒖(𝑚) = 𝒖(𝑚𝛥𝑡)
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动⼒学模态分解

Ø Koopman算⼦
𝒦𝑔(𝒖(𝑚)) = 𝑔(𝒖(𝑚 + 1))

Ø 动⼒学模态分解(Dynamic model decomposition)
- 𝔊&是𝒖在⽹格点的值，在𝑥6上的取值： 𝜓6 𝒖
- 找到最合适的𝐾使得 𝑌 ≈ 𝐾𝑋



Ø 动⼒学模态分解

⽬标：找到最合适的𝐾使得 𝑌 ≈ 𝐾𝑋

奇异值分解： 𝑋 = 𝑈𝛴𝑉2 𝛴 ∈ 𝑅8×8
Koopman矩阵：𝐾 = 𝑌𝑉𝛴5.𝑈2

特征值、特征向量计算：
计算 m𝐾 ≔ 𝑈2𝑌𝑉𝛴5.
m𝐾的特征值{oλ1}和左右特征向量{q𝑤1}{ r𝑣1}，对
应Koopman矩阵的特征值和左右特征向量

𝜆1 = oλ1
𝑤1 = 𝑈q𝑤1
𝑣1 = 𝑌𝑉Σ5. r𝑣1

复杂度：𝒪(𝑁𝑛/)
24

动⼒学模态分解



Ø 流体分析
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动⼒学模态分解



Ø 流体分析
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动⼒学模态分解



Ø 流体分析
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动⼒学模态分解



Ø 动⼒学模态分解

基于数据的模型：𝒖 𝑡$(. = 𝐾𝒖(𝑡$)

快速求解：

𝒖(𝑡$) = .
1,.

𝜆1
$𝑣1𝑤12𝒖(𝑡') 

相⽐本征正交分解求得的基底，动⼒学模态
分解求得的基底包含时序或是动⼒学信息。
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动⼒学模态分解



Ø 升维
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扩展动⼒学模态分解

⽤更多特征来近似Koopman算⼦

在ℳ上的函数空间中选择有限个的函数作为基函数：
Ψ = 𝜓. ; 𝜓/; ⋯⋯ ;𝜓:

Koopman 算⼦近似：
𝒦;𝑔 = 𝛱𝒦𝛱𝑔 = 𝛹𝛤𝒦𝛹𝛤𝑔 = 𝛹𝐾𝛤𝑔

其中
𝐾: 𝐶: → 𝐶:， 𝐾𝑎 = 𝛤𝒦𝛹𝑎

𝒦𝜓6 𝒖 =.
6,.

:

𝐾6,1𝜓1 𝒖 𝐾 ∈ 𝑅:×:



Ø 基函数选取

30

扩展动⼒学模态分解

傅⾥叶函数： 𝜓 𝒖 = 𝒖, sin 2𝜋𝑘𝑥

多项式函数：𝜓 𝒖 = 𝒖, 𝑎𝑥/ + 𝑏𝑥 + 𝑐

⾼维函数：𝜓 𝒖 = Π6 𝑓6 𝒖6

基底函数：
𝛹 = 𝜓. 𝜓/ ⋯⋯ 𝜓;



Ø 扩展动⼒学模态分解

𝐾的特征值{λ1}和左特征向量{𝑤1}，对应Koopman算⼦的
特征值{λ1}和特征向量 𝑤12𝛹

𝒦 𝑤12𝛹 ≈ 𝑤12𝐾𝛹 = 𝜆1𝑤12𝛹

31

扩展动⼒学模态分解

Ø 谱分解

𝑋 = [𝛹 𝒖' 𝛹 𝒖. ⋯⋯ 𝛹(𝒖85.)] ∈ 𝑅:×8
𝑌 = [𝛹 𝒖. 𝛹 𝒖/ ⋯⋯ 𝛹(𝒖8)] ∈ 𝑅:×8
𝑌 ≈ 𝐾𝑋

id 𝒖 =.
1,.

:

𝑤12𝛹(𝒖)𝑣1 𝐹 $ 𝒖 =.
1,.

:

𝜆1
$𝑤12𝛹(𝒖)𝑣1

Ø Koopman模态



Ø 计算特征值、特征向量

Koopman矩阵：𝐾 = 𝑌 𝑋2𝑋 5.𝑋2
计算特征值和左特征向量

𝑤12𝐾 = 𝜆1𝑤12

32

扩展动⼒学模态分解

Ø 计算Koopman模态

𝑖𝑑 𝒖 =.
1,.

:

𝑤12𝛹(𝒖)𝑣1

𝒖' 𝒖., ⋯ 𝒖85.

= 𝑣., 𝑣/, ⋯ , 𝑣:

𝑤.2

𝑤/2
⋮
𝑤:2

[𝛹 𝒖' 𝛹 𝒖. ⋯𝛹(𝒖85.)]



Ø 无强迫Duffing振荡器

33

扩展动⼒学模态分解

𝑢̈ = −𝛿𝑢̇ − 𝑢 𝛽 + 𝛼𝑢/ (𝛿 = 0.5, 𝛼 = 1, 𝛽 = −1)

𝑢

𝑢

薄板样条: 𝜓6 = 𝑟6/ log 𝑟6/ ，𝑟6/ = 𝑢 − 𝑥6 / + 𝑢̇ − 𝑦6 /



Ø 核函数

𝛹 = 𝜓. 𝜓/ ⋯⋯ 𝜓: 	 𝛹 𝑥 2𝛹 𝑦 = 𝜅(𝑥, 𝑦)

𝑋 = [𝛹 𝒖' 𝛹 𝒖. ⋯⋯ 𝛹(𝒖85.)] ∈ 𝑅:×8
𝑌 = [𝛹 𝒖. 𝛹 𝒖/ ⋯⋯ 𝛹(𝒖8)] ∈ 𝑅:×8 𝑌 ≈ 𝐾𝑋

𝑋2𝑌 =

𝜅(𝒖', 𝒖.) 𝜅(𝒖', 𝒖/)
𝜅(𝒖., 𝒖.) 𝜅(𝒖., 𝒖/)

⋯ 𝜅(𝒖', 𝒖8)
⋯ 𝜅(𝒖., 𝒖8)

⋮ ⋮
𝜅(𝒖85., 𝒖.) 𝜅(𝒖85., 𝒖/)

⋱ ⋮
⋯ 𝜅(𝒖85., 𝒖8)

𝑋2𝑋 =

𝜅(𝒖', 𝒖') 𝜅(𝒖', 𝒖.)
𝜅(𝒖., 𝒖') 𝜅(𝒖., 𝒖.)

⋯ 𝜅(𝒖', 𝒖85.)
⋯ 𝜅(𝒖., 𝒖85.)

⋮ ⋮
𝜅(𝒖85., 𝒖') 𝜅(𝒖85., 𝒖.)

⋱ ⋮
⋯ 𝜅(𝒖85., 𝒖85.) 34

扩展动⼒学模态分解



Ø 计算特征值、特征向量

Koopman矩阵：𝑋2𝑋 = 𝑉𝛴/𝑉2 𝑋 = 𝑈𝛴𝑉2
𝐾 = 𝑌𝑉𝛴5.𝑈2

m𝐾 = 𝑈2𝐾𝑈 = 𝛴5.𝑉2𝑋2𝑌𝑉𝛴5.

m𝐾的特征值和左特征向量满⾜
q𝑤12 m𝐾 = �𝜆1 q𝑤12

那么𝐾的特征值和左特征向量满⾜
𝑤12𝐾 = 𝜆1𝑤12

其中𝜆1 = �𝜆1 𝑤12 = q𝑤12𝑈2
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Ø 计算Koopman模态

𝑖𝑑 𝒖 =.
1,.

:

𝑤12𝛹(𝒖)𝑣1

𝒖' 𝒖., ⋯ 𝒖$5. = 𝑣., 𝑣/, ⋯ , 𝑣:

𝑤.2

𝑤/2
⋮
𝑤:2

𝑋

= 𝑣., 𝑣/, ⋯ , 𝑣:

q𝑤.2

q𝑤/2
⋮
q𝑤:2

𝛴𝑉2
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