
贝叶斯优化

1

黄政宇
北京⼤学北京国际数学研究中⼼
北京⼤学国际机器学习研究中⼼



Ø ⽬标函数

max 𝑓 𝑥
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贝叶斯优化

模型输⼊(设
计、运⾏
条件等)

输出(受到的
⼒、结构的响
应等和相应的
不确定性)
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贝叶斯优化

Ø 对不同⼯况反复求解优化设计

4天 1000CPUs



Ø 挑战

每次计算𝑓 𝑥 计算量很⼤，函数𝑓 𝑥 的评估被认为
是“昂贵的”，这意味着可以执⾏的评估次数是有
限的，通常只限于⼏百次。

𝑓 𝑥 像由⿊盒，函数𝑓缺乏诸如凹性或线性等已知
的特殊结构， 也难以得到⼀阶或⼆阶导数的信息，
这些结构会使得利⽤相关技术来优化函数变得容易
并提⾼效率。我们总结这⼀点，说𝑓是⼀个“⿊箱”。

关注点在于寻找全局最优解，⽽⾮局部最优解
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贝叶斯优化



Ø 贝叶斯优化

5

贝叶斯优化



Ø 贝叶斯优化

给定先验分布 𝑓 𝑥 ∼ 𝐺𝑃 0, 𝜅 𝑥, 𝑥!

给定事先选定的𝑛"点 𝑋 = 𝑥#, 𝑥$, ⋯ , 𝑥%! ，以及相
应的值𝑦 = {𝑓 𝑥# , 𝑓 𝑥$ , ⋯ , 𝑓(𝑥%!)}

依次添加新的点，根据

计算后验分布 𝑓|𝑋, 𝑦
根据后验分布，以及给定的采样函数(acquisition 
function），选取新的点𝑥%&#，计算𝑓(𝑥%&#)
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贝叶斯优化



采样函数

Ø 概率改进(Probability of improvement)采样函数
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定义𝑓%∗ = max
()%

𝑓(𝑥()

当我们选了新点𝑥，我们得到的值为𝑓 𝑥

定义效⽤函数 𝑢 𝑓 = 71 𝑓 ≥ 𝑓%∗
0 𝑓 < 𝑓%∗

我们希望选取新的点𝑥%&#最⼤化

𝑎*+ 𝑥 = 𝑃 𝑓 𝑥 ≥ 𝑓%∗ = 𝔼,∼.(,|1,1",, 1" ) 𝑢 𝑓

= =
,#∗

&4
𝒩(𝑓; 𝜇% 𝑥 , 𝜎% 𝑥 $) 𝑑𝑓

最后返回𝑓5∗ = max
6)5

𝑓(𝑥6)



采样函数

Ø 期望改进 (expected improvement)采样函数
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定义𝑓%∗ = max
()%

𝑓(𝑥()

当我们选了新点𝑥，我们得到的极⼤值为𝑓 𝑥 (𝑓 𝑥 ≥ 𝑓%∗)
或𝑓%∗(𝑓%∗ ≥ 𝑓 𝑥 )

最⼤值增量为 𝑓 𝑥 − 𝑓%∗ & ≔ max{0, 𝑓 𝑥 − 𝑓%∗}

对于后验分布𝑓 𝑥 ∼ 𝒩(𝜇% 𝑥 , 𝜎%$(𝑥)), 最⼤化
𝑎7+ 𝑥 = 𝔼 𝑓 𝑥 − 𝑓%∗ &

= Δ% 𝑥 Φ
Δ% 𝑥
𝜎% 𝑥

+ 𝜎%𝜑
Δ% 𝑥
𝜎% 𝑥

其中Δ% 𝑥 = 𝜇% 𝑥 − 𝑓%∗。



采样函数

Ø 期望改进 (expected improvement)采样函数
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⾼期望 Δ! 𝑥
⾼不确定性𝜎! 𝑥

探索与利⽤的权衡 (exploration vs. 
exploitation tradeoff)



采样函数

Ø 信息增益(information gain)和实验设计(experimental design)
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信息增益通常指在观察到新数据点后，对⽬标函数
𝑓(𝑥) 的认识增加的程度。它通常通过交互信息来量化，

𝐼 𝑦; 𝑓|𝑋 = 𝐻 𝑦|𝑋 − 𝐻(𝑦|𝑋, 𝑓)

这表⽰观察到新数据后，模型对函数不确定性减少的
程度。

假设每次观测有噪⾳：𝑦 = 𝑓(𝑥) + 𝜖 𝜖 ∼ 𝒩(0, 𝜎$)

𝐼 𝑦; 𝑓|𝑋 =
1
2 log |2𝜋𝑒(𝐾 + 𝜎

$𝐼)| −
1
2 log 2𝜋𝑒𝜎

$𝐼

=
1
2 log |𝜎

;$𝐾 + 𝐼|



采样函数

Ø 信息增益(information gain)和实验设计(experimental design)
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假设每次观测有噪⾳：𝑦 = 𝑓(𝑥) + 𝜖 𝜖 ∼ 𝒩(0, 𝜎$)

𝐼 𝑦; 𝑓|𝑋 =
1
2
log |2𝜋𝑒(𝐾 + 𝜎$𝐼)| −

1
2
log 2𝜋𝑒𝜎$𝐼

=
1
2
log |𝜎;$𝐾 + 𝐼|

直接确定𝑋 = 𝑥#, 𝑥$, ⋯ , 𝑥% 最⼤化argmax<𝐼 𝑦; 𝑓|𝑋
⽐较困难。
贪⼼法选取𝑋：给定𝑋 = 𝑥#, 𝑥$, ⋯ , 𝑥= 	，选取𝑥%&#最
⼤化

1
2
log |𝜎;$𝐾 + 𝐼|

⟹ 𝑥%&# = argmax 𝜎%(𝑥)



采样函数

Ø上置信界（upper confidence bound） 采样函数
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𝑎 𝑥 = 𝜇 𝑥 + 𝛽𝜎 𝑥

𝜇 𝑥 尽量⼤
𝜎 𝑥 不确定性尽量⼤

𝑥%&# = argmax 𝜇 𝑥 + 𝛽𝜎 𝑥



采样函数
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考虑有限空间𝐷上的优化问题， 𝑓	从𝐺𝑃中采样，给定

𝛿 ∈ (0,1)和 𝛽( = 2 log( > (%?%

@A )，使⽤上置信界（upper 

confidence bound）采样函数的贝叶斯优化满⾜ 

𝑃 𝑅% ≤
8𝑛𝛽%𝛾%

log(1 + 𝜎;$)
≥ 1 − 𝛿

其中观测误差满⾜ 𝜖 ∼ 𝒩(0, 𝜎$)， 𝑅% = ∑(B#% 𝑟(是累计
遗憾(cumulative regret)，即时遗憾（regret） 𝑟( =
𝑓 𝑥∗ − 𝑓 𝑥( ， 𝛾% = max

< B%
𝐼(𝑦; 𝑓|𝑋)是𝑛轮后最⼤信息增

益。

收敛性



采样函数
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Ø上置信界（upper confidence bound） 采样函数



采样函数
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上述⽅法认为我们只愿意将之前评估过的点作为最终解
返回。这⼀假设在评估无噪声且我们极度规避风险的情
况下是合理的。但如果我们能够容忍⼀定的风险，则可
能愿意报告带有⼀定不确定性的解。此外，如果评估存
在噪声，那么输出的最终解必然具有不确定性，因为我
们⼏乎不可能对其进⾏无限次的评估。

输出 𝜇%∗ = max
1
𝜇%(𝑥)



采样函数
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定义𝜇%∗ = max
1
𝜇%(𝑥)

当我们选了新点𝑥%&#，我们得到的值为𝑓 𝑥 ，对于后验
分布𝑓 𝑥 ∼ 𝒩(𝜇%&# 𝑥 , 𝜎%&#$ (𝑥))，那么

𝜇%&#∗ = max
1
𝜇%&#(𝑥)

𝑎CD(𝑥) = 𝔼,(1#&') 𝜇%&#
∗ − 𝜇%∗ |𝑥%&# = 𝑥

随机近似：
𝑎CD 𝑥 ≈ 𝜇%&#∗ (𝑥; 𝑦%&#) − 𝜇%∗ 𝑦%&# ∼ 𝒩(𝜇% 𝑥 , 𝜎%$(𝑥))

Ø 知识梯度 (knowledge gradient)采样函数



采样函数

Ø熵搜索(entropy search)采样函数
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熵函数 𝐻 𝜌 = ∫𝜌(𝑥) log #
. 1 𝑑𝑥，越⼩越确定

是在取了𝑛个点，确定了极值点后𝑥%∗ ，我们希望极值点的熵尽
量⼩𝐻 𝜌%(𝑓(𝑥%∗)) 	，其中𝑥%∗ = argmax

1
𝜇%(𝑥)。

𝑎7E 𝑥
= 𝐻 𝜌%(𝑓 𝑥%∗ ) − 𝔼,(1#&')𝐻 𝜌%&# 𝑓(𝑥%&#∗ )|𝑥%&# = 𝑥, 𝑓(𝑥%&#)

𝔼,(1#&')𝐻 𝜌%&# 𝑓(𝑥%&#∗ )|𝑥%&# = 𝑥, 𝑓(𝑥%&#)

= =𝒩(𝑓; 𝜇% 𝑥 , 𝜎%$(𝑥))𝐻 𝜌%&# 𝑓(𝑥%&#∗ )|𝑥%&# = 𝑥, 𝑓 𝑑𝑓
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定理证明
https://courses.cs.washington.edu/courses/cse599i/18wi/resources/lecture13/lecture
13.pdf


