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本堂课⼤纲

Ø 求解偏微分⽅程问题
- 核岭插值
- 随机特征⽅法
谱

Ø 含参数偏微分⽅程问题
- 随机特征⽅法
- ⾼斯回归
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求解偏微分⽅程问题

!𝑢 = argmin!∈ℋ! 𝑢 ℋ!
ℒ 𝑥$ , 𝑢(𝑥$) = 0 𝑥$ ∈ 𝑋$%&
ℬ 𝑥$ , 𝑢(𝑥$) = 0 𝑥$ ∈ 𝑋'(

Ø 核岭插值

Ø 偏微分⽅程问题

ℒ 𝑥, 𝑢 = 0 𝑥 ∈ Ω
ℬ 𝑥, 𝑢 = 0 𝑥 ∈ 𝜕Ω

简单的想法：
基底函数 𝜅 𝑥, 𝑥$ 𝑖 = 1,2,⋯ , 𝑛
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插值问题

Ø 练习

- 无噪⾳2维训练数据 𝑥$ , 𝑓 𝑥$ 𝑖 = 1,2⋯⋯𝑛
- 𝑓 𝑥$ = sin 𝑥 cos 𝑦 𝑥 ∈ 0.5,3.0 , 𝑦 ∈ [0.5,3.0]
- 𝑥$为10×10均匀格点

𝑓 )
的

相
对

误
差

𝑓 )
)
的

相
对

误
差
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插值问题

G𝑓 = argmin*∈ℋ" 𝑓 ℋ"
使得 𝑓(𝑥$) = 𝑦$ 𝛻)𝑓(𝑥$) = 𝑦$+ Δ𝑓 𝑥$ = 𝑦$++

G𝑓 𝑥 = J
$,-

%

𝛼$𝜅 𝑥, 𝑥$ +J
$,-

%

𝛼$+𝛻)𝜅(𝑥, 𝑥$) +J
$,-

%

𝛼$++𝛥)𝜅(𝑥, 𝑥$)

基底函数 𝜅 𝑥, 𝑥$ , 𝛻)𝜅 𝑥, 𝑥$ , 𝛥))𝜅 𝑥, 𝑥$ , 𝑖 = 1,2,⋯ , 𝑛

Ø 核岭插值

Ø 插值问题

- 无噪⾳训练数据 { 𝑥$ , 𝑓 𝑥$ , 𝛻)𝑓(𝑥$ , Δ𝑓(𝑥$))|𝑖 =
1,2⋯⋯𝑛}
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插值问题

Ø 对于⾜够光滑的平稳核函数

𝜕.𝜅 𝑥, 𝑦
𝜕𝑥$#𝜕𝑥$$⋯𝜕𝑥$"

∈ ℋ/

且
𝜕.𝜅 𝑥, 𝑦

𝜕𝑥$#𝜕𝑥$$⋯𝜕𝑥$"
, 𝑓(𝑦) = −1 . 𝜕.𝑓 𝑥

𝜕𝑥$#𝜕𝑥$$⋯𝜕𝑥$"

基本想法：有限差分逼近
本章后续，我们均考虑⾜够光滑的平稳核函数
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!𝑢 = argmin!∈ℋ" 𝑢 ℋ"

偏微分⽅程约束 −∆𝑢 𝑥$ = 𝑓 𝑥$ 𝑥$ ∈ 𝑋$%&
边界条件约束 𝑢 𝑥$ = T𝑢 𝑥$ 𝑥$ ∈ 𝑋'(

Ø 核岭插值

Ø 线性偏微分⽅程问题

−∆𝑢 = 𝑓 𝑥 𝑥 ∈ 𝛺
𝑢 = T𝑢 𝑥 ∈ 𝜕𝛺

核岭插值
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𝑢 𝑥 = ∑)%∈0&' 𝛼$𝜅 𝑥, 𝑥$ + ∑)%∈0%() 𝛼$
++𝛥)𝜅(𝑥, 𝑥$)

Ø 表⽰定理

Ø 核岭插值

!𝑢 = argmin!∈ℋ" 𝑢 ℋ"

使得 𝑢 𝑥$ = T𝑢 𝑥$ 𝑥$ ∈ 𝑋'( , −∆𝑢 𝑥$ = 𝑓 𝑥$ 𝑥$ ∈ 𝑋$%&

核岭插值

𝑘)0 = 𝜅 𝑥, 𝑋'( ∆1𝜅 𝑥, 𝑋$%&

𝐾00 =
𝜅 𝑋'( , 𝑋'( ∆1𝜅 𝑋'( , 𝑋$%&

∆)𝜅 𝑋$%& , 𝑋'( ∆)∆1𝜅 𝑋$%& , 𝑋$%&

𝑓 = ⋯ T𝑢 𝑥$ ⋯− 𝑓 𝑥$ ⋯ 2

𝑢 𝑥 = 𝑘)0𝐾003-𝑓

Ø 求解
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!𝑢 = argmin!∈ℋ" 𝑢 ℋ"

minimize
4,(4&',4%(),4*

%())

argmin!∈ℋ" 𝑢 ℋ"

𝑢 𝑋'( = 𝑧'( ,
𝑢 𝑋$%& = 𝑧$%& ,
∆𝑢 𝑋$%& = 𝑧8$%&

−𝑧8$%& + 𝜏 𝑧$%& = 𝑓(𝑋$%&)
𝑧'( = T𝑢(𝑋'()

Ø 两层优化

Ø ⾮线性偏微分⽅程问题

−∆𝑢 + 𝜏(𝑢) = 𝑓 𝑥 𝑥 ∈ 𝛺
𝑢 = T𝑢 𝑥 ∈ 𝜕𝛺

核岭插值
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𝑢 𝑥 = ∑)%∈0&',0%() 𝛼$𝜅 𝑥, 𝑥$ + ∑)%∈0%() 𝛼$
++𝛥)𝜅(𝑥, 𝑥$)

Ø 表⽰定理

Ø 内层优化

!𝑢 = argmin!∈ℋ" 𝑢 ℋ"

使得𝑢 𝑋'( = 𝑧'( , 𝑢 𝑋$%& = 𝑧$%& , ∆𝑢 𝑋$%& = 𝑧8$%&

核岭插值

𝑘)0 = [𝜅 𝑥, 𝑋'( 𝜅 𝑥, 𝑋$%& ∆1𝜅 𝑥, 𝑋$%& ]

𝐾00 =
𝜅 𝑋'( , 𝑋'( 𝜅 𝑋'( , 𝑋$%& ∆1𝜅 𝑋'( , 𝑋$%&

𝜅 𝑋$%& , 𝑋'( 𝜅 𝑋$%& , 𝑋$%& ∆1𝜅 𝑋$%& , 𝑋$%&

∆)𝜅 𝑋$%& , 𝑋'( ∆1𝜅 𝑋$%& , 𝑋$%& ∆)∆1𝜅 𝑋$%& , 𝑋$%&

𝑢 𝑥 = 𝑘)0𝐾003-𝑧 𝑢 ℋ" = 𝑧2𝐾003-𝑧

Ø 求解
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Ø 外层优化

核岭插值

minimize
4,(4&',4%(),4*

%())
𝑧2𝐾003-𝑧

𝐹 𝑧 = 𝑦

Newton法：𝑧. → 𝑧.9-
minimize

4,(4&',4%(),4*
%())

𝑧2𝐾003-𝑧

𝐹 𝑧. + 𝐹 𝑧. (𝑧 − 𝑧.) = 𝑦

Ø 两层优化

minimize
4,(4&',4%(),4*

%())
𝑧2𝐾003-𝑧

−𝑧8$%& + 𝜏 𝑧$%& = 𝑓 𝑋$%& ，𝑧'( = T𝑢(𝑋'()
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随机特征⽅法

⼀个定义在𝑅:中的有平移不变性的实值核函数，那么
当𝜅能表⽰为

𝜅 𝜏 = `
;+
𝑒<=$>⋅@𝑝(𝜔)𝑑𝜔

其中𝜇(𝜔)是有限正测度，我们考虑特殊情况𝑑𝜇 𝜔 =
𝑝(𝜔)𝑑𝜔。

Bochner定理

定义𝜓 𝑥, 𝜔 = 𝑒<=$>⋅)，那么

𝜅 𝑥 − 𝑥′ = `
;+
𝑒<=$>⋅()3),)𝑝(𝜔)𝑑𝜔

= 𝔼>∼B(>) 𝜓 𝑥, 𝜔 𝜓∗ 𝑥+, 𝜔
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!𝑢(𝑥) = J
$,-

D

𝑐$𝜓(𝑥, 𝜔$)

min J
)%∈0%()

𝜆E$ ℒ 𝑥$ , 𝑢 𝑥$
<
+ J
)%∈0&'

𝜆F$ ℬ 𝑥$ , 𝑢 𝑥$
<
+ 𝜆 𝑐 <

<

⼆次优化问题

Ø 随机特征⽅法

Ø 偏微分⽅程问题

ℒ 𝑥, 𝑢 = 0 𝑥 ∈ Ω
ℬ 𝑥, 𝑢 = 0 𝑥 ∈ 𝜕Ω

随机特征⽅法
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求解偏微分⽅程问题

Ø 基于⾼斯回归的⽅法（核岭回归、随机特征⽅法）

Ø 传统⽅法(有限体积、有限元⽅法)

- 需要有⽹格
- 局部基底函数
- 能保持守恒律

- 不需要有⽹格、只需要采样点
- 全局基底函数
- 对⾜够光滑的问题，能达到指数收敛（谱⽅法）
- 超参选取、可能有数值不稳定
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本堂课⼤纲

Ø 求解偏微分⽅程问题
- 核岭插值
- 随机特征⽅法
谱

Ø 含参数偏微分⽅程问题
- 随机特征⽅法
- ⾼斯回归
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含参数偏微分⽅程问题

两个函数空间 𝒜	 = 𝑎: Ω ↦ ℝ 𝒰 = {𝑢: Ω ↦ ℝ}，求解偏

微分⽅程给出映射 𝒢G: 𝒜 ↦ 𝒰

降阶模型𝒢H ≈ 𝒢G是⼀个这样的映射的近似

Ø 代理模型(surrogate model)

Ø 偏微分⽅程问题

ℒ 𝑥, 𝑢, 𝑎 = 0 𝑥 ∈ Ω
ℬ 𝑥, 𝑢 = 0 𝑥 ∈ 𝜕Ω

𝒢G: 𝑎 → 𝑢
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算⼦学习(OPERATOR LEARNING)

两个函数空间 𝒜	 = 𝑎: Ω ↦ ℝ 𝒰 = {𝑢: Ω ↦ ℝ}，求解偏

微分⽅程给出映射 𝒢G: 𝒜 ↦ 𝒰

给定数据 𝑎$ , 𝑢$ = 𝒢G(𝑎$)

寻找近似𝒢H ≈ 𝒢G，⽐如降阶模型。

Ø 代理模型(surrogate model)

Ø 偏微分⽅程问题

ℒ 𝑥, 𝑢, 𝑎 = 0 𝑥 ∈ Ω
ℬ 𝑥, 𝑢 = 0 𝑥 ∈ 𝜕Ω

𝒢G: 𝑎 → 𝑢
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再⽣核希尔伯特空间

Ø 核函数
函数𝑓: 𝑅: → 𝑅
核函数𝜅: 𝑅:×𝑅: → 𝑅
再⽣核希尔伯特空间ℋ/:

ℋ/ = span{𝜅 ⋅, 𝑥$ 𝑐$}

表⽰定理:
𝑓 = ∑$,- 𝜅 ⋅, 𝑥$ 𝑐$ (𝑐$ ∈ 𝑅)

𝜅 ⋅, 𝑥 :ℋ/ → 𝑅定义了有界线性映射

𝑓 → 𝜅 ⋅, 𝑥 , 𝑓 ℋ! = 𝑓(𝑥)
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再⽣核希尔伯特空间

Ø 算⼦值(Operator valued)核函数

算⼦𝒢G：𝒜 → 𝒰，𝒜和𝒰是两个实希尔伯特空间

核函数𝜅：𝒜×𝒜 ↦ ℒ(𝒰,𝒰)其中 ℒ(𝒰,𝒰)表⽰在空间𝒰
上的所有有界线性算⼦构成的 Banach 空间

正定性：

∑$,I,-
% 𝑢$ , 𝜅 𝑎$ , 𝑎I 𝑢I 𝒰

≥ 0
再⽣性： 
𝑢, 𝑓(𝑎) 𝒰 = 𝜅 ⋅, 𝑎 𝑢, 𝑓(⋅) ℋ!∀𝑎 ∈ 𝒜, 𝑢 ∈ 𝒰, 𝑓：𝒜 → 𝒰

表⽰定理：𝑓 = ∑$,- 𝜅 ⋅, 𝑎$ 𝑢$
再⽣核希尔伯特空间：

ℋ/ = span{𝜅 ⋅, 𝑎$ 𝑢$}
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再⽣核希尔伯特空间

Ø 代理模型: 算⼦学习

给定数据 𝑎$ , 𝑢$ = 𝒢G(𝑎$) ，以及再⽣核希尔伯特

空间ℋ/，求解核岭回归（插值）
G𝒢 = argmin𝒢∈ℋ! 𝒢 ℋ! 使得 𝒢(𝑎$) = 𝑢$

Ø 表⽰定理：

G𝒢 ⋅ = ∑$,- 𝜅 ⋅, 𝑎$ 𝑦$ : 𝒜 → 𝒰

𝜅 ⋅, 𝑎$ :难以构造
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随机特征⽅法

Ø算⼦值(Operator valued)核函数

假设

𝜅 𝑎, 𝑎′ = `𝜑 𝑎, 𝜔 ⊗𝜑 𝑎′, 𝜔 𝜌 𝜔 𝑑𝜔

其中
𝜑 𝑎, 𝜔 :𝒜×Θ → 𝒰

𝑢-⊗ 𝑢< 𝑢L = 𝑢<, 𝑢L 𝒰𝑢-

我们有

𝜅 𝑎, 𝑎′ 𝑢 = ` 𝜑 𝑎+, 𝜔 , 𝑢 𝒰𝜑 𝑎, 𝜔 𝜌 𝜔 𝑑𝜔 ∈ 𝒰
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随机特征⽅法

Ø 算⼦值(Operator valued)核函数

再⽣性：
𝒢 𝑎 , 𝑢 𝒰 = 𝒢 ⋅ ，𝜅 ⋅, 𝑎 𝑢 ℋ!

= 𝒢 ⋅ ，`𝜑 ⋅, 𝜔 ⊗𝜑 𝑎,𝜔 𝜌 𝜔 𝑑𝜔 𝑢
ℋ!

= ` 𝜑 𝑎,𝜔 , 𝑢 𝒰 𝜑 ⋅, 𝜔 , 𝒢 ⋅ ℋ!𝜌 𝜔 𝑑𝜔

= `𝑐* 𝜔 𝜑 𝑎, 𝜔 𝜌 𝜔 𝑑𝜔 , 𝑢
𝒰

其中 𝑐 𝜔 = 𝜑 ⋅, 𝜔 , 𝒢 ⋅ ℋ!，我们有

𝒢 𝑎 = `𝑐 𝜔 𝜑 𝑎, 𝜔 𝜌 𝜔 𝑑𝜔 ≈
1
𝐷
J
$,-

D

𝑐$𝜑(𝑎, 𝜔$)
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随机特征⽅法

Ø 核岭回归

𝒢 𝑎 =
1
𝐷
J
$,-

D

𝑐$𝜑 𝑎, 𝜔$

𝑐 = argmin
M∈;-

J
$,-

%
1
𝑛

1
𝐷
J
N,-

D

𝑐N𝜑(𝑎$ , 𝜔N) − 𝑢$
𝒰

<

+
𝜆
𝐷

𝑐 <
<

Ø 随机特征⽅法

G𝒢 = argmin
𝒢∈ℋ!

1
𝑛
J
$,-

%

𝒢 𝑎$ − 𝑢$ < + 𝜆 𝒢 ℋ!
<



24

例⼦

Ø Darcy 流⽅程
−𝛻 } 𝑎 𝑥 𝛻𝑢 = 𝑓 𝑥 , 𝑥 ∈ 𝐷

𝑢 𝑥 = 0 𝑥 ∈ 𝜕𝐷
𝒢G ∶ 𝑎 ↦ 𝑢

𝑎 𝑢
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随机特征⽅法

Ø Fourier随机特征
𝜑 𝑎, 𝜔 :𝒜×Θ → 𝒰

𝜑 𝑎,𝜔 = 𝜎(ℱ3-�ilter(ℱ𝑎 ℱ𝜔))

𝑎 𝜑 𝑎, 𝜔
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例⼦

Ø Darcy 流⽅程
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⾼斯回归

Ø 算⼦学习

𝒜 𝒰

训练数据:
𝜙 𝑎 = 𝑎 𝑥- , 𝑎 𝑥< , ⋯ , 𝑎 𝑥% ∈ 𝑅%
𝜑 𝑢 = 𝑢 𝑦- , 𝑢 𝑦< , ⋯ , 𝑢(𝑦O) ∈ 𝑅O

⽬标：
𝒢G = 𝜒 ∘ 𝑓G ∘ 𝜙:𝒜 ↦ 𝒰
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⾼斯过程

Ø 算⼦学习

𝒜 𝒰

G𝑓 ≔ argmin 𝑓 ℋ", 满⾜ 𝑓 𝜙(𝑎$) = 𝜑(𝑢$)

!𝑢 ≔ argmin 𝑢 ℋ" 满⾜ 𝜑 𝑢 = G𝑓 𝜙(𝑎) ∈ 𝑅O
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含参数偏微分⽅程问题

Ø 基于⾼斯回归的⽅法（随机特征⽅法、⾼斯过程）

Ø 传统⽅法(有限体积、有限元⽅法)

- 准确但耗时

- 模型训练、预测均很⾼效但不精确
- 需要⼤量数据训练
- 超参选取
-预测仅限于内插（ 分布内数据 ）



Ø ⾼斯过程求解偏微分⽅程
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