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Résumé. — On réinterpréte et on précise la conjecture du Ext! localement analytique
de [10] de maniere fonctorielle en utilisant les (¢, I')-modules sur 'anneau de Robba
(avec éventuellement de la t-torsion). Puis on démontre plusieurs cas particuliers ou
partiels de cette conjecture “améliorée”, notamment pour GL3(Q,).

Abstract. — We reinterpret the main conjecture of [10] on the locally analytic Ext
in a functorial way using (¢, I')-modules (possibly with ¢-torsion) over the Robba ring,
making it more accurate. Then we prove several special or partial cases of this “im-
proved” conjecture, notably for GL3(Q)).
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1. Introduction

L’idée d’utiliser les (i, I')-modules de Fontaine dans le programme de Langlands
p-adique est due a Colmez. Elle lui a permis de construire un foncteur exact (qui
porte son nom) associant un (¢, I')-module étale de p™-torsion & une représentation
de GL2(Q,) de longueur finie annulée par p™, puis par la suite de démontrer la
correspondance de Langlands locale p-adique pour GL2(Q,) ([25], [27]).

Lorsque l'on s’attelle a d’autres groupes que GLy(Q,), par exemple GL,,(Q,), les
représentations localement analytiques (ou p-adiques) qui apparaissent dans les com-
posantes Hecke-isotypiques des espaces de formes automorphes p-adiques sont beau-
coup plus compliquées. Dans [10] est formulée une conjecture qui relie ce qui se passe
“juste apres” les vecteurs localement algébriques (dans ces représentations) au dernier
cran de la filtration de Hodge sur les puissances alternées du module filtré de Fontaine
sous-jacent. Le but principal de cet article est de réinterpréter et de préciser cette con-
jecture de maniere fonctorielle en utilisant les (¢, I')-modules sur 'anneau de Robba
(avec éventuellement de la t-torsion), puis de démontrer plusieurs cas particuliers ou
partiels de cette conjecture “améliorée”, notamment pour GL3(Q,).
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Avant de rentrer dans les détails, rappelons de maniére un peu moins vague la
conjecture de [10]. Fixons un corps des coefficients E' (une extension finie de Q,) et
une représentation de de Rham p, de Gal(Q,/Q,) de dimension n > 2 sur E et de
poids de Hodge-Tate hy > hy > --- > h,, distincts. Notons Dggr(p,) le module filtré
de p, et alg®@p 7 la représentation localement algébrique de GL,(Q,) sur E usuelle
associée a p,, qui ne dépend que des poids de Hodge-Tate et de la représentation de
Weil-Deligne W de p,. On devrait pouvoir associer a p, une (au moins) représentation
localement analytique admissible (au sens de [60]) de GL,,(Q,) sur E contenant alg® g
7, que I'on note juste 7®" dans cette introduction, soit en prenant une spécialisation
(supposée non nulle) V(p,) comme dans [21, § 2.12], soit en supposant que p, se
globalise en une représentation galoisienne automorphe p (pour un groupe unitaire
déployé en p compact a l'infini) et en prenant les vecteurs localement analytiques
de la composante p-isotypique dans l'espace des formes automorphes p-adiques. La
conjecture de [10] postule alors I'existence, pour toute racine simple o = e; — e, de

GL, (j € {1,...,n — 1}), d’'une représentation localement analytique 7® admissible
de longueur finie ne dépendant que des h;, de W et de «, et d’un isomorphisme :
(1) ExtéLn(@p)(wo‘, alg ®@p ) ~ A%ﬁdeR(pp)

(ne dépendant aussi que des h; et de W) tel que tout plongement alg ®p 7 —
7" g’étende en un plongement (alg @p 7°) — 7 — 7" ou (alg ®p 7°) — 7@ est
I'extension (non scindée) donnée par I'image inverse par lisomorphisme (1) de la
droite Fil**(p,) de A%y Dar(p,) produit alterné des n— j derniers crans de la filtration
de Hodge sur Dagr(pp), i-e. (cf. (220)) :

1max déf
Fil, (pp) =

Fil ™1 (Da(py)) A Fil ™5 (Dgr(p,)) A - A FII™™ (Dgr (p,)).

Une des idées a la base de cet article a été de remarquer qu’il existe un groupe
Ext! coté Gal(Q,/Q,), ou plutét coté (p,T)-modules, naturellement isomorphe
a A ?Dar(pp). Rappelons que Berger dans [4, Th. A] associe a toute filtration
(décroissante exhaustive) sur A% 7 Dyr(p,) un certain (p,I')-module (libre de rang
fini) sur 'anneau de Robba Ry a coefficients dans F. Par exemple si I'on prend la
filtration sur A}y Dyr(p,) induite par la filtration de Hodge sur Dgr(p,), on retrouve
le (p,I')-module étale sur Ry associé a /\%_j pp- i l'on prend la filtration triviale
Fil° = tout, Fil' = 0 on obtient I’équation différentielle p-adique D(/\%ﬁj W) associée
a A% p, (13]), qui ne dépend que de A7V,

Proposition 1.1 (Proposition 5.1.2). — Pour tout j € {1,...,n — 1} on a un
isomorphisme naturel (out =log(l+ X) € Rg) :

(2)  Ext{,p (Re/(t" "), D(NG'W) @, Rp(z""+1)) = AL Dar(p,)
tel que l'image inverse d’une droite F' C /\Z:deR(pp) (vue a isomorphisme pres

comme (p,1")-module) est le (p,I')-module associé a la filtration Fil~(hi—hi+1)
A" Dar(py), Fil~hi—his)tt — . = 110 = F, Fil' = 0.
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Il est alors naturel de penser que l'isomorphisme conjectural (1) devrait se
décomposer en deux isomorphismes, I'un donné par (2) et 'autre donné comme suit

(en notant D(A; /W) (zhi—hi+1) & D(AEIW) @r, Rip(ah~+)) :
(3) Extgr, (g, (7, alg @p 7) = Bxti,p) (Re/(t"7"+1), DAL W)(2" ")),

L’isomorphisme (3) suggere alors l'existence d'un foncteur contravariant D, tel que,
au moins & torsion prés par un caractére, on ait D, (alg @p 7°°) ~ Rp/(thi~i+1) et
Do(7%) == D(NE W) (zhi—hi+1), tel que D, induise (3), et tel qu’apparaisse dans 7
I'unique extension de 7 par alg ® g m° envoyée par D, vers le (¢, [')-module associé
par [4, Th. A] a la filtration Fil=("="+0) = A= Dyp(p,), Fil~hihie) Tl — 0 =
Fil’ = Fil?™(p,), Fil' = 0.

Notre idée de départ pour essayer de construire D, est d’adapter au cadre lo-
calement analytique le foncteur défini dans [11] étendant celui de Colmez a des
représentations lisses de GL,,(Q,) (ou de groupes plus généraux) en caractéristique p
(ou de p™-torsion), plus précisément la variante de [11] ot I'on ne considére qu’une
seule racine simple « ([35], [66]). Résumons la construction de [11], [35]. Notons N
un sous-groupe ouvert compact du sous-groupe N*(Q,) des unipotents supérieurs
N(Q,) de GL,(Q,) ou 'on a “enlevé” la racine o (i.e. I'entrée correspondante est
nulle), si 7 est une représentation lisse de GL,,(Q,) en caractéristique p, on peut munir
le dual (7)Y d’une structure naturelle de (¢, T')-module compact ot rappelons que
I'opérateur ¢ (dans un (p, I')-module étale en caractéristique p) est l'inverse a gauche
de ¢. On peut alors associer a 7 le foncteur covariant F,, () sur la catégorie abélienne
des (¢, I')-modules étales en caractéristique p en envoyant un tel (¢, I')-module D vers

Fo(m)(D) %€ Homy,p((7Y6)", D) (morphismes continus de (1, I')-modules). II résulte
alors de [11, Rem. 5.6(iii)] avec [11, Prop. 3.2(ii)] que le foncteur 7 +— F,(7) est exact
a gauche et que F, () est pro-représentable par un pro-(¢,I')-module étale D, ().
De plus D,(7) est un vrai (¢, ')-module (i.e. de rang fini) au moins lorsque les cons-

tituants irréductibles de 7 sont en nombre fini et sous-quotients de séries principales
([11, Cor. 9.3]).

La situation se complique lorsque l'on considere des représentations locale-
ment analytiques de GL,(Q,) (sur des E-espaces vectoriels de type compact) au
lieu de représentations en caractéristique p. On peut penser associer a une telle
représentation 7 le foncteur D +— Homy r((70)Y, D) pour D dans la catégorie
abélienne des (p,I')-modules généralisés sur Rg ([47]). Mais on tombe sur plusieurs

problemes techniques. Par exemple, écrivant D = lim D, ou D, est un (i, I')-
r—+00

module sur R}, = le E-espace de Fréchet des fonctions rigides analytiques sur la

couronne p~'/7 < | -] < 1, il n’est d’abord pas clair que l'image d’un morphisme

dans Homy r((7™0)¥, D) tombe dans un D, pour r > 0, de sorte qu’il vaut mieux
considérer D — lim Homy r((7¥0)Y, D,). Par ailleurs, si 7 est une représentation
r—-+00

de Steinberg généralisée localement analytique (qui n’est pas une représentation de
Steinberg), alors D +— liI_El Homy, r((7")", D,) n’est pas le foncteur nul, alors que
r—+400



UN PROBLEME DE COMPATIBILITE LOCAL-GLOBAL LOCALEMENT ANALYTIQUE 5

I'on aimerait que la contribution de ces Steinberg généralisées soit nulle. Dans la
théorie classique des représentations lisse (sur F), une maniere d’annuler les Stein-
berg généralisées est de considérer, plutot que le foncteur de Jacquet usuel 7wy (q,), la
dérivée supérieure de Bernstein m(n™")n(g,) pour un caractere (générique) non trivial
n: N(Q,) = EX ott Es, = Upez., B avec E,, = E(*Y/1) (i.e. on tord I'action de
N(Q,) par n7'). Revenant & 70| on tombe alors sur le fait que n peut étre trivial
sur N§, il faut donc remplacer 76 par autre chose. Un examen du cas ot 7 est
une représentation lisse de GL,,(Q,) sur £ montre qu’en fixant une famille croissante
(Nim)mez-, de sous-groupes ouverts compacts de N(Q,) telle que U,,,N,,, = N(Q,) et
en considérant :
Fa(ﬂ') :Dr+—  lim HOHL%F (((7’( XRE Em)(nil)Nr%)v, Dr KRE Em)

T,M—>+00
ou N2 Y N,NN *(Q,), on obtient un foncteur m — F,(m) exact a gauche qui
annule les Steinberg généralisées (lisses). Pour 7 localement analytique, on définit
alors F,(m) comme suit (cf. (37)) :

(4) D lim Homyr ((7[n"] @5 Bn)(n)ng)", Dr @5 )

ot D est un (p,I')-module généralisé sur Ry et n® est 'algebre de Lie de N*(Q,).
Comme de plus 7 est définie sur F, les E-espaces vectoriels (4) sont naturelle-
ment munis d’une action F.-semi-linéaire de Gal(F/FE). Noter que (4) n’utilise
que l'action du Borel B(Q,) des matrices triangulaires supérieures dans GL,(Q,) et
ne dépend pas, a isomorphisme pres, du choix des N, (Proposition 2.3.6). Noter
aussi que (7[n*] @p En)(n™Yne =~ (1 ®p Ep)(n)Nn (cf. Remarque 2.1.4), mais
cette deuxieme définition donne des fleches de fonctorialité dans le mauvais sens
quand m grandit. Noter enfin que si 'on considere, par analogie, le foncteur o +—

lim Hompr+q,)r) ((7[n]y,,)",0") ol o est une représentation localement analy-
m—r+00

tique du tore T'(Q,) dans la catégorie Repi, .(T'(Q,)) de [33], n 'algebre de Lie de
N(Q,) et D(T(Qp)*, E) les distributions localement analytiques sur le tore “positif”
T(Qp)" ([33, Def. 2.2.1]), on peut montrer que ce foncteur est représentable par le
dual Jg(m)" ou Jg(—) est le foncteur de Jacquet-Emerton relativement a B(Q,) ([32],
[33]), de sorte que (4) semble raisonnable.

Théoréme 1.2 (Proposition 2.3.4 & Théoréme 3.7.2)

(i) Pour toute suite exacte 0 — 1" — m — 7' de représentations localement analy-
tiques de B(Q,) sur des E-espaces vectoriels de type compact, on a une suite exacte :

0 — Fo(7") — Fu(m) — Fo(7)
(i.e. 0 — Fo (") (D) — Fo(m)(D) — F,(7')(D) est exact pour tout (¢, I")-module
généralisé D).
(i1) Soit P(Q,) C GL,(Q,) un sous-groupe parabolique contenant B(Q,) tel que «
est une racine simple du facteur de Levi Lp(Q),), P~(Q,) le parabolique opposé et mp
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une représentation localement analytique de Lp(Q,) sur un E-espace vectoriel de type
compact. Alors on a un isomorphisme Fa(( IndgE’Z((@%’) Wp)an) ~ F,(mp).

Le probleme de la représentabilité du foncteur F,(7) pour, disons, 7w une
représentation de longueur finie de GL,(Q,) est beaucoup plus délicat. Lorsque
I'on se limite, dans un premier temps, aux représentations construites par Orlik et
Strauch dans [54], on peut montrer que F,(m) est représentable dans beaucoup de
cas. Rappelons que, si P(Q,) C GL,(Q,) est un sous-groupe parabolique contenant

B(Q,), P~(Q,) le parabolique opposé d’algebre de Lie p~ et OF

alg L& sous-catégorie
de la catégorie OP ([41]) des objets avec des poids entiers, alors pour 7% une

représentation lisse de longueur finie du Levi Lp(Q,) sur E, Orlik et Strauch cons-

truisent dans [54] un foncteur contravariant exact M —— Fg_ (M, 7%) de OF dans
la catégorie des représentations localement analytiques (admissibles) de longueur

finie de GL,,(Q,) sur E. Soit ¢ € {1,...,n — 1} tel que @ = e; — €;+1, on note dans la
suite Ayv () © diag(z,...,z,1,...,1) (un cocaractere algébrique de 7'(Q,)). Si A est

un caractere algébrique de 7'(Q,), on peut considérer le (p,I')-module Rg(A o Ayv).

Théoréme 1.3 (Corollaire 3.7.3 & Corollaire 3.7.8). — Soit P(Q,), M €
déf

OZ;g, ¥ comme ci-dessus et m1 = FS5_ (M,7¥). On suppose que TF admet
un caractere central Xgz et on note dr = dimg(rF @p Euo)(n™')N, @, oU

N (Q,) = N(Qp) N Lp(Q,). Lorsque o n'est pas une racine de Lp(Q,), on note
Q(Q,) le plus petit sous-groupe parabolique de GL,(Q,) contenant P(Q,) tel que «
est une racine de Lgo(Q,) et q~ lalgébre de Lie de Q= (Q,).

(i) 1l existe des caractéres algébriques distincts Xy, - -, X, de Gal(Ex/E) (cf. (48)
pour xa,;) et des (p,I')-modules généralisés Dy (), ..., Dy, (m) tels que :

Fo(m) = €D Exe(xr,) ®5 Homg) (Dai(), ).

=1

(ii) Supposons de plus que M est un quotient non nul de U(g) ®uw-) L~ (N)p ot
L= (\)p est une représentation algébrique irréductible de Lp(Q),) (pour X un caractére
algébrique de T(Q,,) dominant pour B~ (Q,)NLp(Q,)). Alors si o n’est pas une racine

de Lp(Q,) et si M ¢ OF, . on a :

alg’

Fo(m) ~ Exo(X—y) ®p Hom, (RE((A 0 Aav) (Xo © Aa)) ¥4, _).

0

(i) Avec les motations de (it), si o n'est pas une racine de Lp(Qy) et st M € Op,

ou bien si a est une racine de Lp(Q,), on a :

Fa(m) 2= Ea(x-2) @ Homgupy ((Re(X o Aar)/(70)) 7, ).
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Le Théoreme 1.2 et le Théoreme 1.3 ne sont pas vrais seulement pour GL,(Q,),
on les démontre dans le texte pour G(Q,) ou G est un groupe algébrique réductif
connexe déployé sur QQ, de centre connexe. La preuve du Théoreme 1.3 utilise comme
ingrédients principaux le Théoreme 1.2 (légerement généralisé), le cas 7 localement
algébrique (Théoreme 3.3.1, dont la preuve utilise de maniere essentielle des résultats
de Bernstein et Zelevinsky [7, § 3.5]), le Théoréeme 3.7.7 qui permet de se ramener a
une induite parabolique localement analytique, et enfin des dévissages parfois tech-
niques pour montrer que seule la grosse cellule d’une telle induite parabolique a une
contribution non nulle a F, (cf. Proposition 3.4.4 et Corollaire 3.6.4, ce dernier corol-
laire est aussi utilisé de manieére cruciale dans la preuve du (ii) du Théoreme 1.2).
Dans ces dévissages, on utilise en particulier a maintes reprises le fait technique sui-
vant : pour certains 1)-modules de Fréchet dont le F-espace vectoriel sous-jacent est
une limite projective 1131 Xpn de ¥-modules de Fréchet Xy avec morphismes de tran-

N
sition surjectifs, tout morphisme f : liin Xy — D, d’espaces de Fréchet commutant a
N

1 se factorise par un Xy pour N > 0 (voir par exemple le Lemme 3.2.7). Noter que
le foncteur 7 — F,(7) n’est pas exact en général, cf. par exemple le Théoreme 3.7.7.

Revenons maintenant au contexte du début de 'introduction avec p,, (hi)z'e{L...,n},
W, alg ®@p >, 7. Comme cas particulier du (iii) du Théoreme 1.3 (le cas P(Q,) =
GL,(Q,)), on a bien F,(alg @p 7°) ~ Ex(x-») ®r Hom,ry(Re(x)/(t" "), —)
on ¥ (n =14 — hs)icq1,..n}y €t x est un certain caractere localement algébrique (plus
précisément 2 ~hi+1y est le caractere apparaissant en (217)). Le foncteur F, permet
maintenant d’énoncer la conjecture principale de cet article (on renvoie au § 5.3 pour
plus de détails).

Conjecture 1.4 (Conjecture 5.3.1). — Pour toute racine simple & = e; — ej 11
il existe une représentation localement analytique admissible de longueur finie w
de GL,(Qp) sur E ne dépendant que des poids de Hodge-Tate (h;)icq1,.ny, de la
représentation de Weil-Deligne W et de « et vérifiant les propriétés suivantes :

(Z) Foc(ﬂ-a) = Eoo(X—)\)®EHom(<p,F) (D(/\Z:JW) (l‘hjihﬂl) ®RE RE(X)7 _);'
(i) pour toute extension w de ™ par alg ®g 7> on a :

Fo(m) ~ Ex(x-x)®pHom, 1 (Da(ﬂ')7 —)

pour un (unique) (¢, ')-module généralisé D, (m) et le foncteur m — Dy (7) induit un
1somorphisme :

(5) ExtéLn(Qp) (7%, alg @p 7)
< Extl ) (Re(x)/(t77), DN /W) (™) @, Re(X)):
(iii) tout plongement alg @p 7>° — 7" s’étend en un plongement :

(alg ®p ) — 1* — 7™
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ot (alg ®p m°) — 7@ est l'unique extension non scindée de m par alg @ m° dont

la droite engendrée dans ExtéLn(Qp)(Wo‘, alg @ ) s’envoie vers la droite Fily™(p,)
via les isomorphismes (5) puis (2) (tordu par x).

On énonce maintenant nos résultats partiels sur la Conjecture 1.4. Le premier
théoreme est valable pour tout n > 2.

Théoréme 1.5 (Théoréme 4.1.5, Corollaire 5.2.6 & Théoréme 5.4.4)

(i) Si ™ existe et vérifie le (i) de la Conjecture 1.4, alors pour toute extension 7 de
T par alg Qg T on a :

Fo(m) ~ E(x-x)®pHom, 1 (Da (), —)

et le foncteur m — Dy(7) induit un morphisme :

(6) EXté‘Ln(Qp) (7]-0[7 alg ®E 7TOO)
—> Extf, r) (Re(0)/(#57), DN /W) (2" 4%7) @y, Ri(X)).

(ii) Supposons p, cristalline avec les ratios des valeurs propres du Frobenius sur
Dis(pp) distincts de 1, p. Alors il existe 7 (admissible de longueur finie) vérifiant les
(i) et (i) de la Conjecture 1.4. De plus, sous les hypothése standard de Taylor- Wiles,
il existe un plongement :

(alg @p °) — 7@ — 7"

avec (alg @ m°) — 7@ comme dans le (iii) de la Conjecture 1.4.

La premiere assertion du (ii) du Théoreme 1.5 requiert en particulier la preuve de
(10, Conj. 3.3.1] pour GL,(Q,), ce qui est I'objet du § 5.2. L’un des ingrédients cru-
ciaux de la deuxieme assertion du (ii) du Théoreme 1.5 est I'existence des constituants
compagnons dans le cas cristallin ([18, Th. 1.3] qui requiert les “hypotheses standard
de Taylor-Wiles”).

Le deuxieme théoreme considere le cas n = 2. Pour n = 2, la représentation 72" est
bien définie par la correspondance de Langlands locale pour GL3(Q,) (et compatible
avec la théorie globale, au moins dans beaucoup de cas, cf. [34], [22], [23]) et de plus
7" /(alg @p 7°) ne dépend que des h; et de W par [25, Th. VI.6.43].

Théoréme 1.6 (Théoréme 5.4.2). — Supposons n = 2.
(i) La Conjecture 1.4 est vraie lorsque W est réductible.

(ii) Si W est irréductible et si le (i) de la Conjecture 1.4 est vrai avec m* &
" /(alg @p 7°), alors on a Fo (™) ~ Ey @ Homy r)(Drig(fp), —) 0t Drig(pp) est
le (,I')-module étale sur Rg associé au dual de Cartier p, de p,.

La démonstration du Théoreme 1.6 utilise comme ingrédients principaux plusieurs
résultats de Colmez et Dospinescu ([24], [26]) combinés avec le Théoreme 1.3, le (i)
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du Théoreme 1.5 et un résultat de représentabilité et d’exactitude pour le foncteur F,
appliqué a certaines extensions de représentations localement analytiques de GLy(Q),)
(contenu dans le Théoreme 4.1.6). Pour démontrer completement la Conjecture 1.4
lorsque n = 2 et W est irréductible, il semble qu’il faille aller plus loin que les résultats
énoncés dans [24], [25], [26].

Le troisieme théoreme, le plus délicat, concerne le cas ou n = 3 et 7 est la
représentation de Steinberg de GL3(Q,) & torsion pres (en particulier p, est semi-
stable non cristalline a torsion pres). Ce cas est particulierement intéressant car, d’une
part la présence de l'opérateur de monodromie “rigidifie” la situation et implique

ax

que les deux droites Filg™, (pp) et Filg™, (p,) déterminent la filtration de Hodge
sur Dyr(pp) (ce qui n’est pas vrai dans le cas cristallin par exemple), d’autre part on

dispose de candidats explicites pour les représentations 7® de GL3(Q,), cf. [10, § 4.5].

Théoréme 1.7 (Théoréme 5.4.5). — Supposons n = 3, > = la représentation
de Steinberg (a torsion preés) et soit 7 comme dans [10, § 4.5] (aux notations pres).
(Z) On a Fa(ﬂa) = EOO(X—A)®EH0m(<p,F) (D(/\3E_jW) (xhj_hjﬂ) ®RE RE(X)? _)'

(ii) Le morphisme (6) (qui existe par le (i) ci-dessus et le (i) du Théoréme 1.5) est
un isomorphisme :

ExtéLn(Qp) (7%, alg @ )
— Bxtiry (Re(0)/(t~"+1), D(NG W)@ ") @r, Re(x)).

La démonstration du Théoreme 1.7 utilise essentiellement tous les théoremes
précédents, les résultats de [10] et le Théoreme 4.1.6 dans le texte qui donne un
énoncé crucial (mais délicat) de représentabilité et d’exactitude pour le foncteur
F,, appliqué a certaines extensions de représentations localement analytiques de
GL3(Q,). La preuve que 'on donne de ce Théoreme 4.1.6 est longue et tres tech-
nique, et pour aider le lecteur a s’y retrouver nous en donnons les grandes étapes
au début du § 4.3. Elle utilise des résultats dus a Schraen ([64]) et beaucoup
d’analyse fonctionnelle p-adique parfois fastidieuse sur des (1, I')-modules de Fréchet
ou l'opérateur ¢ joue un role important (cf. §§ 4.4 & 4.5). Noter que, pour démontrer
ce résultat d’exactitude, on utilise aussi I'action de Gal(E./FE) (cf. preuve de la
Proposition 4.3.3).

Indépendamment du Théoreme 1.7, dans [14] sous des hypotheses de généricité
faibles est associée a p, pour chaque a une extension non scindée 7*(p,) de 7 par
alg @ m° (qui dépend a priori de p, “tout entier”) telle que, au moins lorsque les
h; sont des entiers consécutifs, tout plongement alg ®p 7° < 7" s’étend en un
plongement 7%(p,) < 7. Le (ii) du Théoreme 1.7 permet par ailleurs d’associer a
(hi)ie1,2,33, W et Fily*(p,) (via la Proposition 1.1) une autre extension non scindée
de 7* par alg @ m° que 'on note 7*(Fil;**(p,)). Le (iii) de la Conjecture 1.4
et [14, Th. 1.1} impliquent que, au moins lorsque les h; sont consécutifs, ces deux
extensions non scindées devraient étre les mémes. La conjecture suivante (pour des
h; quelconques) est donc naturelle.
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Conjecture 1.8 (Conjecture 5.4.7). — Avec les notations précédentes, on a
T (pp) = m(Filg™ (pp))-

Le dernier théoreme de cette introduction montre que la Conjecture 1.8 est tres
vraisemblable.

Théoréme 1.9 (Théoréme 5.4.6). — La représentation n%(p,) ne dépend que de
(hz‘)ie{l,Q,S}; W et Filg™(py).

La preuve du Théoreme 1.9 repose sur les résultats de [14] et est indépendante
des théoremes précédents, mais a été fortement inspirée par la Conjecture 1.8. Il
s’agit d'un raffinement de la construction de 7*(p,) dans [14] qui consiste a utiliser
la correspondance localement analytique pour GL2(Q,) pour construire, par induc-
tion parabolique localement analytique et des calculs de cohomologie galoisienne, un
accouplement parfait entre deux Ext' de dimension 2, I'un coté (¢, I')-modules (sans
torsion), autre coté représentations de GL3(Q,), puis a définir 7*(p,) (ou plutot une
sous-représentation 7*(p,)” qui détermine 7%(p,)) comme l'orthogonal de la droite
engendrée par le (p,')-module associé a Fil})**(p,) dans la Proposition 1.1 (& tor-
sion et dualité pres) vu comme élément du Ext! coté (¢, I')-modules. Ce raffinement
repose sur la Proposition 5.5.13 (dont la preuve utilise des résultats de Dospinescu
[29]) et la Proposition 6.2.10 (dont la preuve a été reléguée en appendice car elle
n’utilise que des techniques de [14] et des calculs d’algebre de Lie). L’idée nouvelle
par rapport a [14] dans ces deux propositions est de considérer des représentations
localement analytiques de GL2(Q,) admettant un caractere infinitésimal.

Nous aurions aimé pouvoir montrer completement la Conjecture 1.8, mais cela
semble difficile sans avoir a démontrer encore d’autres propriétés (redoutables) de
représentablilité et d’exactitude de F, ni sans avoir a subir de nouveaux calculs dans
de grosses induites paraboliques localement analytiques de GL3(Q,). On atteint pro-
bablement la les limites des méthodes relativement “explicites” de cet article (et de
[10], [14]). Pour aller plus loin, par exemple pour traiter GL,(Q,) et p, générique
semi-stable non cristalline de dimension n > 4, il faut probablement trouver de nou-
velles méthodes.

Nous nous sommes limités au corps de base @, dans cet article pour le confort de
n’avoir a considérer que des (¢, I')-modules sur Rp. Plusieurs résultats, par exemple
la définition de F,, le Théoreme 1.2 et le Théoreme 1.3, devraient s’étendre au cas
de représentations localement o-analytiques de G/(L) pour L extension finie de Q,,
o: L — E et G déployé sur L de centre connexe, en remplacant les (¢, [')-modules
sur R par la théorie de [6].

Terminons cette introduction avec quelques notations et conventions générales.

Dans tout 'article £ désigne un corps de coefficients pour les représentations, une
extension finie de Q,, et (Em)mEZZO une tour d’extensions galoisiennes de E telle que
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E,, = E[*V/1] (on peut avoir E = E,, pour m petit). On désigne par val la valuation
p-adique normalisée par val(p) = 1 et | - | = 1/p**() la norme p-adique associée. On
note I' = Gal(Q,(*V1)/Q,) et ¢ : Gal(Q,/Q,) - T = Z le caractere cyclotomique
p-adique, qui permet d’identifier I' a Z;. On normalise la théorie du corps de classe
local de telle sorte que les Frobenius géométriques correspondent aux uniformisantes.
Ainsi e(z) = x|z| pour tout x € Q. On convient que le poids de Hodge-Tate de ¢
est 1.

Si G est un groupe algébrique on note Z; son centre. Si g est une algebre de Lie
(sur un corps), on note U(g) son algebre enveloppante. Si K est une extension finie
de Q,, on note U(g, K) UK ®q, U(g). Si V est un U(g)-module et X C g un sous-
ensemble quelconque, on note V[ X] « {veV,zv=0Vz e X}. Si M est un module
sur un anneau commutatif A et S C A un sous-ensemble quelconque, on note M, le

sous-A-module de torsion de M et M[S] le sous-A-module {m € M, sm =0V s € S}.

Si V' est une représentation d’un groupe G sur un E-espace vectoriel et n: G — E
un caractere, on note V(n) la représentation de V' tordue par n. Si V est un Q,-
espace vectoriel muni d’une topologie localement convexe, on note V5 son quotient
séparé, c’est-a-dire V/{0} (ot {0} est 'adhérence de {0} dans V') muni de la topologie
quotient, et V'V son dual continu muni de la topologie forte ([57, p. 30]). Si V et
W sont deux E-espaces vectoriels localement convexes, on note V ®g . W, resp.
V ®g, W, le produit tensoriel muni de la topologie projective, resp. injective, et
simplement V ®g W lorsque ces deux topologies coincident. On note ® B ® B Rp
au lieu de ®p », ®p,, ®p les complétés respectifs ([57, Prop. 7.5]).

Si M est une variété localement Qp-analytique paracompacte (ou de maniere
équivalente strictement paracompacte) de dimension finie (cf. [58, § II]), par exemple
un groupe analytique p-adique, et V un FE-espace vectoriel muni d'une topologie
localement convexe séparée, on note C**(M, V') le E-espace vectoriel des fonctions
localement analytiques de M dans V' ([59, § 2]), D(M, E) I’algebre des distributions
localement analytiques sur M a valeurs dans FE, c’est-a-dire le dual continu de
C*(M, E) avec sa topologie forte (cf. loc.cit.). Si M est compacte et V est un
espace de type compact, alors C*(M,V) est aussi un espace de type compact
([31, Prop. 2.1.28]). On note C*°(M,V) le sous-FE-espace vectoriel des fonctions
localement constantes.

Si G est un groupe analytique p-adique, on note Rep%'(G) la catégorie des
représentations localement analytiques de G sur des E-espaces vectoriels localement
convexes de type compact ([59, § 3]). La catégorie Rep%'(G) n’est pas abélienne,
mais elle est munie d’une notion de suite exacte (rappelons qu’une suite exacte courte
d’espaces de type compact est nécessairement stricte, de méme qu’'une suite exacte
courte d’espaces de Fréchet). Pour les objets de Rep%y'(G), on abrége “absolument
topologiquement irréductible” (i.e. qui reste topologiquement irréductible apres
extension des scalaires a une extension finie arbitraire de E) en “irréductible”. On
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rappelle que l'algebre D(G, E) contient U(g, E) (ou g est la Q,-algebre de Lie de
G). Sim, ' sont deux représentations localement analytiques admissibles de G ([60,
§ 6]), on note Exty (7, 7') le F-espace vectoriel des extensions dans la catégorie des
représentations localement analytiques admissibles de G.

2. Foncteurs F, et (¢,I')-modules sur I’anneau de Robba

On définit les foncteurs F,, et on montre leurs propriétés générales.

2.1. Quelques préliminaires. — On introduit plusieurs notations et on démontre
quelques résultats préliminaires, dont la Proposition 2.1.6, sur des représentations de

B(Qp).

On fixe un triplet (G, B,T') ou G est un groupe algébrique réductif connexe déployé
sur Q,, B C G un sous-groupe de Borel défini sur Q, et 7" C B un tore maximal

déployé sur Q,. On suppose G # T' (donc aussi B # T') et on note W = Ng(T') /T #
{1} le groupe de Weyl de G et N le radical unipotent de B. On note X(T') &
Homy, (T, G,,) le groupe des caracteres algébriques de T', XV(T) & Homg, (G, T')
Homy (X (T'), Z) le groupe des cocaracteres, (X (T), R, XV(T), R') la donnée radicielle
de (G,T), Rt C X(T) les racines positives relativement & B et S C R* les racines
simples. On note s, € W la réflexion associée a la racine o € R et p « % acpt @ €
$X(T). Pour a € R, on note N, € N le sous-groupe radiciel (commutatif) associé
et on fixe un isomorphisme ¢, : N, — G, de groupes algébriques sur Q, tel que ([43,

§ 11.1.2]) :
(7) La(trat™) = a(t)ig(za) VEET, V1, €N,.

L’application produit donne un isomorphisme de variétés algébriques sur Q, (pour
un ordre quelconque sur les a € RY) T[], p+ No — N. On note (cf. [63, § 5]) :

(0 N [N =5 g,
a€cS

ainsi que le morphisme de groupes induit ¢ : N(Q,) — Q,.

Pour a € S, on note N¢ ~ Hﬂe RH\{a} Nj le radical unipotent du sous-groupe
parabolique P, de G contenant B dont le groupe de Levi a pour racines simples {a}.
C’est un sous-groupe algébrique invariant de N tel que N, — N/N®. On note aussi
., le sous-groupe parabolique maximal de G contenant B dont le Levi a pour racines
simples S\{a}. On désigne avec un — en exposant les sous-groupes paraboliques
opposés ainsi que leur radical unipotent : B~, N~, P, (), etc.

Soit E une extension finie de Q,, E,,, = E( V1), By = Um>0Em et n: Q, = Ex un
caractere additif localement constant non trivial. On rappelle que si " est un autre tel
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caractere, par exemple ' = g on pour g € Gal(Ey/FE), alors on a n/'(—) = n(a(—))
pour un a € Q, cf. par exemple [19, § 1.7 (pour " = gon on a a € Z5). On

note encore 7 : N(Q,) — E le caractere induit N(Q,) 4 Q, 5 E. ainsi que sa
restriction a tous les sous-groupes de N(Q,).

Comme dans [63, § 0] on dit qu'un sous-groupe ouvert compact N° C N(Q,) est
totalement décomposé si Hae r+ Na = N induit :

(8) [T (Va(@,) N N®) = N°

pour tout ordre sur les racines . On fixe une suite croissante de sous-groupes ouverts
compacts de N(Q,) :

No TN C- - C Ny C Ny €

vérifiant les conditions suivantes : NV, est totalement décomposé pour tout m € Z,
Um>0Nm = N(Q,) et n(N,,) € E,, pour tout m € Zso. Pour o € S et m € Zx
on note N¢ aef NQp) N Nin > Tlger+\fay V8(Qp) N Ny et on suppose de plus
que N(Q,)/N*(Q,) ~ N,(Q,) £ Q, induit par restriction pour tout m € Zsq des
isomorphismes :

2%

() No(@,) A Ny = Nop/NC pimzp cQ,

On suppose enfin que le centre Zg est connexe. Pour tout o € S il existe alors des
cocaracteres fondamentaux A\, € XV(T) vérifiant pour 5 € S (voir par exemple [15,
Prop.2.1.1(iii))]) :

(10) e ={4 % 228

Rappelons que les A\, sont définis a addition pres d'un élément de X°(T) = {\ €
XY(T), (B,\) = 0V B € R} = XY(Zg) (la derniere égalité découle de Zg =
Nper ker(B3), cf. [43, § I1.1.6]) et que Ao : Gy, — T se factorise par le centre Zp, de
Lq,, ie. induit Ay : Gy — Zr, . Pour N 0 C N(Q,) sous-groupe ouvert compact
totalement décomposé, comme N, (Q,) N N° pour @ € RT est isomorphe & un sous-

Z,-module libre de rang 1 dans N,(Q,) = Q,, on déduit de (7), (10) et (8) que I'on
apour a € Set z € Z,\{0} CQ) :

(11) v (2)NA (2)7 C NY
avec égalité lorsque z € Z;.

Exemple 2.1.1. — Le cas essentiel pour cet article et celui ot G = GL,, (n > 2),

B = Borel des matrices triangulaires supérieures, 1" = tore diagonal, N = matrices
layg - -

0 1 a3 -

. ;. —1 . 4 .
unipotentes supérieures et £ : ( — > Qi1 (ce qui détermine les



14 C. BREUIL & Y. DING

lo). Pouri € {1,...,n}soit e; € X(T) tel que e;(diag(ty,...,t,)) =t;,ona S = {e;—
eir1, 1 €{1,...,n—1}} et R~ RY. On prend 7 tel que 1|z, = 1, n(1/p) # L et Ny, C
(Qp) pour m € Zxq le sous-groupe ouvert compact des matrices telles que a;; €

m(J 52, pour 1 <i < j < n. Enfin on prend A, _,,,(2) “ diag(z,...,z,1,...,1).

i n—i

Noter que Zg = Gy, et XY (Zg) = {z > diag(z',...,2"), i € Z}.

Lemme 2.1.2. — (i) Pour tout o € S et tout m € Zsq, le sous-groupe NS est
normal dans N,,.
(i) Pour tout a € S, tout z € Q, tout x € N(Q,) et tout v, € N*(Q,) on a

N(Aav (2)TaAav (Z)_l) = (1) = ?7(90%90_1)-

Démonstration. — (i) Le sous- groupe N*(Q,) est normal dans N(Q,).
AoV

) Par (7)
t (10) on a l( A (2)xq Tq).

(ii
(2)71) = l(xq), et il est clair que l(zzoz™!) = (24 O

On fixe a € S jusqu’a la fin de ce paragraphe. On note n® la QQ,-algebre de Lie de
N*(Q,), ou de maniere équivalente de N pour m € Zsq. Si V est un U(n®)-module,
on note Vie =~ V ®pme) @, le quotient de V' par le sous-Q,-espace vectoriel de V'
engendré par les vecteurs zv pour (z,v) € n® x V.

On fixe de plus m € Z>( jusqu’a la fin de ce paragraphe. Soit 7 une représentation
dans RepZ (B(Q,)), on rappelle que 7 est un espace de Fréchet (nucléaire)
réflexif muni d’'une structure de D(B(Q,), E,,)-module (a gauche) séparément
continu (cf. [59, § 3]). En particulier 7 et 7" sont munis d’actions continues de
N*(Q,) et n® pour tout @ € S qui commutent avec la structure de FE,,-espace
vectoriel.  On note (zv,x € n® v € V) l'adhérence dans 7¥ du sous-FE,,-espace
vectoriel (zv,x € n* v € 7¥) engendré par zv pour (z,v) € n® x 7. On a
(TP L (7)) ~ 7Y/ {zv, 7 € 07,0 € V) et le E,-espace vectoriel (V)3
muni de la topologie quotient est encore un espace de Fréchet réflexif (cf. [59, § 1]).

On définit de méme I'espace de Fréchet réflexif (7¥)ye = ((7) No )P en remplagant

(zv,x € n* v €n’) par (gv —v,g € N2, v € V).

Les sous- E,,,-espaces vectoriels m[n®] et 7¥m de 7 sont fermés, donc sont des espaces
de type compact (pour la topologie induite) par [59, Prop. 1.2]. De plus 7[n®] est
stable sous 'action de N} puisque n® est la Q,-algebre de Lie de N}, et cette action de
N2 sur 7[n®] est lisse par argument de [62, p. 114]. On note (—)(n), resp. (—)(n™*),
le tordu de (—) par le caractere 7, resp. 7!, pour laction de N©.

Lemme 2.1.3. — (i) On a des isomorphismes topologiques (7V)3F ~ wn®]Y et
() (g =~ (w(p=)m)Y.
(ii) Le sous-E,,-espace vectoriel de w[n®](n~') engendré par xv — v pour (x,v) €
N x [n®](n~1) est fermé.
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Démonstration. — (i) En utilisant la réflexivité de 7, on obtient facilement :
((x" )Sep) ~{vem flzv)=0V fer’, Vren}=rn.

Par réflexivité de (Wv)iip, on en déduit la premiere assertion en (i) en redualisant. La
deuxieme assertion se montre de maniere analogue.

(ii) Notons (zv—v,z € N%,v € m[n®|(n™1)) le sous-F,,-espace vectoriel de w[n](n~!)
engendré par zv — v pour (z,v) € N2 x w[n*|(n™') et 7[n*](n~!)no le quotient
7m](n™1)/{zv — v,z € N2, v € 7[n®](n~!)). Comme laction du groupe compact

Ng sur m[n?], et donc sur la. representatlon tordue w[n®](n~'), est lisse, on dispose de
I’ apphcatlon de projection usuelle :
(12) w0 (n™h) = a[n] (=)

dont le noyau est exactement le sous-espace (xv — v,z € N®, v € m[n®](n™!)) (utiliser
que le noyau contient ce sous-espace et que la surjection w[n®](n~') — 7[n®](n~") e
induit une surjection w[n®](n=1)¥m — 7[n*|(n™)ye par exactitude du foncteur (—)"m

sur les représentations lisses de N). Il suffit donc de montrer que I’application (12)

est continue ol [n®](n~1)"m est muni de la topologie induite par 7[n®](n~!). Mais
cela découle de [31, Prop. 7.1.6] avec [31, Cor. 7.1.4]. O

Par le (ii) du Lemme 2.1.3, le E,-espace vectoriel wn®*](n~')ye =
7 (n™Y)/{zv — v,z € N%, v € T[n*](n~')) avec la topologie quotient de 7[n®](n")
est (séparé) de type compact. De plus I'action de N,, sur 7 préserve le sous-espace
m[n®] (car, par le (i) du Lemme 2.1.2, 'action adjointe de N,, sur la Q,-algebre de Lie
de N(Q,) préserve la sous-algebre n ) et, toujours par le Lemme 2.1.2, fait du quotient
m[n®)(n~')ne une représentation localement analytique de N,,/NS ~ LZ (cf. (9)).
Pour z € Q, I'action de A, (2) sur m préserve de méme 7[n?], et si de plus Val( ) >0
elle passe au quotient w[n®|(n~)no par (11) (appliqué & N® = N2) et la premiere
égalité du (ii) du Lemme 2.1.2, et définit une action continue du monoide multiplicatif
Z,\{0} (vu dans Q) sur w[n*](n~")ng. De plus, si x €5 Ty et z € Z,\{0} C Q)
on a par (7) et (10) :

(13) zox = zzxozsur tn*(n”)ne
ot zx est vu dans —=Z, ~ N,,,/N2.
p

Par le (i) du Lemme 2.1.3, on a un isomorphisme topologique d’espaces de Fréchet
réflexifs :

«a - v «a a sé o
(14) () (0w )" = (w[n®]) ()™ o= ()5 ()
ot (1Y) ()N est muni de la topologie induite par (7V)®(n) (noter que la premiére

égalité est immédiate). En particulier (7¥)3 ()% est un D(Z,, E,,)-module continu

via No/Ng' ~ Z,. On note pour tout 7 dans Rep% (B(Q,)) :

(15) Mo(m) & ()™ = () )
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Si z € Q, val(z) < 0, on a aussi une action continue de z sur M,(r) avec la
convention que :

(16) (N = 1)

si f e (mn®](n~")na)Y. Six € No/N§ ~ Zy et z € QF, val(z) <0, on déduit de (13)
que l'on a sur M, () :

(17) zoz lxr=woz

olt 27z est vu dans Z, ~ Ny/N.

Remarque 2.1.4. — La fin de la preuve du (ii) du Lemme 2.1.3 montre que pour 7
dans Rep%, (B(Q,)) on a une bijection continue, donc un isomorphisme, entre espaces
de type compact :

[0 (g, — an) ()" = m(n =)
dont on vérifie facilement qu'’il est N,,/N%-équivariant et commute aux actions de
Aov (Z,\{0}) en définissant I'action de Ao (Z,\{0}) sur le terme de droite via l'action
de G(Q,) sur 7 suivie de la projection sur 7(n~)¥=. On a donc aussi un isomorphisme
compatible aux actions duales entre espaces de Fréchet réflexifs par le (i) du Lemme
2.1.3 et (14) :

(18) Mq(m) == (m") ()35

On n’utilisera ces isomorphismes qu’a m fixé (noter que les fleches naturelles quand
m grandit ne vont pas dans le méme sens des deux cotés). Quand on fera varier m
(cf. par exemple le (iii) du Lemme 2.3.2) c’est 7[n®|(n~")no et (7¥)5e

ae ()™ que l'on
utilisera.

Lemme 2.1.5. — Soit V' — V' un morphisme injectif continu de E,,-espaces vec-
toriels de type compact. Alors le morphisme (continu) VV — V' est d'image dense.

Démonstration. — Soit W 'adhérence de I'image de V" dans V'V, par [57, Cor. 9.3]
il suffit de montrer (V'" /W)Y = 0. Mais par réflexivité de V', (V'Y /W) s’identifie &
{v eV f(u(v)))=0 V feVV}ennotant ¢ : V' — V. Par [57, Cor. 9.3] encore,
ona t(v') =0douv =0. O

Proposition 2.1.6. — Soit 0 — 7" — © — 7’ une suite exacte de représentations
dans Repf. (B(Q,)). Alors on a un complexe d’espaces de Fréchet réflexifs :

Ma(r') L5 Mo (n) = Mo(x") — 0

ot g est une surjection topologique et ou l'image de [ est dense dans ker(g).

Démonstration. — On a une suite exacte de représentations lisses de N, :

0 — 7'n(n~") — wn®](n~") — #'n*)(n")
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d’ot1, par exactitude du foncteur des coinvariants (—)ye sur les représentations lisses
de N, une suite exacte de I,,-espaces vectoriels de type compact :

(19) 0 — 7"[n*)(n g — 7] (n g —> 707w

L’injection de gauche est automatiquement une immersion fermée (rappelons
’argument : elle induit un isomorphisme continu entre 7”[n*](n~")ne et le noyau de
I’application de droite, donc un isomorphisme topologique car ce sont deux espaces
de type compact). En dualisant (19), le résultat découle du Lemme 2.1.5 appliqué a
injection continue 7[n®](n™)na /7" [n%)(n~ ) na — 7' (n7") Na . O

2.2. (p,I')-modules généralisés. — On donne quelques rappels et résultats sim-
ples sur les (¢, I')-modules généralisés ([47, § 4]).

On fixe une extension finie £ de Q,. Pour r dans Qs, soit R} le E-espace
de Fréchet des fonctions rigides analytiques a coefficients dans E sur la couronne
p V" <|-| <1 OnaRy CRysir<r etonnote Rg ' lim R, anneau

r——+00

de Robba & coefficients dans E. On note également R}, le E-espace de Fréchet des
fonctions rigides analytiques a coefficients dans E sur le disque unité ouvert 0 < |-| < 1
(la “partie positive” de Rg). Un élément de R (resp. R}) est une série convergente

;;Ofoo a; X" avec a; € E (resp. et a; = 0 pour i < 0). On rappelle que tout sous-R’;-
module de type fini de (R%)? (pour un entier d > 0) est libre (de rang fini) et fermé
dans (R%)? pour la topologie de Fréchet ([5, Prop. 1.1.1]). Si D, est un R-module
de présentation finie, on le munit de sa topologie naturelle d’espace de Fréchet définie
par la topologie quotient d’une présentation finie (on vérifie facilement que cela ne
dépend pas du choix de la présentation). Tout sous-module fermé d’'un R}-module
de présentation finie est de présentation finie (prendre I'image inverse du sous-module
fermé dans une présentation et utiliser ce qui précede).

Lemme 2.2.1. — Soit r,r" € Qsq, 7 <1, alors les injections d’anneauz R — R,
et Ry, — Ry sont plates.

Démonstration. — On démontre le premier cas seulement, la preuve du deuxieme
étant strictement analogue. Comme R}, et R% sont des anneaux de Bézout integres
([3, Prop. 4.12(2)]), ce sont des anneaux de Priifer et par [38, Cor. 5.3.6] ils sont
cohérents. Mais avec des anneaux cohérents, il suffit de tester la platitude avec
des modules de présentation finie (merci a A. Abbes pour ce point), i.e. il suffit
de voir que si M” < M est une injection de RE-modules de présentation finie,
alors R, Ort M" — Ry Drt M est encore injectif (utiliser la Remarque 1 de [8,
§ 1.2.3] et le fait que tout idéal de type fini d’un anneau cohérent est de présentation
finie). Les anneaux R et R, sont des algébres de Fréchet-Stein au sens de [60,
§ 3], plus précisément on a des isomorphismes topologiques (pour la topologie limite
projective) :
RE = lim RpY et Ry = lim Ry
s——+00 s——+00
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ou R[E‘E’S] (resp. R[gs]) est I'espace de Banach des fonctions rigides analytiques a
coefficients dans E sur la couronne 0 < |- | < p~/¢ (resp. p~'/" < |-| < p~'/*). Pour
tout R -module, resp. Ri-module, de présentation finie M, on a :

(20) M = 1%& (R @ps M), resp. M > 1(1_1? (R @ry M),
S—r+00 S—+00

par [60, Cor. 3.4(v)]. Soit M” < M une injection de Rf-modules de présentation
finie. Comme R} — R[E?’S] est plat par [60, Rem. 3.2], on a encore une injection
R[IS’S}QZ)REM ey RE’“@REM . Comme R < RI" est aussi plat (car cela correspond

< . . . . . . . 7,8
a une immersion ouverte entre affinoides), on a aussi une injection R[E ]®RE M" —

R[Ef’s] ®RJ§M . Comme le foncteur lim est exact a gauche, on en déduit une injection :
—

lm (R ©ry (Rp@py M) = lm (R ©ry (Ri@p, M)

s—+400 §—+00
d’ot une injection Rp®zp + M e Rz M par (20) puisque Rp®psM "et R, @M
sont des R-modules de présentation finie. Cela termine la preuve. O

On munit tous les anneaux précédents de 'action continue E-linéaire de I" usuelle
(X)) =4(X) = ((1+ X)*™ — 1) pour v € T et i € Z. On définit aussi I'opérateur
de Frobenius E-linéaire continu ¢ : Ry, — RY pour r > p—1 (resp ¢ : Rp — R,
resp. ¢ : R — RE) par (X)) = ¢o(X)' = (1 + X)? — 1)" pour i € Z (en
remarquant que |(1+ 2)? — 1| = [2P| = [z|P sip™"/" < |z| < 1 et r > p —1). On note
= log(1+ X) € R, qui vérifie v(t) = e(y)t et p(t) = pt.

Pour r € Q,_1, on appelle (¢, I')-module généralisé (resp. (¢, I')-module) sur R
un Ri-module D, de présentation finie (resp. libre de rang fini) muni d’une action
semi-linéaire continue de I' et d’'un morphisme ¢ : D, — RY ®ry, Dy qui commute a
I" et induit un isomorphisme R’ -linéaire :

(21) ld®e : RY ©pry, Dy — R @ry, D,

Si D, est un (¢,')-module généralisé sur R, I'argument de la preuve de [47,
Prop. 4.1] montre que pour ' >> r on a un isomorphisme de R’ZEl—modules :

(22) B®ry Dr = (Rp)* @ (L, R/ ("))
pour des entiers d,d’, k; > 0 (noter au passage que l'injection R} C R’E/ induit une

surjection R, /(tF) — Ry /(t*), cf. [47, Lem. 4.2]). Si v’ > r, alors D, « ’ZE'®R% D,
avec action de I' par extension des scalaires et :

o Dy —> ng,(}@RTE/DT,/ zRg/(@R%r(Rg@RTEDT)
A®d — oA @e(d), e Ry, de D,

définit un foncteur des (¢, ')-modules (généralisés) sur R, vers les (¢, I')-modules
(généralisés) sur Ry. On appelle (¢, I')-module généralisé (resp. (o, I')-module) sur
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Re un Rg-module D muni d’actions semi-linéaires de ¢ et I' tel que pour r > 0 il
existe un (¢, I')-module généralisé (resp. un (¢,I')-module) D, sur R} et un mor-
phisme R-linéaire D, — D qui induit un isomorphisme R p&zr D, = D compatible
a et . SiD,D. (resp. D,D’) sont deux (p,I')-modules généralisés sur R,
(resp. Rpg) on note Hom,ry(D,, D;) (resp. Hom, (D, D’)) les morphismes de

-modules (resp. Rp-modules) qui commutent a ¢ et I'. Ce sont des E-espaces
vectoriels de dimension finie(").

Remarque 2.2.2. — Les (p,I')-modules généralisés sur R g sont définis de maniere
un peu différente dans [47, § 4.1] mais on montre facilement que la définition ci-dessus
est équivalente en utilisant 'argument précédant [47, Lem. 4.2].

Lemme 2.2.3. — (i) Les catégories de (¢, 1")-modules généralisés sur R, ou sur Rg

sont abéliennes. La sous-catégorie des (¢,1')-modules généralisés sur Ry de torsion

est artinienne.

(ii) Soit D, D,., D, des (p,T')-modules généralisés sur Rg, R}, et Ry, respectivement

tels que l'on a f, : Rp®gy, D, S Detfo:Re ®RE/ D, = D, alors il existe r" > r,r’

et un isomorphisme Ry Qrr D, 5 Ry Dy D, de (p,T")-modules généralisés sur
7}; tels que le diagramme suivant commute :

1

f;/ ofr
RE ®ry, D —— R Ry D,

| |

1" ~ 1!

(111) Tout morphisme D — D’ de (p,I")-modules généralisés sur Rg se factorise sous
la forme :

D——=1D

]

D, ——=D!.
ot Dy, D, sont des (p,')-modules généralisés sur Ry pour v > 0 tels que Rp®ry,

D, = D, Rg®gy D, = D' et D, — D, est un morphisme de (p,I')-modules
généralisés sur R.

Démonstration. — (i) Pour Rg le premier énoncé est démontré dans [47, § 4.1] et le
deuxieme découle de (22) par extension des scalaires a Rg. Comme R, est un anneau
cohérent (cf. la preuve du Lemme 2.2.1), un morphisme de (¢, I')-modules généralisés

(UPar dévissage sur D et D', il suffit de traiter les deux cas : D et D’ sont libres de rang fini
sur R% (resp. REg), et D et D’ sont libres de rang fini sur R%/(t) (resp. Rg/(t)). En utilisant
Hom,, ry (D, D;) =~ Hom, 1y (R, D) @y, D;) ou Hom, 1) (Ry/(t), D) ®@rzr /) D)) (suivant les
cas), et idem avec Rg au lieu de RY;, le résultat se déduit de [47, Th. 4.7(1) & Th. 5.3(1)] (et de
leur preuve) avec le (iii) du Lemme 2.2.3.
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f : D, — D. sur R}, a son noyau et son image de présentation finie comme RY;-
module. Il suffit donc de montrer que ker(f) et im(f) vérifient (21). Comme RY
est libre de rang fini (= p) sur ¢(R}), le foncteur Ry ®,r; (—) est exact sur les
Ri-modules. Le foncteur R ®z-(—) est aussi exact par le Lemme 2.2.1. Le résultat
découle alors du diagramme commutatif :

'Rg Ry, RE, D, ——~ R}g AR, D,
lld f lld f
RY ®pry D, ——RY ®gy D

(ii) Quitte a augmenter r et 1’ on peut supposer D, et D, de la forme (22). L’assertion
découle alors facilement du résultat suivant (on laisse les détails au lecteur) : si
r,. € Ry /(tF) (resp. RY) et 20 € R/ (t*) (vesp. Ry) ont méme image dans R/ (")
(resp. Rp), alors il existe 7 > r, 1’ tel que z, et x,» ont méme image dans R, /(t*)
(resp. R, ), cf. [47, Lem. 4.2]. L’argument pour (iii) est analogue. O

Soit D un (¢, I")-module généralisé sur Rg. On note I(D) la catégorie des triplets
(7, fry Dr) ot 7 € Qsp1, D, est un (@, I')-module généralisé sur Ry et f, : Rp Qry
D, = D un isomorphisme de (p,I)-modules généralisés sur Ry, les morphismes
(r, fryDy) — (', frr, Dyv) étant les isomorphismes f,. . : 75@% D, = D, pour
' > r de (p,T')-modules généralisés sur R7, tels que le diagramme commute :

’ Id ®f7",r/

|

D.

On déduit du (ii) du Lemme 2.2.3 (et de sa preuve) que la catégorie I(D) est une
catégorie filtrante au sens de [50, § IX.1] et que ’on un isomorphisme de R g-modules
qui commute a @ et I':

(23) lim D, —» D
_>
(r.fr,De)€I (D)

(en particulier cette limite inductive est filtrante).

Remarque 2.2.4. — Si D est un (p,')-module généralisé sur Rp, on pourrait
penser munir D de la topologie limite inductive (cf. [57, § 5]) pour tous les mor-
phismes D, — D en (23). Mais cette topologie n’est pas tres utile car elle n’est en
général pas séparée. Par exemple, le noyau de la surjection continue R /(t) - Rg/(t)
est dense dans R, /(t) (son adhérence est un idéal principal de R’;/(t) dont on vérifie
facilement que le seul générateur possible est 1) | S’il était fermé, il serait tout R’/ (1),
ce qui est impossible.
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On rappelle (ou on vérifie) que RY ~ @'~ (1 + X)ip(R},), de sorte que, si D, est
un (p,I')-module (généralisé) sur RE, on a:

(24) RY ®ypry Dy =~ &5 (1+ X)' @ D,

On note pr, : R ®gpryDr — D, la projection (continue) sur le facteur correspondant
a 1 = 0 et on définit 'opérateur continu ¢ : D, — D, comme la composée :

(1d®e)~!

1®Id ~ pr
R]g®7€% D,« — R}g@vﬁgD 0 D

(25) D,

On voit facilement que ¢ commute a l'action de I', vérifie ¢)(p(N)d) = A\p(d) pour
A E RTE/p et d € D,, et que 'on a dans RY, R, Dy pour d € D, via (24) :

w((l + X)P'd)
(1+X)

p—1
(26) (dee) ' 1ed) =Y (1+X)
=0

En remplagant R’; et RY par Rp, on définit de méme ¢ : D — D si D est un
(¢, I')-module (généralisé) sur Rp, et on a encore (26). Si D ~ Rp®g; D, pour D,

n (¢, I')-module (généralisé) sur R}, le morphisme D, — D commute a v (utiliser
(25) pour D, et D).

Nous aurons besoin de considérations analogues avec les anneaux RZ&S} définis dans
reuve du Lemme 2.2.1. ur r 1 s > r dan n véri ilemen
la preuve du Lemme 2.2.1. Po € Qsp-1 et s > r dans Q, on vérifie facilement

que l'on a @(R%’S]) C R[g’ps] (olt ¢ est le Frobenius induit par p(X) = (1+ X)? —1),
ainsi que RE7 ~ P~ (14 X)ip(RLY). Par extension des scalaires de RE & R
sur (21) on déduit un isomorphisme RE*J-linéaire :

Id®y : R[Epr’ps] & sl D[r,s] — D [pr,ps]

R!
Y p
ou 'on a posé pour 8 > r' > r:

déf

(27) Dypro) € RE @y, D,

On a comme en (25) un opérateur encore noté v : Dy g — Dp g commutant a I
défini comme la composée :

(1d®p)~?

(28) D[T,ps] — D[pr’ps] = R%ﬂ’ps] X 3] D[ns] ﬂ D[r’s].

so,REg

De plus, les fleches de restriction induisent des diagrammes commutatifs évidents
quand s grandit qui, lorsque I'on prend la limite projective pour s — +o00 sur (28),
redonnent (25). On note enfin :

(29) ¥ : Dy —>R[”’"vp5]® Rl Dirs) R @, rt Dipg = @5 (1+ X)' ®@ Dpy g

(ou la premiere fleche est la composée des deux fleches de gauche en (28)) qui est
R j-linéaire et commute a T.
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2.3. Foncteurs F,. — Pour tout a € S on associe a toute représentation dans
Rep%'(B(Q,)) un foncteur exact a gauche F,, sur les (¢, ')-modules généralisés sur
RE.

On conserve les notations des §§ 2.1 et 2.2 et on fixe une racine v € S. Pour m un
entier > 0, on rappelle que 'on a un isomorphisme d’algebres de Fréchet D(Z,, E,,,) ~
Ry qui envoie p € D(Z,, Ey) vers p((1+ X)?) = >20% u((3) X" € RE ([1]) et o
la multiplication par z € Z) (resp. p) sur Z, induit par fonctorialité de D(Z,, E,,)
Popérateur 7, = e *(z) (resp. ¢) sur Ry, . Soit 7 dans Repf (B(Q,)), on déduit
de la fin du § 2.1 que M,(r) = (7V);P ()" est un R}, -module continu sur un
espace de Fréchet muni d'une action semi-linéaire continue de I' = Zy (C Q) et
d’un endomorphisme continu ¢ commutant a I' donné par action de 1/p € Q) (cf.
(16)) et vérifiant ¢ (p(A)v) = Ap(v) pour A € RE et v € My(m) (cf. (17)). Comme

en (26) on en déduit une application E,,-linéaire continue :

N i : 1+ X)P
(30)  Ma(m) = R, @zt Ma(n), Ui—)iz(;(l—l-X) ®W(1+))<) )

et on vérifie facilement qu’elle est Rgm—linéaire et commute a I'. Tout morphisme
n' — 7w dans Repf, (B(Q,)) induit un morphisme continu de R, -modules M, (m) —
M, (') qui commute a I" et 9.

Soit m dans Rep%'(B(Q,)), pour m entier positif ou nul on considere le foncteur
de la catégorie abélienne des (i, I')-modules généralisés sur R dans la catégorie des
E,.-espaces vectoriels :

(31) Fa,m(ﬂ') T — lgl HOme (Ma(ﬂ' ®E’ Em), Tr ®E Em)
(rofr T €1(T)
ot Homy, p(—, —) désigne les morphismes continus de R, -modules qui commutent

a ¢ et I'. La limite inductive en (31) est filtrante, cf. (23), et la fonctorialité en T
découle des points (iii) et (ii) du Lemme 2.2.3.

Remarque 2.3.1. — (i) La commutation d’un morphisme de R}, -modules f :
M, (7 Qg E,,) — T, @ E,, avec ¢ est équivalente a celle du dlagramme :

0)
Mo(r @5 En) ~=RE, @, 5 Mol ®5 Ep)

(32) ¥ jld@f

(26) r
R%m ®¢,Rgm (Tr ®E Em)

TT‘ QF Em
(ii) L’application T, — T" induit un morphisme canonique :
Fo(m)(T) — Homyr (Mo (7 ®p En), T ®p Ey,),

mais sans conditions supplémentaires sur 7 ce morphisme n’a pas de raison d’étre
injectif ni surjectif.
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(iii) Soit D,, D, deux (¢, ')-modules généralisés sur R, , alors tout morphisme con-
tinu de Ry, -modules D, — D] est un morphisme (continu) de R}, -modules (il est
facile de vérifier qu’il commute & R, [1/X] puis on utilise la continuité pour étendre
a Ry ). On a le méme résultat avec des (¢, I')-modules généralisés sur Rp,,.

(iv) Soit D,, D, deux (p,I')-modules généralisés sur R, , alors par (26) tout mor-
phisme dans Homy, (D, D..) (rappelons qu'il s’agit des morphismes continus de R, -
modules - ou de maniere équivalente par (iii) de R%, -modules - qui commutent a )
et T') commute aussi a (Id ®p)~!, d’ott on déduit :

Hom .0y (D,. D) > Homyy (D, DL).

On a le méme résultat avec des (p,I')-modules généralisés sur R, .
(v) Soit D,., D, des (¢, I')-modules généralisés sur R, alors on a :

HOIH(%F)(DT, D;) RE Em ;> HOHl(%F)(DT RE Em, D:, Re Em)
Idem avec des (¢, I')-modules généralisés sur Rp.

Lemme 2.3.2. — (i) Pour tout m dans Rep3' (B(Q))) et m € Zsq il existe une ac-
tion naturelle du groupe Gal(Ew/E) sur le foncteur Fy (7)) qui est Ep,-semi-linéaire
(via Uaction de Gal(Ey/E) sur E,,).

(11) Pour tout morphisme m — © dans Repy' (B(Q,)) on a un morphisme canonique
de foncteurs Fy p,(m) — Fom (') qui commute a Uaction de Gal(Ew/E) en ().
(11i) Pour tout m dans Rep%' (B(Q))) et m € Zso, on a un morphisme canonique de
foncteurs Fy p(m) — Fomi1(m) qui commute a Uaction de Gal(Ew/E) en (i).
Démonstration. — (i) Soit g € Gal(E./FE) et 1/ « gom, onavuau § 2.1 que
pour tout z € N(Q,) on a n'(x) = n(ar) pour un (unique) a € Zyx. Posons t, ©
[Tses\ (o Asv(a) € T(Qp), en utilisant (7), (8) et (10) on vérifie que la conjugaison
par t, sur G(Q,) préserve N, et N2, est I'identité sur N,,/NS, commute a T(Q,) et
vérifie n(tyat,') = n'(z) pour tout x € N*(Q,). L’action de g sur (7 ®p En)[n®] =
m[n* @ E,, (via son action sur E,,) induit un isomorphisme FE,,-semi-linéaire :

(33) 9: (1 ©p En)n®) (" )ng, = (7 5 En) [0 g
et action de t, € T(Q,) sur 7 induit un isomorphisme E,,-linéaire :
(34) ty: (T ®p Em)[na](n/_l)N% = (1 ®p En)n*(n7")Ne

ces deux isomorphismes commutant aux actions de N,,/NS et A\yv(Z,\{0}). On en
déduit une action semi-linéaire de Gal(Ew/E) sur (1 @p E,,)[n*](n~')ne en faisant
agir ¢ par t,0g, puis une action semi-linéaire sur le dual M, (m®gE,,) (cf. (15)) donnée
par (¢f)(v) < g(f((t,*og™")v)) pour v € (x5 ) [0(n "), | € Ma(r@p ) Ol
g agit sur f((t,;'og~")v) € E,, par action de Gal(E/E) sur E,,. Soit T un (¢, T')-
module généralisé sur R, on définit enfin une action de Gal(E,/E) sur Fy, ,,(m)(T)
en envoyant F' € Homy, p (M, (7 ®g E,,), T, ®p Ey,) (cf. (31)) sur gF défini encore par

(gF)(f) « g(F(g71f)) ot g71 f est 'action ci-dessus de g~! sur f € M, (7 Qg E,,) et
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g agit sur F(¢g7'f) € T, ®g E,, par 'action de Gal(E,,/E) sur E,, et 'action triviale
sur 7,.

(ii) La preuve est immédiate et laissée au lecteur.

(iii) Par les résultats du § 2.1, I'inclusion N C N2, induit un morphisme de E,,1-
espaces vectoriels de type compact :

(0] @ En) (0 vg @8, Eny = (7[0%] @ Epg) (™) ne

m—+1

qui induit par (14) un morphisme continu de R§m+1—modules :
(35) My (1 ®p Emy1) — Mo(m Qg En) g, Fmia
qui commute a I'; ¢ ainsi qu’a action de Gal(E, /FE) définie au (ii). Ce morphisme
induit pour (r, f,,T,) € I(T) :
Homyr (Mo(r®EE,y), @5 Ey) < Homyr (Mo(tQEEy)®5,, Bnt1, T, Qp Emi)
— Homyr (Mo(7 @p Ent1), T @p Emtt)

d’ou le résultat en passant a la limite inductive sur (r, f,, T,) € I(T). O

Pour m € Zso on note F(¢,I"),, la catégorie des foncteurs covariants additifs
exacts a gauche de la catégorie abélienne des (¢, I')-modules généralisés sur Rg
dans la catégorie abélienne des FE,,-espaces vectoriels avec action FE,,-semi-linéaire
de Gal(EL/E) (cf. [50, § I1.4]). La catégorie F'(¢,I'),, est clairement abélienne. On
définit de méme F(p,')o en remplacant E,, par F. Le (i) du Lemme 2.3.2 montre
que Fy () est dans F(p,I),,.

On vérifie facilement que pour tout m € Zs( et tout 1 — 7’ dans Rep%'(B(Q,)) le
diagramme de foncteurs suivant donné par les (ii) et (iii) du Lemme 2.3.2 commute :

Fa,m<7r) Fa,m(ﬂ'/>

]

Fa,m+1 (ﬂ-) — Lam+1 (7T/)-

On définit alors le foncteur additif covariant F,, de la catégorie Repy' (B(Q,)) dans la

catégorie abélienne F'(p, ') par :
(37) 7 Fo(m) & lim F . (7)

m——+0o0

(i.e. Fo(m)(T) = hIE Fom(m)(T) pour tout (p,')-module généralisé T" sur Rp).
m—r—+00

Exemple 2.3.3. — Explicitons le foncteur F, quand G = GLy (cf. Exemple 2.1.1).

On a N* = N2 = {1} et Ao (z) = diag(x, 1), et par la Proposition 2.3.6 ci-dessous,

1Lz,

0 p

a My(m ®g Ep) = (1 ®g Ep)Y ~ 7 Qg E,, ou la structure de Rj-module vient

de l'action de Ny = ((1) Zf’) sur 7w/, l'action de I' de celle de <Z§ (1)), I’action de v

on peut choisir N, = ) pour m € Zsg. Pour m dans Repy'(B(Q,)), on
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de celle de (% 2) (rappelons que B(Q,) agit sur le dual 7" comme en (16)) et ou

l'action de Gal(E,/E) est triviale sur 7. On voit donc que l'on a F,(m)(T) =
Eo®p lim Homy r(7¥,T,) (et on pourrait en fait oublier E,, dans ce cas).
(r.fr T2)EI(T)

Six: Gal(Ew/E) — E* est un caractere localement analytique, on note E(x) le
E-espace vectoriel de dimension 1 avec action semi-linéaire de Gal(FEw/F) donnée
par g(x) = g(z)x(g) pour z € E,. Noter que par Hilbert 90 on a Ey(x) ~ Fx si et
seulement x est lisse (i.e. x se factorise par Gal(F,,/E) pour m > 0). Pour = dans
Rep% (B(Qp)), sil'on a Fo(7)(T) ~ Ex(x) @ Homy ry(Da(m), T) (fonctoriellement
en T) pour tout (p,I')-module généralisé T sur Ry ou D, () est un (¢, ')-module
généralisé sur Ry, alors le (¢,I')-module D, (7) est uniquement déterminé.

Proposition 2.3.4. — (i) Le foncteur m — F,(m) envoie une suite exacte 0 —
7" — 1 — 7' dans Rep%y' (B(Q,)) vers une suite ezacte dans F(p,I')o :

0 — Fo(n") — F(r) — F (7).

(i) Si Von a de plus Fu(—)(T) = Fw(x) @ Homury(Da(—),T) (fonctorielie-
ment en T) pour tout (p,T')-module généralisé T sur Rp ou — € {m,7n'}
et Do(=) est un (p,I')-module généralisé sur Rg, alors on a F(x")(T) =
Eoo(X) RE Hom(go,F)(Doc(ﬂJ)/Da(ﬂ-)? T)

Démonstration. — (i) Par exactitude de lim | il suffit de montrer le résultat avec
m—r+00

T+ Fym(m) pour m dans Repy (B(Qp)). Soit T un (¢, I')-module généralisé sur
Rg et (r, f,T,) dans I(T'), par la Proposition 2.1.6 on a un complexe de F,,-espaces
vectoriels :

(38) Homyp (Mo (7"), T, @ En) < Homyp (Mo(7), T, ®p En,)
— Homy,p (Mo(7'), T, @5 En)

ou la premiere application est injective. Si f : M,(7) — T, ®g E,, est nul sur
im(M,(7") — M,()), alors f est nul sur ker(M,(7) — M,(7")) par continuité et
la derniere assertion de la Proposition 2.1.6. Donc f se factorise en un morphisme
continu M, (7") — T, ®g E,, par la surjection topologique dans la Proposition 2.1.6.
On en déduit que (38) est en fait une suite exacte pour tout 7. Par (31) le résultat
découle de I'exactitude des limites inductives filtrantes.

(ii) Cela découle formellement du (i). O

Remarque 2.3.5. — Le (ii) de la Proposition 2.3.4 peut se généraliser comme suit :
si on a des caracteéres localement analytiques xi,...,x, de Gal(Ey/FE) distincts
modulo les caracteres lisses, et des (o, ')-modules généralisés D, 1(—), ..., Dar(—)
sur R pour — € {m, 7'} tels que Fi,(=)(T) ~ @._; (Es(xs)@sHom, 1y (Dai(—), T)),

alors on a Fo(n")(T) ~ @,_, (Ex(xi) ®r Hom, r)(Da,i (1) /Dai(), T)).
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Rappelons que la définition du foncteur F,, dépend d’un certain nombre de choix :
choix des (Lq)acs vérifiant (7), du caractere additif non trivial 7, de la suite de sous-
groupe ouverts compacts (N, )m>o vérifiant les hypotheses du § 2.1, et du cocaractere
Aav.

Proposition 2.3.6. — Le foncteur F, ne dépend pas des choix de (to)acs, 1 €t
(Ny)>o, i.e. pour un autre choiz donnant un foncteur F), il existe un isomorphisme
de foncteurs F), ~ F,.

Démonstration. — Soit (N )>¢ une autre suite croissante de sous-groupes ouverts
compacts totalement décomposés de N(Q,) telle que U,,>oN], = N(Q,), n(N),) C E,,
pour m € Zsg et telle que N(Q,)/N*(Q,) =~ N,(Q,) S Q, induise par restriction

(pour la racine simple « fixée) N,(Q,) N N = N/ N|* — Z, C Q,. Alors on peut
définir des foncteurs F},,, en remplagant (N,,)>0 par (NV),)>o dans la définition de
F, . (notons que 'on n’a pas besoin de toute la condition (9)). De plus, comme les
deux suites (IV],)>o et (N,,)>0 sont croissantes et cofinales dans N(Q,), en procédant
comme dans la preuve du (iii) du Lemme 2.3.2, pour tout m € Zs il existe my, my >
0 tels que pour tout m dans Rep%'(B(Q,)) on a des morphismes naturels de foncteurs
Fom(m) = F,,, (7) et ), (7) = Fom,(m) qui commutent a I'action de Gal(Ew/E).
On en déduit des morphismes fonctoriels en 7w dans F(p, ') :

lim F,,(r)— lim F., (7) et lim F. (7)— lim F,,(7)
m—+o00 m—»+oo ’ m—»+oo ’ m—+00

dont la composée dans les deux sens est clairement 1’identité.

Soit ' : Q, — E un autre caractere additif tel que n'(N,,) C E,,, alors on a
a € Q tel que (=) = n(a(—)), et quitte a échanger 1 et 1" on peut supposer
val(a) > 0. Soit ¢, « [Tses (o Aov(a) € T(Qy) et N, « t-Ny,t, pour m > 0.

Les sous-groupes (V),)>o sont totalement décomposés et tels que U,,>oV;, = N(Q,),
n'(N},) C E,, pour m € Zsq et i, induit N,(Q,) N N} = N}/N(* — Z,. Par le
paragraphe précédent, le foncteur F, défini avec (15)ser+, 7' €t (Nim)>o0 est le méme

que celui défini avec (t5)per+, 7' et (N],)>0. Mais, comme dans la preuve du (i) du
Lemme 2.3.2, la multiplication par ¢, ' induit un isomorphisme :

(39) t,' (7 ®p En)[n](n7 g — (7 @ En) [0 ge

-1
dont on vérifie facilement qu’il commute aux actions de Z, S N{/N* = No/N§,

Aav(Z,\{0}) et Gal(Ew/E). On en déduit F) ~ F,.

Soit (¢8)per+, 0, (Nm)>o avec n(Ny,) € E,, et No(Qp) N Ny = No/N§ — Z,. La
construction du foncteur F,, associée a ces choix ne dépend en fait pas des ¢z pour
B € RT\S. Fixons 8 € S\{a} et remplagons 15 par ¢ “ atg pour un a € Q. On
a donc une nouvelle application ¢’ : N(Q,) — Q, qui induit un nouveau caractere
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77’ o nol : N(Q,) — E. Alors par (10) on voit que )\Bv( )

€
No(Qp) et vérifie (nol’)(—- ) (nol)(Asv(a)(—)Asv(a)™") (avec (7
par Agv(a)™! a alors les mémes propriétés que celle par ¢! en (3

tg pour 3 # a n’affecte pas Fy.

T(Q,) commute avec
)). La multiplication
9). Donc changer les

Soit enfin () gen+, 1, (N0 avee No(Q,) NG = Nj /N3 <5 7, et iy = 1581 8 #

a. On a (), 41, pour un a € Q) ce qui implique ;' (2) = Aav (@), " (2) Agv (@)~
pour z € Z, par (10) et (7). La multiplication par A\,v(a)~! induit un isomorphisme :

Aav (@)™ (m ®@p En) (07 ) ve — (7 @5 En) 107 oy (01 Mot rw (@)

. . . . _ N . -1 .
qui commute aux actions de Z, (agissant via (3! & gauche et via " & droite),

Aov(Z,\{0}) et Gal(Ex/E). On en déduit que F, est isomorphe au foncteur obtenu
avec (15)ger+, 1M, (Aav (@) ' NuAav(a))>o qui lui méme, par le premier paragraphe, est
isomorphe au foncteur obtenu avec (v3)ger+, 1, (IV;,)>0. Cela acheve la preuve. [

Remarque 2.3.7 — Le foncteur F, dépend du choix de \,v, mais si I’on remplace
Aav par Aqv + p pour p € XY (Zg), alors lorsque Z¢(Q),) agit sur m € Repy (B(Q,))
par un caractere x. : Z(Q,) — E*, on change M, () en M, () Bt RE((Xzop)™),
c’est-a-dire que 'on multiplie I'action de v =7, € T par x.(u(z))™" et celle de ¢ par
X=(1(p)). Noter au passage que si l'on tord 7 par un caractere localement analytique
X : B(Q,) — E* qui est trivial sur N(Q,) € B(Q,), alors on change M,(7) en
Mo () @y Rp(x o A7) (cf. le tout début du § 3.3 pour la notation).

3. Foncteurs F,, et théorie d’Orlik-Strauch

On étudie les foncteurs F,, appliqués aux représentations localement analytiques
FS (M, m%) définies par Orlik et Strauch ([54]).

3.1. Quelques notations. — On commence par quelques rappels et notations.

On conserve les notations des §§ 2.1, 2.2 et 2.3. On note g (resp. b, n, t, b—, n7)
la @-algebre de Lie de G(Q,) (resp. B(Qy), N(Q,), T(Qy), B~(Qy), N™(Qp)) et
U(—) les algebres enveloppantes associées. Afin de pouvoir utiliser les résultats de
[54], on suppose [54, As. 5.1] (comme dans loc.cit.), i.e. p > 2 si le systeme de racine
associé a (g,t) a des composantes irréductibles de type B, C, Fy et p > 3 s’ il en a
de type G (en particulier il n’y a pas d’hypothese sur p si G = GL,). Suivant [54,
§ 2], on note OF}, la sous-catégorie pleine de la catégorie O = O" (cf. [41, § 1.1]) des
U(g)-modules dont les poids (au sens caracteres de t) sont algébriques. Si P C G est
un sous-groupe parabolique contenant B, on dispose également de la sous-catégorie
pleine (’)Z C O}, ot p~ est la Qp-algebre de Lie de P~(Q,) (cf. [54, § 2]). On note
Lp le sous-groupe de Levi de P, Np son radical unipotent (donc P = Np x Lp) et
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Nyp, “ LpNN. Pourw € Wet A€ X(T), on note w - X la “dot-action” par rapport

a B ie.w-A=wA—p)+pe X(T).

Pour A € X(T), on note L™ (\) € OF), le U(g)-module simple sur £ de plus haut

poids A par rapport a B~ c’est-a-dire I'unique quotient simple du module de Verma
U(g) @up-) Aot A : U(t) = E est vu comme caractere de U(b™) via U(b™) — U(t).
Il est dans (’)21; si et seulement si (A, V) < 0 pour toute racine simple 8 € S de Lp et
c’est alors aussi 'unique quotient simple du module de Verma généralisé U(g) @ (-
L=(M\)p ou L™ (\)p est la représentation algébrique irréductible de dimension finie de
Lp(Q,) sur E de plus haut poids A (par rapport a B~ N Lp). Rappelons que toute
représentation algébrique irréductible de Lp(Q,) sur E est de la forme L~ (\)p pour
A € X(T) tel que (A, 3Y) < 0 pour toute racine simple 8 € S de Lp, et que L™())
(pour A € X(T)) est de dimension finie sur E si et seulement si (A, 5¥) < 0 pour tout
g € S ie. A est dominant par rapport a B~.

Soit 7% une représentation lisse de longueur finie de Lp(Q,) sur E, Orlik et
Strauch construisent dans [54] un foncteur contravariant exact M — FS_ (M, %)
de la catégorie Og;g dans la catégorie Rep%'(G(Q,)) (en fait dans la catégorie des
représentations localement analytiques admissibles de longueur finie de G(Q,) sur
E). Rappelons brievement sa définition. On choisit d’abord un sous- E-espace vecto-
riel de dimension finie W de M stable par U(p~) et qui engendre M sous I'action de

U(g), de sorte que l'on a une suite exacte courte de U(g)-modules a gauche :

0 —> ker(¢) — U(g) Qu@) W — M — 0.

On définit I'induite parabolique localement analytique :

(Indg(_Qéa)p) WY @pnx)" Y G(Q,) » WY @p 7% loc. an. tel que
f(p~g) =p(f(g)) pour tous p~ € P7(Qy), g € G(Q,)}

ou WY est le dual de la représentation de dimension finie W (I'action de G(Q,) étant
donnée comme d’habitude par (¢'f)(g9) = f(g99')). Pour f : G(Q,) — WY ®p 7¥
localement analytique et @ € U(g) ®up-y W, on définit 2 - f . (f(—=)(w)) €
Co(G(Q,), 7F) si 0 = r @ w avee (y-h)(g) = Lh(exp(—tn)g)li—o € 75 si h €
C*™(G(Qp), 7)) et y € g. On a alors (cf. [54, § 1], et aussi [12, (2.5)]) :

(10)  FE(Mp) L {f € (nalG) WY epn)™, 0 f=0 Vo eker(o) |

qui ne dépend pas du choix de W. En particulier, pour L~ (\)p représentation
algébrique irréductible de Lp(Q,) sur E, on a donc :

— 0 G(Qp — oo an
FE-(U(8) ®upy L~ (Vp,7F) = (ndi Q) L~ (\)p @ 75) ™

Noter que L™ (\)} =~ L(—A)p ot L(—\)p est la représentation algébrique irréductible
de Lp(Q,) de plus haut poids —\ par rapport a BN Lp. Si A est dominant par
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rapport a B~, on a par [54, Prop. 4.9(b)] :
— o0 G P 00\ >
(41) FEAL~ (V) 7F) = L(=X) ®@p (Ind) | 7)

ou L(—=A) = L(=N)g = L~(\)" et (Indgggp) 7)™ est I'induite parabolique lisse.
De plus pour un tel A on déduit de [43, Prop. I1.2.11] un isomorphisme L(—\)[np]| ~

L(=\)p.

On fixe maintenant jusqu’a la fin du § 3 une racine a € S. L’objectif du § 3 est
d’étudier le foncteur F,(7) pour m = FS (M, 7%) avec P, M, 7% comme ci-dessus.
En particulier nous déterminons explicitement F,(m) lorsque M est un quotient de
U(g) ®up-y L~ (A)p (pour L™ (X)p représentation algébrique irréductible de Lp(Q,)
sur F) et 7 a un caractere central, cf. Corollaire 3.7.8 ci-dessous. La preuve va
utiliser de maniere essentielle deux cas particuliers : le cas localement algébrique 7 =
L= (N\)®pm™> avec A dominant par rapport a B~ et 7 représentation lisse de longueur
finie de G(Q,), qui sera démontré au § 3.3, et le cas 7 = (Indg@égp) L=(\)} ®@pny)™
qui sera démontré au § 3.7 en utilisant les résultats des §§ 3.2, 3.4, 3.5 & 3.6.

3.2. Lemmes topologiques. — On montre plusieurs lemmes topologiques (plus
ou moins standard) qui seront utilisés dans les paragraphes suivants.

On conserve toutes les notations précédentes. Si A est un FE-espace vectoriel lo-
calement convexe muni d'une structure d’algebre séparément continue, et V', W deux
E-espaces vectoriels localement convexes tels que V' (resp. W) est muni d’une struc-
ture de A-module a droite (resp. a gauche) séparément continu, on définit Ve aW
comme le quotient de V& g, W par I'adhérence du sous-E-espace vectoriel engendré
par les éléments de la forme va ® w — v ® aw, (a,v,w) € A x V x W, muni de la
topologie quotient (cf. [45, Rem. 1.2.11]). Lorsque A, V' et W sont de plus des espaces
de Fréchet, rappelons que les topologies projective et injective coincident sur V @z W
([67, Prop. 17.6]) et que V' (resp. W) est un A-module & droite (resp. a gauche)
continu ([9, Cor. T11.5.2.1]). On note dans ce cas VRgW et V@,W.

La preuve du (premier) lemme suivant est facile et formelle, et laissée au lecteur.

Lemme 3.2.1. — Soit A un FE-espace vectoriel localement convere muni d’une
structure d’algebre séparément continue, et V, W deuxr E-espaces wvectoriels lo-
calement converes avec V' (resp. W) muni d’une structure de A-module a droite
(resp. a gauche) séparément continu. Alors on a un isomorphisme canonique

V@E,LW ;> V@A,L(A®E,LW> (7”63]3- V@E,LW ;> (V®E,LA)®A,LW))'

Lemme 3.2.2. — Soit 0 - V' — V — V" — 0 une suite exacte stricte de E-
espaces vectoriels localement convezes.

(i) Pour tout morphisme continu W — V" de E-espaces vectoriels localement con-
vewes, la suite exacte 0 — V' — V xyn W — W — 0 est stricte ou le produit fibré
V xyu W est muni de la topologie induite par la topologie produit sur V- x W.
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(ii) Pour tout morphisme continu V' — W de E-espaces vectoriels localement con-
vexes, la suite exacte 0 — W — W @&y V. — V" — 0 est stricte ou la somme
amalgamée W @y V' est munie de la topologie quotient de la topologie produit sur
W x V.

Démonstration. — On montre le (i), laissant la preuve du (ii) (qui procede
d’arguments analogues) au lecteur. L’injection V' < V xy» W étant stricte
(car l'injection V' ~ V' x {0} — V x W Test par [57, Lem. 5.3(i)]), il suffit de
montrer que la surjection V' xy» W S W oest stricte, i.e. que la topologie sur W
est la topologie quotient de V xy~» W. Soit X C W un sous-ensemble tel que
s71(X) est ouvert dans V xy» W, nous allons montrer que X est ouvert dans
W. 1l existe donc un ouvert U de V x W tel que s™(X) = U N (V xyn W).
On peut supposer U = U + V' (= {u + ¢/, (u,v’) € U x V'}). En effet, on
a clairement une inclusion s '(X) C (U + V') N (V xy» W), et on a aussi
(U—f- V/) N (V Xy W) = (Uﬂ (V Xy W)) +V’ (car Vi~V x {0} cVv Xy W) et
(Uﬂ (V Xy W)) +V'=UnN (V Xy W) car UN (V Xy W) = Sil(X) = Sil(X) + V.
Notons U l'image de U dans V" x W ~ V/V' x W, comme U est un ouvert de
V x W tel que U = U + V', on voit que U est ouvert dans V" x W (dont la topologie
est la topologie quotient de V' x W par [57, Lem. 5.3(ii)]). Il suffit de montrer que
X =W nNU dans V” x W. On a clairement X C W NU. Un élément w de W NU
se releve dans V' xy» W et dans U, la différence des relevés étant dans V’. Comme
V' C V xyn W, quitte a modifier le relevé dans V' xy» W, on voit que l'on peut
relever w dans U N (V xy» W) = s71(X), donc w € X et on a bien X = WNU. [

Remarque 3.2.3. — Lorsque les 3 espaces V, V', V” du Lemme 3.2.2 sont des
espaces de Fréchet, alors V xy» W (resp. Wy V) est encore un espace de Fréchet : le
premier car c¢’est le noyau d’un morphisme continu entre espaces de Fréchet, le second
car c’est le conoyau d’une immersion fermée V' <— W @& V' (composée des injections
Vs WaV — WaeV qui sont des immersions fermées par [57, Rem. 8.4], [57,
Lem. 5.3(iii)] et [57, Cor. 8.7]).

Lemme 3.2.4. — Soit f : V' — V un morphisme continu de E-espaces vectoriels
localement convezes et soit W un E-espace vectoriel localement convexe. Si f est
d’image dense, alors les morphismes canoniques f @Id V' @p,, W =V g, W et
feold :V'ep, W =V ®g, W sont aussi d’image dense.

Démonstration. — On donne la preuve pour ®g ., celle avec ®p, étant analogue. Si
I'image de f ® Id n’est pas dense, alors par [57, Cor. 9.3] on a une forme linéaire
continue non nulle [ : V ®g. W — E qui est nulle sur I'image de f ® Id. Soit
w € W, comme l'injection V' — V ®p  W,v = v ® w est continue, la forme linéaire
v eV = Il(v®w) € E est continue, et nulle sur I'image de f. Comme cette image
est dense, on a l(v ® w) = 0 pour tout v € V, w € W, ce qui contredit la non nullité
de [ (cette preuve utilisant [57, Cor. 9.3] nous a été suggérée par le rapporteur). [
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Lemme 3.2.5. — Considérons un diagramme commutatif de suites exactes de FE-
espaces vectoriels localement convezes de type compact :

V! |/, v
L
0 W’ 174 W

ot les injections f', f" et Uapplication g sont strictes. Alors l'injection [ est aussi
stricte.

Démonstration. — Rappelons d’abord que les injections V' < V et W/ — W sont
automatiquement strictes, qu'une injection d’espaces de type compact est stricte si et
seulement si ¢’est une immersion fermée, et qu'une composée d’injections strictes est
une injection stricte. On en déduit en particulier un diagramme commutatif d’espaces
de type compact :

v/l v

P

0—= W)V =WV —=W"
ol les injections g et f” sont strictes, puis une suite exacte d’espaces de type compact :
0——= WV aV/V 2wy —wr v,
Cette dernicre suite exacte implique que I'injection i & f est une immersion fermée,
d’on également l'injection f : V/V' — W/V'. L’image inverse du fermé V/V’ dans
W via la surjection continue W — W/V' c’est-a-dire V, est donc un fermé de W, ce
qui termine la preuve. O

Lemme 3.2.6. — Soit --- — Xy — Xy_1 — -+ = Xy un systéme projectif de

E-espaces vectoriels localement convexes et munissons X o li£1 Xy de la topologie
N>M

limite projective ([57, § 5.D]). Soit f : X — B une application E-linéaire continue

vers un E-espace de Banach B. Alors il existe N > M tel que f est nulle surker(py)

ou py : X — Xy est la projection canonique.

Démonstration. — Soit By une boule unité du E-espace de Banach B, I'image inverse
/7Y By) est un sous-Og-module ouvert dans X, donc qui contient ker(py) pour N >>
M par les propriétés de la la topologie limite projective. Mais comme ker(py) est un
E-espace vectoriel, son image dans By 1’est aussi, ce qui implique qu’elle est nulle. [

On appelle module de Fréchet sur R}, (resp. RY;) un E-espace vectoriel de Fréchet
M muni d’une structure de Rf-module continu (resp. de Rz-module continu). On
appelle ¢-module de Fréchet sur R}, (resp. R%) un module de Fréchet M sur R}
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muni d’'un morphisme continu ¢ : M — M qui vérifie ¥ (p(A\)v) = Ap(v) pour
A € R} (resp. avec RY%). On appelle (¢, I')-module de Fréchet sur R}, (resp. R’;) un
y-module de Fréchet M sur R}, (resp. R%) muni d’une action semi-linéaire continue
de T’ qui commute & ¢. Si M, M’ sont deux ¢-modules de Fréchet sur R}, on note
Homy (M, M’) les morphismes continus de R -modules qui commute & ¢ (lorsqu’il y
a en plus une action de I', Homy, p(M, M’) a déja été défini apres (31)).

Le lemme suivant et sa preuve nous ont été suggérés par le rapporteur a partir d'un
lemme moins général dans une premiere version. Ce lemme sera utilisé de nombreuses
fois dans la suite.

Lemme 3.2.7. — Soit --- — Xy — Xy_1 — -+ — Xy un systeme projectif de
Y-modules de Fréchet sur R} tel que les applications de transition Xy — Xxn_1 sont

surjectives, et munissons X « liin Xy de la topologie limite projective (c’est encore
N>M
un -module de Fréchet). Pour toutr € Qs,_; et tout (p,')-module généralisé T, sur
> on a un isomorphisme canonique et fonctoriel (en T,) de E-espaces vectoriels :

liLn Homy (X, T,) — Homy (X, T}).
N

Démonstration. — La fonctorialité en T, est claire. Le morphisme canonique de
I’énoncé est clairement injectif puisque les projections X — Xy sont surjectives par
hypothese. Il faut donc montrer qu’il est surjectif. Soit f : X — 7} un morphisme de
Y-modules de Fréchet sur R et f,: X — T, — Ty pny) POUr 1 > 1 sa composée avec
'application canonique R-linéaire T, — Ty pny (cf. § 2.2 pour Tj, pnyy). Comme Ty
est un espace de Banach, par le Lemme 3.2.6 il existe N > M tel que fi|ker(py) = 0
(avec les notations de loc.cit.). Montrons par récurrence croissante sur n > 1 que
fn|ker(pN) = 0. Supposons que c’est vrai au cran n et montrons fnﬂ\ker(pN) = 0. Par
(28) et la phrase qui le suit, et par la commutation de f & ona o f,.1 = f, 0.
Comme ker(py) est stable par ¢ dans X, on en déduit ¢ ( fui1(ker(py))) = 0. Mais
fa+1(ker(py)) est un sous-Rj-module de T}, yn+1,9, et il n’est pas difficile de voir que
ker(¢) : Tpypnt1,) — Tjrper]) ne peut contenir de sous-Rj-module non nul (si v €
Tjy pr+14] €st non nul, il existe toujours un i € {0,...,p—1} tel que ¢((1+X)'v) # 0).
On en déduit f,41(ker(py)) = 0. Puisque T, = limTj, yn,) (cf. (20)), on en déduit

[lierpn) = 0, 1.e. f se factorise par Xy, i.e. f est dans I'image de Hom,(Xy,7;). O

Remarque 3.2.8. — (i) Lorsque T, est un (¢, I')-module sans torsion (donc libre de
rang fini sur R%), il n’y a besoin ni de 'opérateur 1 ni des structures de R f-modules
dans le Lemme 3.2.7, i.e. il reste vrai en considérant seulement les morphismes F-
linéaires continus de Xy ou X dans 7. La raison est qu’alors on a une injection
continue 7T, < Tj. 4 pour tout s > r, et on peut appliquer directement le Lemme
3.2.6 puisque Tj, 4 est un espace de Banach.

(ii) Dans I'énoncé du Lemme 3.2.7, on peut bien sir rajouter une action de I' en
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considérant un systeme projectif de (¢, I')-modules de Fréchet sur R, et on obtient
alors un isomorphisme lim Homy r(Xy,T,) — Homy (X, T,).

Les deux lemmes suivants, dont le second (Lemme 3.2.10) est da au rapporteur,
sont des corollaires du Lemme 3.2.7.

Lemme 3.2.9. — Soit M un y-module (resp. un (¢, T)-module) de Fréchet sur R},
et V un E-espace vectoriel de dimension dénombrable muni de la topologie localement
convexe la plus fine ([57, § 5]). Pour tout r € Qs,1 et tout (p,I')-module généralisé
T, sur R’ on a un isomorphisme canonique de E-espaces vectoriels :

Hom,, (M®gV"Y,T,) ~ V @5 Homy, (M, T,,)

ot action de v sur MgV est seulement sur “le facteur” M (resp. avec Homy, ).

Démonstration. — Les hypotheses sur V' font qu’on peut 1’écrire comme une somme

directe topologique V' = @;>1Fe; et on a alors VY = [[,o; Fel et MRgVV =
. déf

HZ.Zl(M®EEe;?‘) ol (€})i>1 est la base duale de (e;);>1. On pose Xy = @i<icn (M @5

Eej) avec action de ¢ (resp. 1, ') uniquement sur “le facteur” M, et on a lim Xy =~

R N
MgV et :

lim Homy (X, T;,) ~ @Homw(M ®g Eel,T,).
N i>1
On en déduit par le Lemme 3.2.7 :
Hom,, (M@EVV,TT) ~ @Homw (M RF Ee?,TT)

i>1

@ (HomE(Ee;k, F) ® Homy (M, T?"))

i>1
(@ Hompg(FEe;, E)> ®@p Homy, (M, T,)
i>1

~ V XRE HOHL/,(M, Tr)7

12

12

et idem avec Homy, 1 au lieu de Hom,,. O

Lemme 3.2.10. — Soit m € Z>o, ™ une représentation dans Rep%' (B(Q,)) et
mn C 7 pour N > M des sous-E,,-espaces vectoriels fermés croissants de w vérifiant
les conditions suivantes : my est stable par N,, et A\ (Z,\{0}), T = Un>mTN.
Définissons M,(m) et My(my), N > M comme en (15), alors pour tout r € Qs,_q
et tout (¢, I')-module généralisé T, sur R, Uapplication naturelle M, (m) — My (mx)
(N > M) induit un isomorphisme canonique et fonctoriel (en T,) de E,,-espaces
vectoriels :

lil’l H0m¢7F(Ma(7TN>,T7.) ;> HOITIMF(MQ(W),TT).

N
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Démonstration. — Par la Proposition 2.1.6 (plus précisément sa preuve) les applica-
tions M, (mn) — M, (7mn_1) sont (continues et) surjectives, application M, (7) —
le M,(my) est donc une surjection topologique d’espaces de Fréchet. Montrons

qu'elle est injective. Comme m = Uyns>y7y, on a w[n® = Unsymy[n®], et en
prenant les duaux une injection 7[n®]¥ < lim(7y[n*]"), qui reste une injection en
—

tordant par 1 et en prenant les invariants sous NS (cf. (14) et (15)). On a donc
My (m) = lim M, (7y) (isomorphisme topologique de (1, I')-modules de Fréchet sur

R}). Pour conclure on applique la variante du Lemme 3.2.7 en (ii) de la Remarque
3.2.8 avec Xy & M, (mN). O

Soit M une variété localement Q,-analytique (strictement) paracompacte de di-
mension finie et V' un FE-espace vectoriel localement convexe séparé. Rappelons que
le support d'une fonction dans C**(M, V) ou C*°(M, V) est I'adhérence dans M de
son lieu de non nullité. On note C2*(M,V) (resp. C°(M,V)) le sous-espace de
C*(M,V) (resp. C*°(M,V)) des fonctions a support compact.

Lemme 3.2.11. — Supposons que M admette un recouvrement disjoint par un nom-
bre dénombrable d’ouverts compacts et que V' soit un espace de type compact, alors
C2 (M, V) est naturellement muni d’une topologie localement convexe qui en fait un
espace de type compact. De plus linjection naturelle C**(M,V) — C*(M,V) est
continue.

Démonstration. — On a par définition C2"(M,V) = lim C**(U, V) ou la limite in-

U
ductive est prise sur les ouverts compacts U de M ordonnés par l'inclusion, et on
munit C?*(M, V) de la topologie limite inductive. Il s’agit de montrer que cela
en fait un espace de type compact. Soit (U;);ez., un recouvrement dénombrable
disjoint de M par des ouverts compacts, alors W, « UydU, II---1I U, est une
suite croissante d’ouverts compacts de M dont on vérifie facilement qu’elle est co-
finale pour l'inclusion parmi les ouverts compacts de M, de sorte que 'on a un
isomorphisme topologique lim C**(W,,, V') = lim C**(U, V). Mais lim C*"(W,,, V) =
n U n

Di=0C*(U;, V') avec chaque C**(U;, V') de type compact, et son dual topologique
est [[;50 C*"(Us, V)Y ([57, Prop. 9.10]), qui est un espace de Fréchet (car produit
dénombrable d’espaces de Fréchet [9, § 11.4.3]) nucléaire ([57, Prop. 19.7(i)]), donc
le dual fort d’un espace de type compact ([59, Th. 1.3]) qui est nécessairement
Di=0C*™(U;, V) ([67, Prop. 9.11] et [59, Th. 1.1]). La derniére assertion résulte de la
continuité de I'injection @;~oC*"(U;, V) = [[,0 C*™(Ui, V) ([57, Lem. 5.2()]). O

Soit M une variété localement Q,-analytique paracompacte de dimension finie et
C C M un sous-ensemble arbitraire. Rappelons que 'on dispose du sous-E-espace
vectoriel D(M, E)c de D(M, E) formé des distributions & support dans C ([45,
Def. 2.1]). En fait, dans notre cas C sera toujours un sous-ensemble fermé de M.
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Lorsque C' est fermé, la preuve de [45, Lem. 1.2.5] s’étend wverbatim (il n’y est en
fait pas nécessaire de travailler avec un groupe analytique p-adique) et montre que
D(M, E)¢ est un sous-espace fermé de D(M, F) et que, muni de la topologie induite,
il s’identifie au dual fort de C**(M, E)/C* (M, E)ync ou C**(M, E) ¢ est le sous-
E-espace vectoriel fermé de C** (M, E) (avec topologie induite) des fonctions dont le
support est contenu dans 'ouvert M\C'. Si C' est de plus compact, alors la preuve de
[45, Lem. 1.2.5] (étendue) montre aussi que D(M, E)¢ s’identifie au dual fort de :
(42) C&(M, E) < lim C*(U, E)

U
ou, dans la limite inductive topologique de droite (qui est alors un espace de type
compact) U parcourt les ouverts (compacts) de M contenant C' et les applications de
transition sont les restrictions naturelles.

Si M; et M, sont deux variétés localement Q,-analytiques (paracompactes de di-
mension finie), rappelons que l'application naturelle C**(M;, F) @ C**(Ms, E) —
C*™(My x My, E), fi ® fo — ((m1,mg2) = fi(m1)f2(my)) induit un isomorphisme
topologique ([61, Prop. A.3]) :

(43) D(M,; x My, E) = D(My, E)®p,D(M,, E).

Lemme 3.2.12. — Soit M, et My deuz variétés localement Q,-analytiques (para-
compactes de dimension finie) et C; C M; un sous-ensemble fermé de M; pour
i € {1,2}. Alors l'isomorphisme (43) induit un isomorphisme topologique :

D(M; x My, E)¢,xcy, — D(My, E)e,®p,D(Ma, E)c,.

Démonstration. — On commence par se ramener au cas compact. Si (M ;)es est
un recouvrement disjoint de M; par des ouverts compacts, on a un isomorphisme
topologique C** (M, E) ~ [[,.; C*"(My;, E) ou chaque C*"(M;, E) est un espace
de type compact. Si f = (fi)ier € C*(M;, E) avec f; € C*(M,;, E), le support
de f est 'union (disjointe) des supports des f;. En effet, le complémentaire dans
M; de 'union disjointe de ces supports est ouvert (car union des complémentaires
dans chaque M;; qui est une union d’ouverts de M;), donc cette union disjointe
est fermée. Notant (' ; o Cy N M;,; on en déduit un isomorphisme topologique
C*™( My, E) oy = [ie C(Mys, E)a, \oy, Puis un deuxieme isomorphisme :

O™ (My, B) /G (My, E)ypey = | [ (O™ (Mug, B)/C™ (M, E)asy \cn.)-
iel
Avec [57, Prop. 9.11] et la discussion précédant ce lemme, on en déduit :
(44) D(My,E)¢, ~ @ D(My;, E)c, ,.
iel
Soit (Ms;)jes un recouvrement disjoint de M, par des ouverts compacts, on a un

isomorphisme analogue a (44) avec My, Cy, (Ms;)jes et (Co; o CyN My j)jes. On
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en déduit :
(45) D(My, E)¢, @, D(My, E)c, ~ (@D D(My;, E)c, )@, (6D D(May, E)c, )
il jeJ
o~ @ D(My;, E)c,,®p,D(Msj, E)c,,
(3,5)eIxJ

ou le deuxiéme isomorphisme résulte de l'argument a la fin de la preuve de [61,
Prop. A.3]. Par ailleurs, le méme argument que pour démontrer (44) mais avec
M x My au lieu de M, et C; x Cs au lieu de C; donne un isomorphisme topologique :

(46) D(Ml X Mg, E)Cl><02 ~ @ D(Ml’l' X MQ,j7E>CL¢><C’2,j-

(4,5)eIxJ

Comparant (45) et (46), on voit que l'on est ramené au cas ou My, My, C} et Cy sont
compacts.

En utilisant la compacité de C x Cy dans la variété paracompacte M; x M, on
vérifie que les ouverts de la forme U; x U pour U; ouvert compact de M; contenant C'y
et Uy ouvert compact de My contenant Cs sont cofinaux dans les ouverts compacts de
M; x M, contenant C; x Cs. Par la discussion précédant ce lemme et par la version
duale de [57, Prop. 20.13], il suffit alors de montrer que I'on a un isomorphisme
d’espaces de type compact :

lim C*(Uy x Uy, E) ~ (lim C**(Uy, E)) @ (lim C**(Us, E))
Urx Us U Us

ou Uy, resp. Uy parcourt les ouverts compacts de My, resp. My contenant C, resp.
C5. On a un isomorphisme topologique par [61, Lem. A.1 & Prop. A.2] :

(47) lim C*™(Uy x Uy, B) =~ lim (C*™(Uy, E)®@5C™ (U, E)),
Ul?UQ UI?UQ

il suffit donc de montrer que I'on a un isomorphisme topologique :
lim (C*(Uy, BE)RpC™ (U, E)) =~ (lim C*(Uy, E)) g (lim C*(Uy, E)).
U1><U2 U1 U2
Mais cela découle de [46, Prop. 1.2(2)] et de la preuve de [46, Prop. 1.2(3)]. Plus
précisément, le point clef dans la preuve de [46, Prop. 1.2(3)] est que 1@1(%@ W)

(avec les notations de loc.cit.) est complet, ce qui est automatique ici puisqu’on
Iapplique a lim(C*(Uy, E)®gC*(Us, E')) qui est complet car de type compact par

(47) (car lim C**(Uy x Uy, E) lest). Cela achéve la preuve du lemme. O
3.3. Le cas localement algébrique. — En utilisant des résultats de Bernstein-

Zelevinsky ([7, § 3.5]), on explicite le foncteur F, appliqué a une représentation
localement algébrique de G(Q,).
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Sid:Qf — E* est un caractére continu et r € Qsp_1, on note RE(0) = Rife
(resp. Ry(6) = Riye) avec ¢(e) = d(p)e et y(e) = d(e(y))e (cf. [44, Not. 6.2.2]), et
Rg(6) Uextension des scalaires & Rg. Si A € X(T), on note :

(48) o : Gal(Bxe/E) — EX, g — A(t,)
ou ty € T'(Q,) est comme dans la preuve du (i) du Lemme 2.3.2 (en fait x) est une

puissance entiére du caractere cyclotomique restreint a Gal(E,,/E)). L’objectif de ce
paragraphe est de montrer le théoreme suivant.

Théoréme 3.3.1. — Soitm = L(—\) Q7™ ot A € X(T') est dominant par rapport
a B~ et ™ est une représentation lisse de longueur finie de G(Q,) sur E, et soit

dpe X dimg_ (7 ®p Ex)(n™")N@,). Alors on a un isomorphisme dans F(p,I")s :

Fo(m) =~ Eoo(x-x) ®g Hom, 1y <(RE()\ o )\av)/<t17<,\,av>))@dwoo’ _>‘

Avant de démontrer le Théoreme 3.3.1, on a besoin de plusieurs préliminaires.

On note P, le sous-groupe de G(Q,) engendré par A\,v(Q,) et No(Q,). Tl est
isomorphe au sous-groupe (1) de GLy(Q,) (la notation P est celle de [7]). Pour

m > 0 on note P, le sous-groupe ouvert compact de P, engendré par A,v (Z;) et
Nom « No(Qp) N Ny, que l'on peut identifier a (ZSX fmlzp) dans P,. On note E le

complété p-adique d’une cloture algébrique E de E contenant E.. (le corps E n’est pas
p Y% q g q 00 b p

sphériquement complet, mais cela ne sera pas un probleme dans ce paragraphe). On
pose W « if:Qr— E, floc. const. & support compact} muni de I’action lisse de

P, définie par ((§9) f)(2) = f(2z) et ((5Y) f)(2) = n(y2) f(2) pour (z,y) € Q; xQ,
et 2 € Q. Appelons E-structure d’une représentation lisse 7 d’'un groupe topologique
sur I tout sous-E-espace vectoriel 75 de 7 stable par l'action du groupe tel que

e @ E 5 7. Si 7 est une représentation lisse d'un groupe topologique H sur
un corps K et H' C H est un sous-ensemble, on note 7(H’) C 7 le sous-K-espace
vectoriel engendré par h'v — v pour h' € H' et v € 7.

Lemme 3.3.2. — La représentation W est irréductible et admet une unique E-
~ X

structure Wi a multiplication prés par un scalaire dans E

Démonstration. — Toute représentation lisse irréductible générique 75 de GL2(Q,)
sur F est telle que :

ker (15 — (TE)(1 Qp))|p2 Qp E ~ W™
01
par [7, § 3.5], de sorte que ker(rgp —» (TE)<1 Qp>) est une E-structure de W*. On
01

vérifie facilement par ailleurs que W ( Na,l)P 2,0 — E]lZ;. Si 7 est une E-structure
sur W, par irréductibilité 75 est engendrée dans W (sur E et sous 'action de



38 C. BREUIL & Y. DING

P,) par I'un quelconque de ses vecteurs non nuls, par exemple un vecteur de base du

FE-espace de dimension un 7g(N, ;)0 Comme 75(Ny1)20 @p E = W®(N,,)20,

tous ces vecteurs de base pour toutes les E-structures 7 sont des multiples les uns
~ X

des autres par des scalaires dans E , d’ou le résultat. O

Notons P, le sous-monoide de P, engendré par A,v(p) et Pyg, ou de manicre
équivalente par A,v(Z,\{0}) et N,o, que l'on peut identifier a (ZP\O{O} le) dans

Py Soit Ve € WE(N.1) € W et Ve € Ve @p E, en éerivant W™ =

®mezcm(me;’E>’ on vérifie que V> = @mEZzOCOO(meZ;Zvﬁ)- De plus V5° est
une sous-P; -représentation de Wg° telle que dimpg Vgor2° = 1 avec V™20 @p E =
veelzo — E]IZ; C W (cf. la preuve du Lemme 3.3.2). Enfin V2° est engendré

sous D'action (itérée) de Aov(p) = (49) par VN0 car clest le cas de V° (puisque

Veohao — (7% E)) et car Vet @y E 2 VoMo (en effet, si Ve désigne le sous-

espace de V2° engendrée par V2V sous A,v(p), I'inclusion \750 C Vg° devient un

isomorphisme apres extension des scalaires a £/, donc est déja un isomorphisme (sinon,
considérer son conoyau)). On note Ug® la sous-P; -représentation de V2° engendrée

déf =
par V220 et U® = U Qp E.
Lemme 3.3.3. — Soit N une représentation de Py sur un E-espace vectoriel de
dimension dénombrable telle que l'action de Py est lisse et celle de Ao (p) nilpotente.
Alors la représentation Ng° est localement finie, i.e. on a Ng¥ = lim NJ° pour des

—
TLEZEO

sous-Py -représentations N° croissantes de dimension finie sur E.

Démonstration. — 11 suffit de montrer que pour tout v € Nz (non nul) le E-espace
vectoriel (P v) engendré par v sous P, est de dimension finie. Quitte & agrandir F,
on se ramene facilement au cas ot (§9)v = x(a)v pour tout a € Z et un caractere

lisse x : Z, — E. Soit M € Z, tel que (PS/I ?)v =0et (éPMIZP)U = v, on a alors :

(49 P =Y Y B

qui est en particulier de dimension finie. En effet, on a (pév b)Y =(§%) (pév %) (bez,),

dott (P72 v =08iN>M. Si0<N < Metb=i+p"Ngavec0<i<ph+V—1

01
et x € Zy, on a (pévll’) = (pév i) (épﬂfx), d’ou (pév ll’)v = (pévi)v. On en déduit

(49). O

En utilisant Paction explicite de P," sur V°°, il est facile de vérifier que \,v(p) est
nilpotent sur la P, -représentation V°°/U>, donc la P, -représentation V°/Ug
vérifie les hypotheses du Lemme 3.3.3. Par ailleurs, en utilisant le fait que
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Aav(p) est injectif sur V> et nilpotent sur V*°/U>, on en déduit que V> est
indécomposable (réductible) comme P, -représentation (considérer une décomposition
Py -équivariante V> = S;®S, et remarquer que le vecteur 1 zx € Vool20 gt forcément

soit dans 57 soit dans Sy puisque dimi yoorzo — 1),

Soit Y£° une représentation lisse de P~ sur un E-espace vectoriel de dimension
dénombrable, 'action diagonale de P, sur Yg © L(=\)p, ®g Y2 (pour A comme
dans le Théoreme 3.3.1, P, comme au § 2.1 et en remarquant que P» C Lp (Q,))
avec la topologie localement convexe la plus fine permet de munir le dual algébrique
Yy ~ L(—=\)}, ®pYg®” d'une structure de (1, I')-module sur R}, exactement comme
au début du § 2.3. On définit alors les foncteurs F,,,(Yr) pour m € Zso de la
catégorie abélienne des (¢, I')-modules généralisés T sur R a valeurs dans les F,,-
espaces vectoriels comme en (31), c¢’est-a-dire avec les notations de loc.cit. :

Fom(Ye)(T) < lim  Homyr ((Ye)" ®p Em, Ty ®p Ep).
(r.fr, T )EI(T)
Lemme 3.3.4. — Soit N comme dans le Lemme 3.3.3 et Ng © L(—\)p, ®r Ngr.
Alors on a Fy,,(Ng) =0 pour m € Zxy.

Démonstration. — Soit N5° comme dans le Lemme 3.3.3 et N, « L(=\)p, ®p N*°

n
on a Nj ~ lim N,. De plus (M, ' Ker(NY —» N)))nezs, est un systeme de
nEZZO
voisinages ouverts de 0 dans Ny, stables par (1, I"). Pour montrer que Fy, ,,,(Ng) = 0,
il faut montrer que tout morphisme continu E-linéaire f : Ny — T,®g E,, commutant
a ¢ et I devient nul dans T, ®g E,, pour v’/ > r.

Par le Lemme 3.2.7 on a f|y, = 0 pour n > 0, i.e. f se factorise par le quotient
N,/ de Ny. Comme N,/ est le dual d’une représentation localement algébrique de

dimension finie de (%), on en déduit facilement qu'il existe M > 0 tel que ((1 +

X" —1)Mf = fo((1+X)?" —1)™ = 0. En prenant ' > r tel que (14 X )P —1
est inversible dans R’ (i.e. tel que les zéros du polynéme (1 + X)?" — 1 ne sont plus
dans la couronne p~'/" < |- | < 1), on voit que le morphisme f devient nul dans
T Qp Ep,. [

On note Up & L=\ p.@pUL C Vg € L(=N\)p.0pVE € Wi € L(=\)p,@p W

que I'on munit de la topologie localement convexe la plus fine.

Lemme 8.8.5. — (i) On a Fo,,(Ug) — Forn(Ve) — Fom(WEg) pour m € Zs.
(ii) Pour tout (¢,I')-module généralisé T sur R on a pour m € Zs :

Fa,m(WE)(T> = Em KF Hom(@,F) (RE‘()‘ © Aav)/(tlip\’aw)? T) .
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Démonstration. — (i) On a des suites exactes de foncteurs 0 — F,,,(Vg) —
me(WE) — Fa,m(WE‘/VE) et 0 — Fa,m(UE) — Fa,m(VE) — Fa,m(VE/UE) II suffit
donc de montrer F, ,,(Wg/Vg) = 0 et F, m(Veg/Ug) = 0. On a que (1) —Id agit
par 0 sur Wi /Vg® = (Wg)n., et on vérifie facilement que ((41) — Id)'=*a") agit
par 0 sur la représentation algébrique L(—\)p,. Cela implique que X 1=(ha") agit par
0 sur (Wg/Vg)Y, et comme X est inversible sur 7, on en déduit F,,,,(Wg/Vg) = 0.
Enfin on a F, ,,,(Vg/Ug) = 0 par le Lemme 3.3.4.

i) Soit St2° = (IndS™®) 1) /1 1a représentation de Steinberg lisse de GL2(Q,,) sur
2 B~(Qp) p
E ou B~ est le sous-groupe des matrices triangulaires inférieures, on a un isomor-

phisme de Py-représentation St3°|p, >~ C°(Q,, E) ou 'espace de droite est muni de
action de P, donnée par (f € CX(Q,, E), 2,y € Q,, x € Q) :

(50) (AN =Fe+y) et (D HE=FC).

T

Par le début de la preuve du Lemme 3.3.2 (utilisant [7, § 3.5]), on a une suite exacte
de représentations lisses de P, sur E :

(51) 0— Wy — CX(Q,, E) — (St;’o)(l @p) —0
01

et par argument au début de la preuve du (i) (avec L(—\)p, ®f (St§°)<1 @) au lieu
01
de Wg/Vg), on en déduit F,,,(Wg) = Fom(L(=N)p, @5 C(Q,, E)).

Le sous-espace C®(Z,, E) de C>°(Q,, E) est stable par P;", on peut donc définir
Fom(L(=\)p, ® C®(Z,, E)) et on a une suite exacte courte :

0— me(L(_)‘)Pa ®E OOO(Zpa E)) — Fa,m(L(_)‘)Pa ®E Cgo(va E))

— Foun(L(=N)p, ®p 75°)
ou m§° © Cx(Q,, E)/C®(Zy, E) =~ @mlecoo(ﬁZ;,E). Montrons que tout mor-
phisme E-linéaire continu f : L(=A)} ®g (75°)Y — T, ®p Ly, commutant a ¢ et I
devient nul dans v ®g E,, pour ' > 7. On a L(=\)f ®p (15°)" ~ [[.,>1 M, o
M, L(=N)}. ®g C”(#Zg, E)Y et I'opérateur ¢ sur L(—=\)f, ®p (75°)" envoie M,
dans M, ;1. En posant Xy e HNanl M,,, que I'on voit comme quotient de H@l M,

avec la structure induite de 1-module de Fréchet sur R}, on a Hn21 M, ~ 1<i_r11 XN

(comme ¥-modules de Fréchet sur R}) et le Lemme 3.2.7 donne que f se factorise par
X,y pour ' > 0. Comme v envoie M, dans M, _, il existe N > 0 tel que ¢V = 0
sur X,,. Par 'analogue du diagramme commutatif (32) ou ¢, 9 sont remplacés par
respectivement ™, ™ et pr par p™Vr (cf. aussi (148) et (149) ci-dessous), on obtient
que la composée :

L=\, ®p (7)Y =55 T, @p Ep — Tyv, @ B,
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est nulle, d’ott on déduit Fam( (— )\)pa ®p %) = 0 et donc F,nm(L(—N)p, ®p
C®(Zy, E)) = Fam(L(=N)p, @5 CZ(Qy, E)).
E)

Maintenant, L(—\)p, ® gC*(Z,, F) s’identifie aux fonctions localement algébriques
sur Z, de degré (local) au plus —(\,a") € Zso avec action de P; induite par (50)
et tordue par le caractere (§9) — (—)\)()\av(l‘)) de (ZP\O{O} 9). Par ailleurs, dans
I'isomorphisme D(Z,, E) = C*(Z,, F)" ~ R} du début du § 2.3, la dérivation dans
C*(Z,, E) induit (en dualisant) la multiplication par ¢ sur R5. On en déduit que
le sous-espace fermé de C**(Z,, E') des fonctions localement algébriques sur Z, de
degré au plus —(\, "), i.e. le noyau de la dérivation (—(\, @) 4+ 1)-itme, a pour
dual Rj/(¢t=A 41 d’ott on déduit un isomorphisme L(—\)}, ®p C%(Z,, E)Y ~
RJEC((—)\) o A /(#=eN)) ~ RE(N 0 Agv) /(1= ")) qui commute & 1) et T. Avec
les (iv) et (v) de la Remarque 2.3.1 on obtient F,,,(L(—A)p, ®r C*(Z,, E)) =
En@pHom,ry(Re(Aoey)/(# A" —) d’ott le résultat par les deux paragraphes
d’avant. O

On démontre maintenant le Théoréme 3.3.1.

Etape 1

On fixe m € Zsg. On a des isomorphismes L(—\)[n®] ~ L(—=\)p, (cf. § 3.1) et
() ne = L(—=A)p, ®@p (7~ ")na. On note m2° la sous-Pa-représentation de
7°°|p, noyau de la surjection naturelle 7 — (7°°)y,(q,) €t on rappelle que (7> ®g
E..)(n71)(N2) s’identifie & la sous-P; -représentation de 7 @ F,, engendrée par les
yv —n(y)v pour y € N® v € 7° Qp F,,. On pose :

oo déf 00 () '] - &3
7Tcu,m - (ﬂ-a ®E Em)/((ﬂ-a ®E Em) N (71' ®E Em)(n 1)(Nm>)
On a donc une suite exacte de P, -représentations :

O—>7r§f’m—>(7r°°®EEm)( ‘)Na — Qm — 0

m

ot ), est un quotient stable par PyF de (7°°) Na(@,) ®E Ep. La multiplication par X
est nulle sur @y, (car elle est nulle sur ((7°°)n.(q,))" ®& En), donc il existe M > 0
tel que la multiplication par X sur L(=)\)p, ®g Qy, est nulle. Cela implique que
tout morphisme R, -linéaire continu L(—\)}, ®p Qy, = T, ®f E,, commutant & ¢

et I' (pour T, un (¢, I')-module généralisé sur R},) est nul. On en déduit :

(52) Fa(ﬂ')(T) = lim lir)l Homd,,p (L(—)\); ®E‘( ) T XRE E )
MEE (1 fo T EN(T)

Etape 2

On montre que 'on a un isomorphisme de Ps-représentations m0° ~ @,c;/Wg° ou [
est un ensemble dénombrable d’indices. La représentation 7 o 7°|p, ®p E de Py
étant lisse, on peut lui appliquer les résultats de [7, § 3.5] pour n = 2 (les résultats
de loc.cit. sont sur C, mais la topologie de C n’est pas utilisée et ils restent donc
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~

valables sur le corps algébriquement clos ). En particulier on en déduit une suite
exacte P-équivariante :

0 —7(n")va@,) @5 W — T — T, @,) — 0

ot l'action de P, est triviale sur 7(n~')n,(g,). Comme 7> est de dimension
dénombrable sur E (car 7 est admissible), c’est a fortiori le cas de 7(n™")n.(q,)

sur F/, et on a donc un isomorphisme Ps-équivariant 7°° @p E ~ @,e; W™ avec [

dénombrable. Pour ¢ € I choisissons une base v, du E-espace vectoriel de dimension
un W (N, ;)20 (cf. la preuve du Lemme 3.3.2, on prend ici la “copie " de W),
on a :

(53) (7" @5 E)(Nap) ™" = 13" (Na)™° @5 E = @,erBv,.

Quitte & changer la base v, et la décomposition 7° ®p E ~ @,c;/W> en conséquence
(rappelons que la Py-représentation irréductible W est engendrée par W (N, 1)720),
(53) montre que 'on peut supposer v, € 7°(Na1)20, ie. 7°(No1)20 = B,erFv,.
Mais la P,-représentation 7%° est engendrée par m°( N, ;)20 : en effet, si 75° désigne
la sous- Pp-représentation de 72° engendrée par 73°(N, )20 sur E, I'inclusion 72° C

7% devient un isomorphisme apreés extension des scalaires a F (utiliser (53)), donc
est déja un isomorphisme. Donc 73° est engendré sur E sous 'action de P, par le
sous- F-espace vectoriel @,crFv, de @,c;W, ce qui montre par le Lemme 3.3.2 (et
sa preuve) que l'on a un isomorphisme de P,-représentations m5° ~ @,/ Wg°.

Etape 3

On montre que l'on a un isomorphisme de P-représentations lim 720 ~ (WX ®p
m——+00 ’

E,)®% o l'action de P, sur lim 7°  est donnée par 'action sur le terme de
m——+00 ’

droite dans I'isomorphisme (que 'on vérifie facilement) :

(54)  lim 73, ~ (72 @p Ex)/ (72 @p Ex) N (1 @p Ex)(n)(N*(Qy)))-

m——+00

Appliquant les résultats de [7, § 3.5] & la représentation lisse (7 ®@g E)(n~1) N (@)

de P, sur E et notant pour abréger Q © (> @g Eoo)(n_l)Na(Qp))N @,y On déduit
a partir des définitions un diagramme commutatif de représentations Tisses de Py sur
E, ou toutes les fleches sont surjectives :
(55)

00— Wgo XF Eoo

T ®E Eoo (7Too ®E Em)Na(Qp)_>O

| |

0 o (7° ®p Eso) (™) Na(@,) Q 0

~

et ol 0 ®p_ B ~ (W>)4>_ Par des considérations analogues a celles de IEtape 2 en
remplagant E par F,, et 7%° par o on obtient un isomorphisme o ~ (W ®p E )4 .
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On voit donc que I'image de 7° ® g Fo dans (7° ®pg Em)(n‘l)Na(@p), i.e. le terme
de droite en (54), s’identifie & (WW>°)4==. Avec (54), cela donne le résultat voulu.

Etape 4
Pour m > 1 le groupe N, agit sur 77, de sorte que I'on peut considérer la sous-
Py -représentation 73, (Na,1) € m55,. Clest aussi I'image de 73°(Na,1) ®p Ern dans

oo oo

le quotient 757, de m3° @p Ep,. On déduit des résultats de IEtape 3 que I'on a un

isomorphisme P -équivariant lirJrrl 72 (Naa) = (V2 @p Ey)® ot les fleches de
m——400 ’
transition a gauche induisent des surjections ﬁg‘fm(Na,l) ®F,, Em+1 = T, +1(Na1).
En utilisant le résultat de I’Etape 3 (avec l'irréductibilité de la Py-représentation
W), on voit qu’il existe donc my > 1 et un plongement P -équivariant j,,, :
(VE° ®F Emg)? = 132, (Na1) tels que la composée
Jm,
(Vfgo Y Erno)dﬂ(>o ®E7n0 FEw = e (Na,l) ®Em0 FEw — (Vgo QF EOO)G}dTrOO

Q1Mo

est un isomorphisme.

Pour m > myg soit 755, (Na,1)nip € Toon (Na,1) le sous-E,,-espace vectoriel ott Ayv (p)
est nilpotent. Il est stable par P;", et donne donc une représentation de P;" comme
dans le Lemme 3.3.3 (avec E,, au lieu de F). Par IEtape 2 on a un isomorphisme
Py -équivariant 73°(Na,1) ~ @,e7VE. Comme 757, (Nao,1) est engendré sous l'action
de Aqv(p) par les invariants w3°,, (Na 1) V0 (car c’est le cas de Vg ®pg En, ), le sous-Ey,-
espace vectoriel de 755, (Na,1) engendré sous I'action de A,v(p) par un supplémentaire

stable par \,v(Z)) de ngm(Nayl)ﬁ‘fp;o dans 72, (Ng,1)V>0 fournit un supplémentaire
stable par Py de 735, (N1 )nitp dans 737, (Nq,1) dont on vérifie facilement qu’il est une
somme directe (dénombrable) de représentations V°* ® g E,, (utiliser que I'image d’un
facteur direct Vi° @ By, de 73°(Na,1) ®p By dans 757, (Na,1) /7o5 (Na, )il €st soit
nulle soit Vi°®@p Ey,). Autrement dit on a 75°,, (Na1) = (755, )niy @ (©s(VE° ®p En))
avec J dénombrable. Par ailleurs, la composée :

Jmo®1Id
(VE° ®F Biny)™ ®p,, B & 700 (Nat) @,y B = 125, (Nat)

- WZ?m(Na,l)/WZ?m(Na,l)nilp ~ (Vg ®p En)
est injective (car w22, (Na,1)nip 8’envoie sur 0 dans (V° ®p Ex)®™>) et on vérifie
facilement en utilisant le fait que V2° est indécomposable sous Paction de Py que

son image est nécessairement un facteur direct (V° ®g )% de @;(VE @ En)
(quitte & modifier cette décomposition). On peut donc finalement écrire :

(56) ﬂgjm(Na,l) = 7Tg:)m(]\[01,1>nilp S (V]ijo ®E Em)dﬂoo ¥ (®J’<V§O Y Em))
avec J' dénombrable et la composée (V2 @p B, )4 @5, Esx < Toom(Na,1)®E,, Fex —

(V2 @ Ea)P bijective.

Etape )
Puisque (§1) — Id annule 7%°, /75, (Na,1), on en déduit pour tout m € Zs; un
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isomorphisme comme dans la preuve du (i) du Lemme 3.3.5 :

(57) ILII Homd,,p (L(—A);a ®E ﬂg?m(NaJ)v, Tr ®E Em)
(r,fr, Tr)EI(T)
;> lgl HOH’IwI (L(—A);a RE (ngm)v, Tr RE Em)
(r.fr Tr)el(T)
Considérons pour m > mgy un morphisme [ : L(=\)p ®pg W;’fm(]\/a,l)v — T, E,,
continu, Rgm-linéaire et commutant a ¢ et I'. Une fois fixée une décomposition
comme en (56), le morphisme f induit fup, : L(=A)p, @ 760, (Nai) v, — Tr @8 En
et fibre : (=N}, @5 (V2 @5 En)™ ® (©5(VE @5 En)))” — T ®p En. Par le
Lemme 3.3.4, il existe 7’ > r tel que fui, devient nul dans 7,» ®g E,,,. Par le Lemme

.....

en choisissant une bijection de ’ensemble dénombrable J’ avec les entiers > 1) suivi
du Lemme 3.3.4 encore (appliqué comme dans la preuve du (i) du Lemme 3.3.5), on
obtient que, quitte a augmenter r’, la composée :

(58) L(-N}, @5 (V& @5 En)™ @ (©7(VE @8 En)))” livee 7, @ g By — Tyt @5 B
se factorise par un quotient L(—\)Y, ®g (UF ®p En)* ® (©0(Uy @p Em)))v pour

J" sous-ensemble fini de J'. Mais en utilisant liI_I: 720 (Not) = (V2 @p Ea) @,
m——+00 ’

la définition de Ug® et les propriétés de la décomposition (56), on voit qu’il existe
m’ > 0 tel que dans la composée :

((Ugo QF Em)dﬂoo D (@J”(U}%o Y Em))) RE,, Em — ﬂg?m(Na,l)®Em By — 7TS;;m'(]\/voc,l)

I'image de (&, (U ®p En)) ®g,, En est en fait contenue dans celle de (U ®g
E)%*) ®@p,, Eu. On déduit de tout cela que la composée :

L(=N)p, @ o (Nap)” = (L(=A)p, ®p 7o0n (Nan)") ®5,, B
8T, @p By — Ty ©p By
se factorise par le quotient L(—\)}, ®p ((U?@EEmf)d““’)v de L(=\)p, @Emoo, (Naa)¥
dual de la composée (injective) :

(UEO QF EMO)dWOO ®Em0 Em’ C (V]go QF Emo)dﬁoo ®Em0 Em/

Jmo®Id
T oo (Nast) @B,y By = 7200 (Na1),

a,mo

et donc devient juste un morphisme continu Rjgm,—hnéaire L(=N)}, @5 (UF ®F

Em/)dﬂ‘x’)v — Ty ®p B,y commutant & ¢ et [. Par le Lemme 3.3.5 avec (57) et
(52), on en déduit que l'on a (sans se préoccuper de l'action de Gal(E/E) pour le
moment) :

Fo(m)(T) ~ Es ®p Hom, <<RE(/\ o )\av)/(tlfg,aw))@dﬂw 7 T).
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Etape 6

Il reste a examiner I'action de Gal(E/E). Pour g € Gal(Ew/E) et t, comme dans
la preuve du (i) du Lemme 2.3.2, on a des isomorphismes ¢, 0 g : 7° ®p E,, —
T @p By et tgog: e, = 7o, qui sont Ep-semi-linéaires, localement constants
et commutent a l'action de P,. En particulier, dans l'isomorphisme 7° ®p £, =~
D.e1(W° ®p E,,) induit par I’Etape 2, on voit que pour tout sous-ensemble fini J
de I la restriction (t4 0 g)|e,(wgepE,) est I'identité pour tout g dans un sous-groupe
ouvert suffisamment petit de Gal(E,/FE) (dépendant de .J). Comme l'action de ¢,
sur L(—\)p, est la multiplication par (—\)(¢,), il suit alors des considérations dans
I’Etape 5 (en particulier le fait que f est non nulle seulement sur un nombre fini de
facteur) que, pour tout (¢,I')-module généralisé T" sur Rg, 'action de Gal(E,/E)
tordue par y_) sur le E-espace vectoriel de dimension finie F,(7)(T) en (52) est

localement constante (semi-linéaire). Le résultat final découle alors facilement du
théoreme de Hilbert 90.

3.4. Le cas de la cellule ouverte d’une induite parabolique. — On exa-
mine ce que donne le foncteur F, appliqué a la cellule ouverte de certaines induites
paraboliques localement analytiques.

On conserve les notations précédentes. On fixe P C G un sous-groupe parabolique
contenant B et mp une représentation localement analytique de P~(Q,) sur un E-
espace vectoriel de type compact. Choisissant une section localement analytique

s: P(Qy)\G(Q,) — G(Q,) de la projection canonique G(Q,) - P~(Q,)\G(Q,), on
a un isomorphisme de variétés localement QQ,-analytiques :

(59) P_(Qp) X (P_(Qp)\G(Qp)) — G(Qp)v (¢, %) — gs(x)

compatible & la multiplication a gauche des deux c6tés par P~ (Q,) (la multiplication
sur le terme de gauche étant triviale sur le facteur P~(Q,)\G(Q,)). L’isomorphisme
(59) induit des isomorphismes topologiques d’espaces de type compact (cf. [46,
(56) & Rem. 5.4]) :

(60) (Indz'e) 7p)™ = C™(P™(Q)\G(Qy), mp) = C* (P (QN\G(Qy), E)Epxp
~ C*(PT(Q\G(Q,), B)®p,mp

ou l'on a utilisé que C**(P~(Q,)\G(Q,), E) est un espace de type compact (car
P~(Q,)\G(Q,) est compact puisque P~\G est une variété projective).

Soit U C G(Q,) un ouvert stable par multiplication a gauche par P~(Q,), que I'on
peut donc écrire par (59) U ~ P~(Q,) x U ou U est un ouvert de P~(Q,)\G(Q,)
(en fait U ~ P~(Q,)\U). On note (c—IndIUD_(Qp) 7p)*™ le sous-espace vectoriel de

(Indg(,(?gp)ﬁp)an des fonctions dont le support est contenu dans U. Par (60), il

s'identifie au sous-espace C*"(P~(Q,)\G(Q,),7mp)y de C*(P~(Q,)\G(Q,),7p)
des fonctions & support contenu dans louvert U, qui est un sous-espace fermé de
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C*™ (P~ (Qy)\G(Q,),7p) par [36, § 2.3.1], donc encore un espace de type compact.
Comme P~(Q,)\G(Q,) est une variété compacte (et qu'un fermé dans un compact
est compact), toute fonction dans C**(P~(Q,)\G(Q,), 7p)7 est a support compact
contenu dans U, i.e. on a C*(P~(Q,)\G(Q,), 7p)7 = C2"(U, 7p) avec les notations
du § 3.2. Lorsque U est de plus stable par multiplication a droite par P(Q,), notons
que (C—Indg,((@p) mp)*™ est un sous-espace (fermé) de (Indg(_(%gp) wp)™ stable sous
I'action de P(Q,).

Remarque 3.4.1. — On peut montrer que tout ouvert d'une variété localement Q-
analytique compacte (par exemple U dans P~(Q,)\G(Q,)) admet un recouvrement
disjoint par un nombre dénombrable d’ouverts compacts et que la topologie de type
compact sur C**(U, 7p) provenant de C**(P~(Q,)\G(Q,), 7p)7 s'identifie & celle du
Lemme 3.2.11 (utiliser qu'une bijection continue entre espaces de type compact est
un isomorphisme topologique).

Le lemme suivant sera utile (nous remercions le rapporteur pour avoir, la encore,
suggéré une simplification dans sa preuve).

Lemme 3.4.2. — On a un isomorphisme d’espaces de type compact :

(C-Indg_ (Qp) 7Tp)an >~ Can(P— (Qp)\G(Qp), E)ﬁ@E'ﬂ'P

Démonstration. — Par la discussion précédant la Remarque 3.4.1, on a un isomor-

phisme d’espaces de type compact (C—Indg,(Qp) p)* =~ C*(P~(Q,)\G(Qy), 7p)7-

On a également avec la Remarque 3.4.1 un autre isomorphisme d’espaces de type

compact C*'(P~(Q,)\G(Qy), mp)g = C"(U,mp) ot CM(U,mp) = lim C*(V,7p)
%

avec topologie limite inductive (cf. preuve du Lemme 3.2.11), la limite inductive

étant prise sur les ouverts compacts V' de P~(Q,)\G(Q,). Donc on en déduit un
isomorphisme d’espaces de type compact :

(61) (c-Indp- g,y mp)"" = lim C*(V, 7p).
%
Par [61, Prop.A.2| et par 'argument a la fin de la preuve du Lemme 3.2.12, on a un
isomorphisme d’espaces de type compact :
(62) lim Can(‘/’ 7Tp) ~ lim (Can(‘/’ E)®EWP) ~ (hm Cvan(‘/’ E))@Eﬂp
v v v
Mais en remplacant £ par mp, on a également un isomorphisme comme ci-dessus :
(63) C*™ (P (Q\G(Q), B)y = C(U, E) = lim C*(V, E).
%
Le résultat suit de (61), (62) et (63). O

On suppose maintenant U = P~(Q,)P(Q,) ~ P~ (Q,) x Np(Q,) ou l'on voit
U ~ Np(Q,) comme ouvert de P~(Q,)\G(Q,). Par la discussion précédant le Lemme
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3.4.2, on déduit que la restriction a I'ouvert Np(Q,) induit un isomorphisme d’espaces
de type compact :

(64) (c—IndiiE%ﬁ%P(Qp) )" 5 C*(Np(Q,), 7p).

Cet isomorphisme est de plus P(Q,)-équivariant en définissant 1'action de Np(Q))
sur C2*(Np(Q,), mp) comme la translation a droite et celle de Lp(Q,) comme suit
pour f € C®(Np(Q,),mp) :

(65) (9f)(n) =g(f(g 'ng)), g€ Lp(Q,), ne Np(Q,).

Pour tout m € Zs( le sous-espace C**(Np(Q,) N Ny, mp) de C2*(Np(Q,), 7p) des
fonctions a support dans Np(Q,) NN, est de type compact et stable par 'action (65)
de N,, et de A\gv(Z,\{0}) pour 8 € S (utiliser N,,, = (Np(Q,) N Ny,) X (N, (Q,) N Nyy,)
et (11)). On peut donc définir le foncteur £, ,,,(C*™(Np(Q,) NNy, wp)) dans F(p, '),
par les formules (15), (31) et le (i) du Lemme 2.3.2. Comme pour (36), les injections :

C*™(Np(Qp) N Ny, mp) — C*(Np(Qp) N Nypy1, mp) — C2*(Np(Qp), 7p)

induisent un diagramme commutatif de foncteurs pour tout m € Z>, commutant a
I'action de Gal(Ew/E) :

Fa,m (Oan(NP(@p) N Nma TFP)) — Lam+1 (Oan(NP(@p) N Nm—i—la 7TP))

| |

Fom (C?H(NP(QP>= 7TP)) Fom+1 (an(NP(Qp)7 7TP))-

Lemme 3.4.3. — Les diagrammes (66) induisent un isomorphisme dans F(p,I)oo :

ml_lg_loo Fom (Can(NP(Qp) N Ni, 7rP)) — ml_lgloo Fom (C?n(NP(Qp)7 7rP))
= F,(C(Np(Qy),7p)).

Démonstration. — Comme (Np(Qp) N Nyp,) U (Np(Qp) N (N \Np—1) )ms>m+1 €st un
recouvrement ouvert disjoint de Np(Q,), on a un isomorphisme topologique pour tout
m & ZZO .

(67) C™(Np(Q,), 7p) ~ C*™(Np(Q,) N Ny, 7p)
EB( EB Can(Np(Qp)ﬂ(Nm,\Nm,_l)mP))

m'>m+1

On a vu que les actions de N, et Ao (Z,\{0}) préservent C**(Np(Q,) NNy, 7p). Pour
m’ > m+1 les actions de N, et Agv(Z,') pour 3 € S préservent chaque C*"(Np(Q,)N
(N \Nyv—1),mp) et Paction de Ay (p) envoie C**(Np(Q,) N (N \Npy—1), mp) dans
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C*™(Np(Q,) N Ny, mp) (et préserve C**(Np(Qp) N Ny, mp)). Posons pour m € Zs :

déf

(68) T = C&(Np(Qp), mp)/C*™(Np(Qp) N Nin, 7p)
~ P C"(Ne(Q) N (N \Now1), 7p)

muni de 'action quotient de N,, et Ao (Z,\{0}). Par la preuve du (i) de la Proposition
2.3.4, on a une suite exacte dans F(p,I),, :

0 — Fom(C(Np(Qp) N N, mp)) — Fam(C(Np(Qyp), 7)) — Fam (Tm)

et par celle du (iii) du Lemme 2.3.2 on a un morphisme F,, ,,(7m) = Fomt1(Tmi1)
de foncteurs qui commute (en un sens évident) avec (66). Il suffit donc de montrer
lim  F () = 0.

m—+00

Pour N > m + 1, posons m, x « EN>m>mr1C*™ (Np(Qp) N (N \Np—1), 7p),
qui par (68) et [57, Lem. 5.3(iii)] est un sous-espace fermé de m,, stable par N,
et A\ov(Z,\{0}). Par la preuve du Lemme 3.2.10 (appliqué avec 7 = 7w, ®p E,, et
TN = TN @ Ey), tout morphisme Rgm—linéaire continu commutant a ¢ et I :

f : Moa(ﬂ-m ®E Em) — T?" ®E Em

(ot M,(—) est comme en (15), r € Qs,—1 et T}, est un (¢, I')-module généralisé sur
R;) se factorise par M, (7, n @p Ey) pour N > 0. En particulier la composée :

My(mn ®p En) — Mo(7m @ Ep) ®p,, Ex T @p By
est nulle, ce qui acheve la preuve. Il sera utile pour plus tard de remarquer que (68)
et [57, Prop. 9.10] impliquent un isomorphisme de Rgm—modules :

(69) Ma(ﬂ-m QF Em) = H Ma,m’

m/'>m+1

ou My © M,(C*™(Np(Qp) N (N \Ni—1),mp ®p Ey,)) et lopérateur ¢ sur

My (7 ®p E) (provenant de l'action de Ay (p) sur m,,, cf. le début du § 2.3) vu a
droite envoie M, ,» dans @, >py My e pour m” convenable. O

Jusqu’a la fin du § 3.4 on suppose 7p >~ W ®@g 1% ou W est une représentation
algébrique de P~(Q,) de dimension finie sur E, 7% est une représentation lisse de
dimension dénombrable de Lp(Q,) sur E et ot mp est muni de la topologie localement
convexe la plus fine (un espace de type compact par la discussion juste avant [54,
Lem. 2.4]). Comme Lp est réductif, on a W/, = @;L(—\;)p pour des représentations
algébriques irréductibles L(—\;)p de Lp(Q,) sur E.

On note Sp C S le sous-ensemble des racines simples de Lp. Rappelons qu’une
représentation lisse irréductible 7% de Lp(Q,) sur E est dite générique si (7% ®pg
Es)(n')n,, # 0 (en particulier 73 est toujours générique si Lp = T).
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Proposition 3.4.4. — Supposons que o ¢ Sp et que )\av(Q;) agisse sur Ty par un
caracteére X o de Q) (c’est par evemple le cas si T a un caractére central). Alors
le foncteur F,(C?*(Np(Q,), p)) est isomorphe a :

D Ewc(x-n) @ (75 @5 Eoo) (07 )x, i0,) @6 Homggry (RE((/\i © Aa¥ )X ) _)

avec action de Gal(Ex/E) sur le facteur (1% ®p Ex)(n™' )Ny, (@, comme dans la
prewve du (i) du Lemme 2.3.2. En particulier, si 7% est de plus de longueur finie,
F(C*(Np(Q,),mp)) est nul si et seulement si T n’a pas de constituant générique.

Démonstration. — Pour calculer F,(C2"(Np(Q,),7p)), on commence par calculer
Fom(C*™(Np(Qp) N Ny, mp)) pour m € Zsg, puis on passe a la limite en utilisant le
Lemme 3.4.3.

Etape 1

On calcule C*(Np(Qp,) N Ny, mp @ Ep)[n®(n"")nve. On a un isomorphisme
topologique comme pour (60) :

(70) Oan(Np(@p) N Nm, 7Tp) ~ Oan(NP(@p) N Nm, E) ®E,L Tp

en remarquant que 'espace de droite est de type compact (utiliser [31, Prop. 1.1.32(i)]

avec le fait que mp est une limite inductive topologique dénombrable de FE-espaces

vectoriels de dimension finie puisque 7% est de dimension dénombrable), donc déja
complet. Notons N& & No 0 Np (dans N), puisque a ¢ Sp on a N* = N& x N,

et Np = Np x N,. On en déduit un produit semi-direct des Q,-algebres de Lie
respectives n® o~ n% xny,, et de groupes compacts N = (Ng(Q,) N N,,) x (N1, (Q,) N
N, Np(Qp) NNy, = (N3(Q,) N Ny) X (No(Qp) N Ny,) pour tout m € Zs,. On note
A, < C*™(No(Qp) N Ny, E) et A% © C>®(Np(Qp,) N N, E) dans la suite de cette
preuve. Ecrivant par [61, Lem. A.1] :

C*™(Np(Qp) N Ny, E) 22 C* (Na(Qy) N Npyp, C*™(NS(Qp) N Ny, E))

on obtient (en notant @ au lieu de ®p,) :
(C*(Np(Qp) N Np, E) ®p mp)[np]
~ ™ (No(Qp) N Ny, C*(NE(Qp) N Ny, E)n3]) @5 7p
~ O™ (Na(@p) N Ny, Aﬁfo) ®F Tp.

Par [61, Prop. A.2] et le fait que A% est un espace de type compact de dimension
dénombrable muni de la topologie localement convexe la plus fine, on en déduit :

(Can<Np(Qp) N Nm, E) ®E Wp)[ﬂ%] ~ (Am@)EmAz{oo) ®E Tp X~ Am ®E A?n,oo ®E Tp
d’ou on obtient avec (70) :

C*™(Np(Qp) N Nug, wp)[n%] 2 (C*(Np(Qp) N Niw, 7p)[03]) [, ]
~ Am RE A%’OO RE (Wp[ﬂLP]).
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Si v_y, est un vecteur de plus haut poids de L(—\;)p (pour BN Lp), on a wp[ng, | ~
®;Ev_), @ m%. On a un isomorphisme (puisque N3(Q,) N N, est un groupe com-
pact) :

Ao (™) NE@INNm s AR (71 e (@)

qui montre que A% (n~")ya(@,)nn,, est de dimension 1 sur E,, engendré par la classe
de la fonction localement constante 71|ys(q,)nn,, (on utilise ici que le support des
fonctions de départ est Np(Q,) N Ny, et pas un compact arbitraire de Np(Q,)). De
plus, 'automorphisme t, o g pour g € Gal(E/E) (cf. (33) et (34)) étant E,,-semi-
linéaire, une application du Théoreme 90 de Hilbert montre que A%>(n~!) N&(Qp)NNm
s’identifie a E,, avec action usuelle de Gal(F./E) dessus. On en déduit :

(71)  C*"(Np(Qp) N Ny, mp @5 En) 0] (07 ) Ng @080

Via les produits semi-directs ci-dessus, on déduit de (71) et (65) en posant :

déf

o _ déf
Vm,i = Ev_,\i XRE (7TP XE Em)(n 1)NLP(QP)QNW et V,,

= @iV

(de dimension dénombrable muni de la topologie localement convexe la plus fine) :

(72) C*(Np(Qp) N Niy, p @ E) [0 (07 ) xg 2 A ®5 Vi
ou l'action (résiduelle) de N,(Q,) N N, =~ p}n Z, (cf. (9)) est la translation a droite

sur A, = C*(No(Q,) N Ny, E) (et triviale sur V,,), ou action de t = A,v () pour
x € Z,\{0} est f — (2 € meZp — f(z/z)) sur A, =~ Can(meZP’E) (vu dans
Ci(No(Qp), E)), est la multiplication par (—\;)(t) sur Ev_y, et par Xqs o(v) sur
(m® ®EEm)(7771)NLP(@p)ﬂNm (donc est la multiplication par (—A;)(t)Xxs () sur Vi, ;),
et ou l'action de Gal(E/E) est triviale sur A, et est comme dans 1’énoncé sur V.

Etape 2

On calcule Fy, ,,,(C**(Np(Q,) N Ny, mp)) et on démontre le résultat. Le sous-espace
Ay ®@p Vi, = C*(No(Qp) N Ny, E) ®p V,,, de (72) est fermé et stable par 'action de
N, (Q,) N Ny et Aov(Z,\{0}). De plus il existe N > 0 tel que l'action de A\, (p)™ sur
le quotient (A,,/Ay) ®g V, est nulle. Soit r € Q~p_1, T, un (¢, I')-module généralisé
sur R et :

f : (Am/AO)\/@EVr:L/ — Tr RE Em

un morphisme Ry, -linéaire continu commutant & ¢ (on utilise tacitement ici la ver-
sion duale de [57, Prop. 20.13]). On a ¢ = 0 & gauche, et (comme dans la preuve du
(ii) du Lemme 3.3.5) par 'analogue du diagramme commutatif (32) ou ¢, 1 sont rem-
placés par respectivement oV, ™ et pr par p™r (cf. aussi (148) et (149) ci-dessous),
on en déduit que la composée :

(Am/AO)V®EVr>L/ i> Tr ®E Em — TpN,,. ®E Em
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est nulle, ce qui implique :

ILH Homw,p ((Am/Ao)V&,ZEVTX,Tr XRE Em) =0
(rfr, Tr)EI(T)
pour tout (¢, I')-module généralisé T sur Rg. En utilisant que V' +— V&gV, préserve
les suites exactes courtes d’espaces de Fréchet (|64, Lem. 4.13]), que Homy  est

exact a gauche et que les limites inductives filtrantes sont exactes, on obtient un
isomorphisme pour tout (¢, [')-module généralisé T sur R :

( n%l 1){omM (AY @V, T, @5 En) — Fom(C™(Np(Qp) N Ny, 7p) ) (T).
rfr,Tr)EI(T

Par le Lemme 3.2.9 et l'action de A (Z,\{0}) comme explicitée apres (72) (et dua-
lisée), on a un isomorphisme :

1£>Il H0m¢7r (AB/@EV,,?\{7 Tr XE Em) ~

(r.fr,Tr)€I(T)
. (vm ®pg, lim Homyp (AX g R (=) 0 A )Xz o) ®8 B,
7 (varyTr)EI(T)

T ®x5 Em>)

Avec I'isomorphisme N, (Q,) N Ny =~ Z,, les (iii), (iv) et (v) de la Remarque 2.3.1 et
le (iii) du Lemme 2.2.3, on en déduit :

Fa,m (Can(NP(Qp) N Nm> WP)) (T)
~P (vm ®p Hom,r) (Re(((—Ai) o A;vl)x;,é,a),T))

avec action de Gal(Ew/FE) (sur V,,,;) comme dans I’énoncé. Par le Lemme 3.4.3 (et
(37)), on a la premiere assertion puisque (—X;) o A} = \; 0 A\,v et :

lim (73 @p En) )N pepnvm = (75 @8 Ex) (), 0y

m——+

La deuxieme assertion vient du fait que (7% ®r Ex)(n™')n, (0,) # 0 si et seulement
8'il existe un constituant Cp de 7% tel que (Cp®@p o) (n™!) N, (0,) # 0, ou de maniere
équivalente ((Cp ®g Eoo)( "), q,))" # 0, ou encore il existe une fonctionnelle de
Whittaker non nulle sur Cp (a valeurs dans E.,), ou encore Cp est générique. O]

3.5. Approximation des gradués. — On montre un résultat technique mais cru-
cial de densité sur certains gradués (Proposition 3.5.3) qui sera utilisé dans la preuve
de la Proposition 3.6.2.

On garde les notations du § 3.4 mais cette fois 7p est une représentation localement
analytique de P(Q,) sur un E-espace vectoriel de type compact et on suppose P # G.
On fixe une section localement analytique s : P(Q,)\G(Q,) — G(Q,) de la projection
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G(Q,) - P(Q,)\G(Q,), on a comme en (59) un isomorphisme de variétés localement
Qp-analytiques compatible a la multiplication a gauche par P(Q,) :

(73) P(Qy) x (P(@N\G(Qy) — G(Qy), (q,2) — gs().
Soit C' un fermé quelconque de G(Q,,) stable par multiplication a gauche par P(Q,)
c Indgggp ;\C

et considérons l'induite (c- wp)* des fonctions localement analytiques f :

G(Q,)\C — mp a support compact modulo P(Q,) (vérifiant I’équation fonctionnelle
usuelle). Puisque G(Q,)\C' est un ouvert de G(Q,) stable par multiplication a gauche
par P(Q,), on a par le (méme argument que pour le) Lemme 3.4.2 :

(74)  (eIndgg)'“ mp)™ = C"(P@\G(Q,), B)ran@ianc) Deme.

De plus (c-Ind} Q” )\C wp)™ est un sous-espace fermé de (Indgggz ) Tp)" o~
Can(P(@p)\G(@p) )®E7Tp (cf. la discussion avant le Lemme 3.4.2).
Il suit de la preuve de [46, Prop. 5.3] (avec [46, (50)], [46, (53)] et [46, Rem. 5.4])

que l'on a un isomorphisme topologique de G(Q,)-représentations (cf. le début du
§ 3.2 pour les notations):

(75) ((Indp@) 7p)™) " = (7p) @p(p(0,).00. D(G(Q,), E)

ou (mp)¥ est ici muni de sa structure de D(P (Qp), E)-module a droite (plus
précisément les références ci-dessus donnent un isomorphisme ((Indpgg”) p)m)Y o~
(7p)V®p(P(@,).5),D(G(Qy), E) o le terme de droite est défini comme dans [46,
p. 198], mais comme ((Indgggz g mp)*™)Y est un espace de Fréchet nucléaire, en
particulier est séparé, on a un isomorphisme (7p)Y®p(pr,)r).D(G(Qy),E) =
(7p)V®p(r(@,).5), D(G(Qp), E)). Dans (75), la multiplication & droite par la distri-
bution de Dirac §,-1 € D(G(Q,), E) pour g € G(Q,) correspond a I'action de g sur

(dggy) mp)™)Y, ie. (Fo-1)(f) = (9F)(f) = F(g7'(f)) si F € ((Indpg?) mp)™)”
et [ € (IndP(ng mp)*. De méme si p € U(g) on a (Fu)(f) = F(u(f)) ou, si
p=v¢€g u(f)= Lf(-exp(tn))l—o.

Posons :
(76) e E (Indpe) mp)™/ (e Indfg)\mp)™ et Xo = (mc).
Alors 7rc est un espace de type compact et Xo est un sous-espace fermé de

((Ind PO, ) wp)™)Y, donc également un espace de Fréchet nucléaire.

Lemme 3.5.1. — Conservons les notations ci-dessus.
(i) On a un isomorphisme topologique :

()" ®p(P@,).0). D(G(Qy), E)c ~ X

ot le membre de gauche est muni de la topologie quotient de (7rp)V®E7LD(G(Qp), E)¢
(cf. § 3.2 pour D(G(Q,), E)c).
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(i) L’injection D(G(Q,), E)c — D(G(Q,), E) induit une immersion fermée
d’espaces de Fréchet :

(7p)" @ p(r(0,),2). D(G(Qp), B)e = (7p) ' @p(p(,). ). D(G(Qy), E).

Démonstration. — (i) Soit F' I'image de C' dans P(Q,)\G(Q,), qui est un fermé
(donc un compact) de P(Q,)\G(Q,). On a un isomorphisme topologique par (73) et
le Lemme 3.2.12 :

(77) D(P(Qy), E)®£.D(P(Q)\G(Qy), E)r — D(G(Qy), E)c.
On a également un isomorphisme topologique par (74), (60) et [64, Lem. 4.13] avec
(57, Prop. 20.13] :

no = (C™(P@N\G(Q), B)/C™ (P@NGQ). E) o ey ) OETr

qui induit en dualisant un isomorphisme X¢ ~ (7p)"@pD(P(Q)\G(Q,), E)r
(utiliser la version duale de [57, Prop. 20.13] puis la discussion apres le Lemme
3.2.11). Par le Lemme 3.2.1, on a par ailleurs un isomorphisme :

(WP)V@’ED(P(QP)\G(QP) E)r
~ (1) @p(p(0,),5). (D(P(Qy), B)®5,D(P(Q)\G(Q,), E)r)
d’ou le résultat avec (77).

(ii) s’obtient en considérant le dual de la surjection topologique d’espaces de type
compact :

(Tndp(G) me)™ = (WG mr) ™/ (Ind G mp) ™ = mo

et en utilisant (75) et le (i). O

Le lemme suivant, qui explicite le cas C' = P(Q,), sera utile au § 4.5.

Lemme 3.5.2. — On a un isomorphisme de D(P(Q,),E)-modules & gauche
séparément continus (avec les notations ci-dessus) :

D(G(Q), E)p@,) = D(P(Q,), E)®D(Np (Q,), B) 1y

et un 1somorphisme d’espaces de Fréchet :

(7p)" @ p(P@,).) D(G(Qp), E) P, = (7p) ' @eD(Np(Q,), E) 1y

Démonstration. — Par [45, Prop. 1.2.12], on a un isomorphisme de D(P(Q,), E)-
modules a gauche séparément continus :

(78) D(G(Q), B)r,) = D(P(Q), B)®p(p(,),5), D(G(Q), B)qyy-

Comme P(Q,)Ny(Q,) = P(Q,)P~(Q,) est un ouvert de G(Q,) contenant 1, on a
un isomorphisme D(P(Q,)Np(Q,), E)1y — D(G(Qy), E)(13. Comme la multipli-
cation dans ((@p) induit un isomorphisme de variétés localement Q,-analytiques
P(Q,) x N5 (Q,) = P(Q,)N5(Q,), il suit du Lemme 3.2.12 que la multiplication
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dans I'algebre de Fréchet D(G(Qy), E) 1y induit un isomorphisme de D(P(Q,), E) 13-

modules & gauche continus D(P(Q,), E)(,@sD(Np(Q,), E)py = D(G(Qy), E)q;-
Par le Lemme 3.2.1 et (78), on en déduit le premier isomorphisme de 1’énoncé. On ob-
tient le deuxieme isomorphisme en appliquant le Lemme 3.2.1 une deuxieme fois. [

Soit maintenant ¢’ C C' C G(Q,) deux fermés distincts de G(Q,) stables par multi-
plication a gauche par P(Q,) tels que C\C" est un ouvert dense de C'. On suppose que
P(Q,)\(C\C") est une sous-variété localement Q,-analytique paracompacte fermée de
la variété P(Q,)\(G(Q,)\C’) (qui est une sous-variété ouverte de P(Q,)\G(Q,)). La
notation P(Q,)\(C\C") pouvant préter a confusion, précisons qu’il s’agit de “C' privé
de ', le tout quotienté par l'action de P(Q,) par multiplication a gauche”. Noter
que (73) induit un isomorphisme :

(79) P(Q,) x (P(@)\(C\C")) — C\C"

qui munit C\C” d’une structure de sous-variété localement Q,-analytique fermée de
G(Q,)\C'. Attention que C' et C' ne sont pas eux-mémes supposés étre des variétés
localement Q,-analytiques (i.e. ils peuvent avoir des “singularités”). Par la Remarque
3.4.1 Pouvert P(Q,)\(G(Q,)\C") de la variété compacte P(Q,)\G(Q,) admet un
recouvrement disjoint par un nombre dénombrable d’ouverts compacts. On en déduit
la méme chose pour son fermé P(Q,)\(C\C") en utilisant que lintersection d'un

fermé et d’'un compact est compacte. On note (C—Indg}g;) 7p)* l'espace des fonctions

localement analytiques f : C\C" — mp a support compact modulo P(Q,) telles que
f(ge) = q(f(c)) pour ¢ € P(Q,) et ¢ € C\C', qui s’identifie par (79) a l'espace de
type compact C2*(P(Q,)\(C\C"),np), cf. le Lemme 3.2.11. De plus par le Lemme
3.5.1 les inclusions D(G(Q,), E)cr € D(G(Q,), E)e € D(G(Q,), E) induisent des
immersions fermées d’espaces de Fréchet (nucléaires) :

(7p)" ®p(p(@,).0). D(G(Qy), E)or = (mp) ' ©p(p(0,).£).D(G(Qp), E)c
‘—>(7TP) Op(P(@,).0).D(G(Q), E),

qui sont les duale des surjections topologiques d’espaces de type compact :

(80) (Indpg)mp)™ = me = (Indipg?) mp) ™/ (c-Inde) 7p)™

—» o = (Indgggp) )an/(C Ind (Qp)\C Wp)an.

On note aussi :
mejor S (eIndg g mp)™ (e-Indfgr)\ mp) ™,
de sorte que l'on a une suite exacte (stricte) d’espaces de type compact :
(81) 0 — meyor — e — Ter — 0
et que (mo/cr)” ~ Xeo/Xer par (76) et (80).

La proposition suivante donne une “approximation” des “gradués” X¢/Xe qui
sera cruciale dans la preuve de la Proposition 3.6.2 ci-dessous. La preuve présentée
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utilisant U(g, F) est due au rapporteur (notre preuve initiale était plus laborieuse).
Rappelons que I'injection U(g, £) — D(G(Q,), E) tombe dans D(G(Q,), E) 13-

Proposition 3.5.3. — On a des morphismes continus canoniques d’image dense :
C Cl an \ C C, an 4
((c—IndP}Qp) )™ ®p, Ulg, E) — ((C—IndPEQp) )™) " ®@p, D(G(Q,), E)qy
— XC/XC’

ot U(g, E) est muni de la topologie localement convexe la plus fine.

Démonstration. — Le premier morphisme est d’image dense par [45, Prop. 1.2.8]
et le Lemme 3.2.4. Définissons le second morphisme. Par le (i) du Lemme 3.5.1
Xc/Xcr s'identifie au quotient de l'espace de Fréchet (7p)Y®p(p(a,).5).D(G(Qy), E)c

par le sous-espace fermé (7p)Y®p(p(q,).p), D(G (Qp) E)¢r. Comme D( (Q,), E)cr et
D(G(Q,), E)¢ sont des D(G(Q,), E)f13-modules a droite, on en déduit que X¢, Xev,
et donc X¢/Xer, sont aussi des D(G(Q,), E)13-modules a droite. La restriction a

C\C" d’une fonction dans (c- Indgggz’;\c mp)™ tombe dans le sous-FE-espace vecto-

riel (c—Indg}g;) wp)* de (IndP(Qp) p)™ (utiliser que 'intersection d’un compact et
d’un fermé est encore un compact). Cette restriction est de plus clairement nulle sur
le sous-espace fermé (c- IndP(%p;\Cw )™ de (c-Ind, Qp \ wp)*, d’ot un morphisme

canonique continu mg/cr — (C—Indgz(gp) mp)™, qui en dualisant donne un morphisme

continu ((C—Indgég;) p)*")Y — X¢/Xe. Ce dernier morphisme s’étend naturelle-

ment en un morphisme D(G (Qp) E)qy-linéaire continu de D(G(Q,), £)f13-modules
a droite comme dans I’énoncé.

Notons R la composée ((c—IndP(\g p)™)Y @, U(g,E) — X¢/Xe. 11 suf-
fit de montrer que l'image de R est dense dans Xo/Xc. Par [57, Cor. 9.3
appliqué au quotient de Xg/Xe par ladhérence de limage de R, il suffit
de montrer que lapplication duale de R est injective. Comme (Xgo/Xeor)Y =~

ey = (c-Indj Qp A p)an/(c—IndgEgig\c 7wp)*, il suffit de montrer que si f €
(c- IndP(%p \&' ﬂp)an est tel que R(F ® u)(f) = 0 pour tout F € ((c- IndC\ o™ p)2)Y
Ne

et tout p € U(g) (ol f est I'image de f dans m¢cr), alors f € (c- IndP(Q Tp)*",
i.e. le support de f est disjoint de C. Mais R(F ® p)(f) = F(u(f)|ever) on
p(f) € (c-Indp Q”)\C mp)*™ est défini comme dans la discussion qui suit (75). Donc

G(

P(Qp
on déduit u( )(g ) = 0 pour tout g € C et tout u € U(g). Mais le développement de
Taylor ([62, (2)]) implique alors que f est nulle dans un voisinage ouvert de g dans
G(Qyp), ce qui acheve la preuve. ]

Comme X /X est un espace complet, le second morphisme dans la Proposition
3.5.3 se factorise en un morphisme continu d’image dense :

(82) ((c-IndB) 7p)™) @, D(G(Qy), B) 1y — XofXor = (meyer)”.
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Supposons maintenant que les fermés C' et C” sont de plus stables par multiplication
a droite par B(Q,) dans G(Q,), de sorte que (c- Ind ) ¢ 7p)™ est muni d’'une action &

gauche de B(Q,) par translation a droite sur les fonctlons. Alors ((C—Indg}g;) wp)*)Y
est un D(B(Q,), E)-module & droite et, comme dans la discussion qui suit (75),
on a Fo-1 = b(F) = F(b™") pour b € B(Q,) et F € ((c- Ind 7rp)an)v.
De méme X¢o et Xe sont alors aussi des D(B(Q,), E)-modules a dr01te et le
morphisme ((c-Ind O\ 7)) — Xeo/Xe est D(B(Q,), E)-linéaire. On munit

P(Q
((c- IndP>Q P)*™)V®@p,D(G(Q,), E) {1y de I'action & gauche de B(Q,) donnée par :

(83) b(F @ ) = B(F) @ Gyj16,+
pour b € B(Q,), F € ((C—Indg}&:) mp)*™)Y et p € D(G(Qp), E)1y. Noter que cette
action préserve le sous-espace ((C—Indg}&;) p)*™)Y @, U(g, E) car la conjugaison par
& sur U(g, E) (vu dans D(G(Qy), E){1y) est I'adjonction usuelle de b sur U(g, E)
(utiliser [45, (1.3)]). De méme B(Q,) agit a gauche sur X¢ et X par la multipli-

cation a droite par 6,1 dans D(G(Q,), E)c et D(G(Q,), E)cr (via le (i) du Lemme
3.5.1), et le morphisme (82) est B(Q,)-équivariant pour ces actions.

Par ailleurs I’action (a gauche) de B(Q,) sur D(G(Q,), E){1; donnée par la conju-
gaison par ¢, provient par dualité de 'action a gauche de B(Q,) sur CY(G(Q,), E) =
lim C**(U, E) (cf. (42)) induite par :

U

(84) feC™U,E)— (g f(b7'gb)) € C*™(bUb ' E),

et on vérifie facilement que cette action de B(Q,) sur l'espace de type compact
CY(G(Q,), E) est une représentation localement analytique de B(Q,). Ainsi, par
[57, Prop. 20.13] et [31, Prop. 3.6.18], 'action de B(Q,) en (83) provient par dualité
de la représentation localement analytique de B(Q,) agissant (de maniere diagonale)
sur ’espace de type compact :

(85) (eIndpg ) 7p) " @pCY (G(Q,), B).

Cette représentation localement analytique servira dans la preuve de la Proposition
3.6.2.

Remarque 3.5.4. — (i) Lorsque les fermés C' et C’ sont stables par multiplication
a droite par B(Q,) dans G(Q,), on vérifie aussi que les morphismes de la Proposi-
tion 3.5.3 et en (82) se factorisent en des morphismes continus canoniques B(Q,)-
équivariants d’image dense :

((e-Ind5S ) 7p)™)” @uemy. Uls, B)
c\c’
—)((C Indp}Q p)? )®D(( Qp).E) {134 D(G(Qp), )y — Xo/Xer

ou le terme de gauche est muni de la topologie quotient de ((c-Ind P}(S;) )™)Y Rp,
Ulg, £).
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(ii) Un cas particulier de la Proposition 3.5.3 est lorsque l'on prend ¢’ = () (donc
C = C\(C" est alors une variété localement Q,-analytique paracompacte fermée dans
G(Q,)). Dans ce cas, on a des morphismes continus canoniques B(Q))-équivariants
d’image dense :

((Indg(@p) 7TP)M)V ®p, U(g, E) = ((Indg(@p) WP)an)v®E,LD(G(Qp)7 E){l} — Xc¢

qui se factorisent comme dans le (i).

3.6. Le cas des cellules non ouvertes. — On montre que le foncteur F|, est
nul sur le complémentaire de la cellule ouverte d’induites paraboliques localement
analytiques.

On conserve toutes les notations du § 3.5 et on suppose d’abord de plus que ’action
de P(Q,) sur 7p se factorise par Lp(Q,). On note < l'ordre de Bruhat sur W, lg(w)
la longueur d’un élément w € W, wy I'élément de W de longueur maximale, Wp le
groupe de Weyl de Lp et :

Wml

(Noter que wy € WE™ si et seulement si P = B.) Chaque P(Qp)wB(Q,) pour
w € W est une variété localement Q,-analytique paracompacte et si w € WE™ on a

dim(P(Q,)wB(Q,)) = dim(P(Q,)) +1g(w). De plus pour w € W™ on a (ol (—) est
I'adhérence de (—) dans G(Q,)) :

P(Q,)wB(Q,) = H P(Qy)w'B(Q,) et G(Q,)= H P(Q,)w'B(Q,)

wlewmln ,jw w EWmln

n & {w € W, lg(w) est minimale dans la classe a gauche Wpw} C W.

avec P(Q,)wB(Q,) ouvert (dense) dans P(Q,)wB(Q,) (toutes ces assertions se
déduisent par exemple de [39, § 2.3] et des références dans loc.cit.). On déduit
de cela qu’il existe un entier ¢ > 1 et une suite strictement croissante de fermés

C, déf P(Q,) CC,C---CCCG(Q,) tels que :

86) CA\Cii= [  P@)uwB@), 1<i<t et G(Q)\Ci = P(Qy)uwoB(Qy).
wEWBIR Tg(w)=¢

De plus C;\C;_1 pour 1 < i < t est un ouvert dense de C; qui vérifie toutes les
conditions avant et apres (79) (notons que les variétés P(Q,)\(C;\C;—1) sont méme
ici affines).

Nous aurons besoin du lemme suivant.

Lemme 3.6.1. — (i) Notons Rp les racines du Levi Lp et soit w € W™ tel que
w & Wpwy. Alors il existe v € S tel que w(y) € RT\(R* N Rp).
(ii) Soit w € WE™ alors on a N(Q,) Nw 'N(Q,)w = N(Q,) Nw ' P(Q,)w

Démonstration. — (i) En fait le méme énoncé est vrai plus généralement avec
n’'importe quel élément w de W tel que w ¢ Wpwy.  Supposons en effet
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w(S) N (RT\R)) = 0 (ou R) = R"™ N Rp = racines positives de Lp), i.e.
w(S) C (—R") U R} (puisque R = (RT\R}) Il ((—R") U R})), alors S C
(—w Y (RM)) Uw Y(RE) et donc B C w'P w. En particulier w™'P~w est un
sous-groupe parabolique de G contenant B. Mais il est conjugué a woP~wy qui
est un autre sous-groupe parabolique de G contenant B. Il s’ensuit que ces deux
sous-groupes paraboliques de G a la fois standard et conjugués sont égaux, et donc
P~ = wow 'P~wwy. Cela implique wow™ € Wp (= le groupe de Weyl de Lp), i.e
w € Wpwy ce qui contredit 'hypothese de départ.

(ii) Par la preuve de [39, Lem. 2.3.2] (elle-méme déduite d’un lemme de Borel-Tits),
on a un homéomorphisme :

B(Q,)\B(Qp)wB(Q,) — P(Qp)\P(Qp)wB(Q,).

Or le terme de gauche est isomorphe a (N(Q,) N w 'N(Q,)w)\N(Q,) et celui de
droite & (N(Q,) Nw 'P(Q,)w)\N(Q,), d’ou le résultat. O

Proposition 3.6.2. — Soit mp une représentation localement analytique de P(Q))
sur un E-espace vectoriel de type compact telle que laction de P(Q,) se factorise par

Lp(Q,), on a :

Fo ((md§E) mp) ™/ (e-Tndp @) 2@ 7p)™ ) = 0.
Démonstration. — Etape 1
Par (86), il faut montrer F, (Wct) = 0. Pour i € {1,...,t} on a une suite exacte

(stricte) dans Rep' (B(Q,)) (cf. (81)) :
0— TC;)Cimy —2 TC; — 2 TCiy —7 0.

Par le (i) de la Proposition 2.3.4 et un dévissage évident, il suffit de montrer F,(7¢,) =
Fo(me, 0, ) = 0pour i € {1,...,t}. Par la définition de F, (cf. (31) et (37)), il suffit
de montrer que, pour — € {7TCO, TCy)Cos - - - s TCy/Cry }> POUr M € Lo, 7 € Qsp1, T, un
(p,I')-module généralisé sur R, et f un morphisme Rgm—linéaire continu commutant
ay:

[ Mo(=®p En) — T, @p En,
il existe m’ > m et ' > r tels que la composée :

(35)
)

®Id
O Mo (@5 En) @5, Em 225 (

(87) Ma(_®EEm/ T ®EE )®Em Em/ — TT’ ®EEm/

est nulle.

Etape 2

Pour sa simplicité, et pour rendre plus lisibles les étapes qui suivent, on traite d’abord
le cas de X¢, (méme il est en fait un cas particulier des étapes suivantes). Fixons
m € Z>g tel que n|n,@)nn, 7 1, 7 € Qsp1, T un (¢, I')-module généralisé sur R,
et f: My(mc, ®p Ern) — T, ®p E,, un morphisme R]ng—linéaire continu commutant
a 1. L’objectif de cette étape est de montrer que f est nul (il n’est nécessaire ici
d’augmenter ni m ni r).
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Par la Proposition 3.5.3 et le (ii) de la Remarque 3.5.4, on a une application continue
B(Q,)-équivariante d’image dense :

(mp)" Qus,p). U(g, ) — Xc

qui induit une autre application continue d’'image dense en appliquant (—®gE.,) () e
des deux c6tés et en notant que — ®g E,, = (= ®p E,,)(n)Ne est continu et surjectif
(pour la topologie quotient a droite) :

(88) ()" @u,p). U8, Em)) (M) ng — (Xcy @ Em)(0)ng, -

Comme on a une surjection continue (X¢, ®p En)(n)ne — My(7e, ®p E,) par
(18), il suffit donc avec (88) de montrer que pour m € Zsg, r € Qsp_y1, T, un
(p,I')-module généralisé sur R, tout morphisme continu commutant a l’action de
N(]/Na >~ Na((@p) N NO ~ Zp :

(89) ((WP)V QuU(b,E),. Ulg, Em))(ﬂ)N,g; — T, ®p By,
est nul.

Fixons une numérotation «,...,qa; des racines de RT, par le théoreme de
Poincaré-Birkhoff-Witt ([41, Th. 1.2(a)]) on a une décomposition U(n~, E,,) ~

Dayezn OEmwgll zd . xﬁ’; ou x,, est une base de la Q,-algebre de Lie du sous-groupe

radiciel N7, (Q,) C N7(Q,) associé a —a;. Comme U(g, E,) = U(b,E) ®g
U(n~, E,), on en déduit une décomposition :
(90)  (7r)" Qv U8, Bm) = €D (7p ®p En)” Op,, By -+ a3,

(di)ez}éo
et (7p)Y Qu(o,e) U (g, Em) est donc la réunion croissante sur d € Zs, des sous-espaces :
(91) ((mp)" @,y U(g, Em)) @ (7p ®p Em)" ®p,, Eqall -z

(di)elgo
>idi<d

<d déf

De plus n € N(Q,) agit sur un élément v ® p € (7p)" @y (v,p) U(g, Em) par n(v) @
Ad(n)(p) ou Ad(n) est l'action par adjonction de N(Q,) sur U(g, E,,) (cf. (83) et
la phrase qui suit). En écrivant n = exp(y) pour y € n, on a Ad(n) = exp(ad(y))
ou ad(y)(u) = [y, u| pour p € U(g, Ey). En utilisant les formules usuelles pour
ly, 1] lorsque p € U(n™, E,,) (cf. par exemple [43, § I1.1.2], [41, § 1.4]), on voit
facilement d’une part que les sous-espaces (91) sont tous stables par I’action de N (Q,),
d’autre part qu’ils sont des extensions successives finies de la N(Q,)-représentation
(mp @ Er)Y. Par exemple si d =0, on a ((7p)" ®uo,p) U(g, En))=’ = (7p @ E,,)Y,
sid=1ona:

h

((Wp)v QU (b,E) U(g, Em))gl/@Tp RE Em)v ~ @(’/Tp XE Em)v ®p, EmTa,
i=1

~ ((ﬂ'p RE Em)v)@h
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et ainsi de suite (cet argument s’inspire du paragraphe précédant [46, Lem. 8.4]).
En utilisant que le foncteur (—)(n)ne commute aux limites inductives filtrantes et
est exact a droite, il suffit donc pour montrer (89) de montrer qu'un morphisme de
R}, -modules

(92) (mp @5 Ew)” (0)ng — T @5 By

est nul. Supposons d’abord a ¢ Sp, alors 'action de Ny/N§ ~ Z, sur (wp)" est
triviale puisque mp est une représentation de Lp(Q,). En particulier X € Rgm
annule le terme de gauche en (92) alors qu’il est inversible sur celui de droite, d’ou le
résultat. Supposons maintenant o € Sp. Comme Np(Q,) agit trivialement sur (7p)"
et nlnp@@)nN, # 1, on a en fait (mp ®p En)Y(0)np@p)nn,, = 0, d’olt directement
(mp @k Ep)Y(n)ne = 0 puisque Np(Q,) N N,,, € N2 dans ce cas.

Etape 3

Soit i € {1,...,t}, m € Zso, 7 € Qsp_1, T, un (p,I')-module généralisé sur R}, et
fixons jusqu’a la fin de cette preuve un morphisme Rgm—linéaire continu commutant
ay:

(93) [ My(me, e, O En) — T, @p En,.

Rappelons qu’il suffit de montrer qu’il existe m’ > m et ' > r tels que la composée
(87) est nulle.

Par la discussion précédant la Remarque 3.5.4, le morphisme B(Q,)-équivariant
(82) tensorisé par E,, induit un morphisme continu de Rgm—modules qui commute a

(IS
Ci\Ci_ an =~ w
(94) D: Ma((C‘IndP(}gp) ! 7TP) ®EC’l (G(@p>7 Em)) — Ma(ﬂ.Ci/Ci—l ®F Em)
De plus, comme (—) —» (—)(77)?372 est un morphisme surjectif et comme l'image de
(82) est dense, I'application D est d’image dense (cf. (18)). On peut donc remplacer
le morphisme f par la composée fo D. Par (86), [45, Lem. 1.2.13] (et ce qui précede
la Remarque 3.5.4), on a un isomorphisme dans Rep% (B(Qp)) :
Ci\Ci— an = w
(C—Indp(ép) ! 7Tp) ®E01 (G(@p)a Em)
P(Qp)wB(Q an =~ w
~ P ()P wp) " EpCY (G(Q,), En),
wEWBI Jg(w)=i
et on peut donc remplacer (C—Indgzéig’l wp)* dans (94) par (C—Indigging(Qp) Tp)*".
Etape 4
Considérons un morphisme R}gm—linéaire continu commutant a ¢ quelconque :

(95) B Mo((cTndp§) ") 7p) " @pCY(G(Q,), Em)) — Ty @ Enn.

On montre dans cette étape en utilisant le Lemme 3.2.10 que h se factorise par un
quotient “a support borné” de la source (comme dans la preuve du Lemme 3.4.3).
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Soit (mp)™ la représentation de w™'P(Q,)w donnée par mp avec g € w ' P(Q,)w
agissant par wgw! € P(Q,). Comme dans la discussion avant le Lemme 3.4.3, on
vérifie en utilisant (79) avec P(Q,)wB(Q,) au lieu de C\C’ puis le (ii) du Lemme
3.6.1 que I'on a un isomorphisme topologique B (@p)—équivariant :

P(Q B(Q an ~ an
(96) (C'IndPEQigw ) )" — (e Ind Qp mw—lN(Qp)w(WP) )
H — (g — H (wg))
ou a droite il s’agit des fonctions localement analytiques sur N(Q,) & support com-

pact modulo N(Q,) Nw™'N(Q,)w (vérifiant I’équation fonctionnelle) avec 1’action de
N(Q,) donnée par la translation a droite sur les fonctions et 'action de 7'(Q,) donnée

par (tA\)(g) = t(A(t71gt)) pour \ € (C—Ind]]zggzgmw,w(@p)w(Wp)w)an (out e T(Q,) C
w™tP(Q,)w agit sur \(t*gt) par (7p)“). Notons :

Nuco@) = T No(Q).

YERT w(v)<0

alors on a N,<0(Q,) = (N(Q,) Nw™N(Q,)w)\N(Q,) (pour un ordre quelconque
sur les v € RT tels que w(y) < 0) d’out on déduit :

(97) (e-Indy (&) i ye (TP)") ™ = C2 (Nuco(Qy), (7p)")

ou a droite rappelons qu’il s’agit des fonctions localement analytiques a support com-
pact (cf. § 3.2). Comme N, est totalement décomposé (cf. (8)), on a :

(w™'N(Qp)w N Nyp) X (Nuw<o(Qp) N Nyy) — Ny,

d’ou un isomorphisme :

(98) (AR gy (TP)") ™ = O™ (Nuco (@) O N, (mp)")
et avec (97) :

. an ~ (Qp) an

llr_{l (IndN Nw— 1N(Qp)w(7rp)w) - (C IndN(Qp)ﬂw IN(Qp)w (”P)w>

m
ou les applications de transition a gauche sont clairement injectives. Pour alléger, on
note dans la suite pour m’ € Z> :

N,/ w) an

I(m') = (I AN w1 (g, yo(TP) )
Le sous-espace I(m) vu dans (c- Indxggp)mw_lN(Qp)w(ﬂp)w)an est stable par l'action
ci-dessus de N, et A (Z,\{0}), ainsi que par celle d'un sous-groupe ouvert com-

pact suffisamment petit Ty de T(Q,) (par exemple T(Z,) lorsque G = GL,). De
plus, en utilisant (97) et (98), on a une décomposition en somme directe topologique

de (c- Ind )mw—lN(@ ju(mP)*)™" analogue a (67). Munissons I'espace de type com-

pact I(m )®EC’ (G(Qy), E,,) de action diagonale de N, et A (Z,\{0}) (par (84)
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sur CY(G(Qyp), Eyy)). En utilisant [45, Lem. 1.2.13] et [57, Lem. 5.3(iii)], on peut
appliquer le Lemme 3.2.10 a :

7= (cIndN 2 v (7)) "B ECH(G(Q), Bn), T =1 (m)@pC (G(Qy), En).

Il existe donc un entier m” > m tel que le morphisme h en (95) se factorise par
Mo (I(m")®C¥(G(Q,), En)). En appliquant cela au morphisme h = foD de I'Etape
3 (avec P(Q,)wB(Q,) au lieu de C;\C;_1), on obtient que f o D se factorise en un
morphisme R}, -linéaire continu commutant & ¢ (encore noté f o D) :

(99) foD : My(I(m")&pCY(G(Q,), En)) — T, ®5 B,
pour un m” > m. Il suffit donc de montrer qu’il existe m’ > m et v’ > r tels que la

composée analogue a (87) avec f o D en (99) au lieu de f est nulle.

Etape 5)
Par (18) et la discussion précédant la Remarque 3.5.4, le terme de gauche dans (99)
est un quotient de :

(100) (1(m")"®eD(G(Qp), En)y) (M),

et il suffit donc de montrer I’analogue de (99) en remplagant ce terme de gauche par
(100). Comme dans le (i) de la Remarque 3.5.4, le (nouveau) morphisme f o D se
factorise par un morphisme Rgm—linéaire continu commutant a 1 (encore noté foD) :

foD : (I(m")®pwB@,).) a0 L(G(Qp), En)ay) (M ng — T, @5 En

(noter que I(m”)" est bien un D(B(Q,), E){13-module a droite car D(B(Q,), E)q1y =
D(By, E) {1y pour tout sous-groupe ouvert compact By de B(Q,) par (42)). En uti-
lisant (45, Prop. 1.2.8], le Lemme 3.2.4, et le fait que — ®p E,,, = (— ®p En)(0)ne

est continu surjectif, il suffit comme dans I’Etape 2 de montrer que tout morphisme
continu commutant a Paction de No/N§ ~ N,(Q,) N Ny ~ Z, :

(101) (I(m")Y @uee,p), U(g, En))(n)ne — T, 5 B
devient nul dans T, ® E,, pour r’ > r quitte a augmenter m.

Comme en (90) et (91), I(m")Y ®u,r) U(g, Em) s’écrit comme réunion croissante
de sous-espaces stables par NV,,» qui sont des extensions successives finies de la N,,»-
représentation (I(m”) ®g E,,)". En utilisant que le foncteur (—)(n)ye commute aux
limites inductives filtrantes et est exact a droite, il suffit donc pour montrer (101) de
montrer qu'un morphisme continu de Rgm—modules :

(1(m") ®©p En)" (Mg — T, @5 En
est nul quitte a augmenter r et m. Noter qu'un tel morphisme se factorise par :

(102) (I0m") ®p En)’ )3k — T, @5 En

oit (I(m") ®g Epn)Y ()5 est le dual de (I(m") @ Ep)(n~")N= par la preuve du (i)
du Lemme 2.1.3.
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Par le (i) du Lemme 3.6.1, il existe une racine simple 7 telle que N,(Q,) C

wN(Qp)w et N,(Q,) agit trivialement sur la w™'P(Q,)w-représentation (mp)™
(rappelons que Iaction de P(Q,) sur mp se factorise par Lp(Q,)).

Supposons d’abord que l'on peut prendre v = a. Comme N,(Q,) agit alors tri-
vialement sur (7p)", l'action de N,(Q,) N Ny sur I(m”) est donnée par :

(103) A —> (nm// — )\(nmuna) = )\(n; nmuna)).

Notons N ¥ [Lscr+\s N5, qui est un sous-groupe normal de N tel que N/N @)

est abélien, et N2 & N @(Q,) N N,p, il existe un sous-groupe ouvert compact suf-
fisamment petit pMZ, de N,(Q,) N Ny =~ Z, tel que pour tout n, € pMZ, et tout
N - Nm// on a :
-1 (2)
Ny N Moy € Nt N,
(on utilise que les “dénominateurs en p” dans NV,,» sont bornés). Cela implique que

: o 2) .
I’action de n,, € pMZ, induite par (103) sur le sous-espace I(m” )N“3 est triviale, donc
a fortiori aussi sur :

104) (I(m") @5 B) (7% C (I(m") @ Bp) ™™

(

(rappelons que 7|y g,) = 1)- Donc (14 X)P" —1 € Ry, agit par 0 sur le dual de
(I(m") @g E,,)(n~ )=, Soit maintenant r’' > r tel que (1 + X)P" — 1 est inversible
dans R} (cf. la preuve du Lemme 3.3.4) et considérons (102) avec r’ au lieu de
r: (14+X )pM — 1 annule le terme de gauche alors qu’il est inversible sur celui de
droite par choix de 7/, donc le morphisme (102) devient nul dans 7, ®p E,,. Ceci

acheve la preuve lorsque I'on peut prendre 7 = a (noter qu’il n’est pas nécessaire ici
d’augmenter m).

Supposons maintenant que 'on peut prendre v # «, ie. N, C N (cf. § 2.1).
Quitte a augmenter m, on peut supposer m = m” dans (99), et quitte & augmenter
encore m” si nécessaire, on peut de plus supposer 7|y, (q,)n~,, 7 1. Montrons que

sép

l'on a dans ce cas en fait (1(m") ®p Enr)” (n)ye, =0, ie. :

(105) (I(m") @ Emr) (n™")Nar = 0.

Comme en (103), action de n, € N,(Q,) N Ny sur I(m”) est donnée par A —
(M = A(Mrniy) = A3 iy ) avee nZ npnmy, € nyr N, (2,),, donc elle est triviale
//)ij,)

sur le sous-espace I(m . Comme 1~ ]N(z) = 1 mais 7' |n, (@), # 1, on en

déduit :
(2)
((1On") @i Byr)™" ) (71N @N0r — (L") @0 Bpr) (57 Yot N2 @00 3) —

d’ott on obtient (105) puisque Ng,),(Nv(Qp) N Np) € N2, Noter qu'il n'est pas
nécessaire ici d’augmenter r. Cela achéve la preuve de la proposition. O
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Remarque 3.6.3. — Au vu de la Proposition 3.5.3 et de I’Etape 2 dans la preuve
de la Proposition 3.6.2, on pourrait penser montrer directement dans les Etapes 4 et
5 que tout morphisme continu commutant a l'action de Ny/N§ ~ Z,

w) any VvV
<(<C Indx&%i )Nw=1N(Qp)w (ﬂ-P) ) ) ®U(b,E),L U(ga Em)) (TI)N% — TT Yo Em

devient nul en augmentant m et r, ce qui éviterait d’introduire les représentations
localement analytiques (85) et tout ce qu’il faut pour les définir. Mais nous
n’avons réussi a montrer cela qu’en partant d'un morphisme (I(m”)" ®u o k).
U(g, En))(n)ne — T, ®p Ep, pour un m” suffisamment grand mais fini (voir I’Etape
5). Et pour se ramener a un tel I(m”), nous ne savons pas faire autrement que
d’utiliser le Lemme 3.2.10, qui nécessite des espaces de Fréchet.

La Proposition 3.6.2 s’étend a des représentations mp un petit peu plus générales.

Corollaire 3.6.4. — Soit mp une représentation localement analytique de P(Q))
sur un E-espace vectoriel de type compact qui est une extension successive finie de
représentations localement analytiques sur lesquelles 'action de P(Q,) se factorise
par Lp(Q,). Alors on a :

F, ((Ind )an/( Ind Qp)woB(@p) P)an) —0

P(Q

Démonstration. — Par dévissage et la Proposition 3.6.2, on peut supposer que l'on
a une suite exacte courte (stricte) 0 — 7% — mp — 7p — 0 de représentations
localement analytiques de P(@p) (sur des espaces de type compact) ou 1’énoncé du
corollaire est vrai pour 7 et 7. Par (60) et le Lemme 3.4.2 appliqués avec P au
lieu de P~ et U = P(Q,)woB(Q,), et en utilisant [64, Lem. 4.13] (combiné avec
(57, Prop. 20.13] et [57, Cor. 20.14] pour se ramener a des espaces de Fréchet), on

a un diagramme commutatif de suites exactes dans Rep%y'(B(Q,)) en posant U &

P(Qp)woB(Qy) :

0—( C—Indg(Qp) ) —— ( C—Indg((@p) )" — ( c—IndIUD(Qp) )

——=0

an G(Qy) _ yan G(Qp) s yan
0— (IndP(Q ) - (IndP(Qi) 7Tp) — (Indp(@i) 7ij) —— 0.
En appliquant le (i) de la Proposition 2.3.4 a la suite exacte conoyau, par les hy-

potheses sur 7 et 7% on en déduit 1'énoncé. O

3.7. Foncteurs F, et représentations F5 (M, 7%). — On énonce et démontre
les résultats principaux du § 3.

On conserve toutes les notations précédentes. On rappelle que les caracteres
algébriques x) : Gal(Ey/E) — E* pour A € X(T) sont définis avant le Théoréme
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3.3.1. Dans tout ce paragraphe, on fixe P C G un sous-groupe parabolique contenant
B.

Théoréme 3.7.1. — Soit W une représentation algébrique de P~(Q,) de dimen-
sion finie sur E, % une représentation lisse de longueur finie de Lp(Q,) sur E

. déf . _
admettant un caractére central Xqe et dpee = dimp, (7F Qg Foo)(n 1)NLP(QP Sup-

posons a & Sp, alors le foncteur Fy(( Indg(_(%gp) W Qg 7T%Q)an) st isomorphe 4 -
@E X-x) ®F Hom,, (RE(()\Z'O)\QV)(X;%O)\av)>@dﬁlo>oy_>

ot les \; € X(T) sont tels que W |, = ®;L(—X\;)p. En particulier Fa((Indg(_Qéf(’;p)W®E
X)) est nul si et seulement si T n’a pas de constituant générique.

Démonstration. — On note () e woP~wg C G et mp o W g 7. Comme wy(S) =
—S, @ est un sous-groupe parabolique contenant B. On note 7 la représentation
localement algébrique de longueur finie de Q(Q,) donnée par 7p mais avec g € Q(Q,)
agissant par wogwy € P~(Q,). On a un isomorphisme G(Q,)-équivariant :

(106) (InaZ%) 7p)™ = (Indg ) 7o)™, [ — (9~ f(wog))

(Qp)P(Qp)

qui envoie le sous-espace fermé (c- Ind wp)™ sur le sous-espace fermé

(C—Indgggz ngP(Qp ) 7g)*™. Une application du theoréme 90 de Hilbert montre que le

E-espace vectoriel (7% ®@g Ex)(n™')N, (@, de dimension dr muni de l'action

semi-linéaire de Gal(E,/F) définie dans la preuve du (i) du Lemme 2.3.2 est isomor-
Sdroo . S

phe & Eoo © (avec action semi-linéaire évidente de Gal(F./E) sur chaque facteur).

Par la Proposition 3.4.4 avec (64) et le (i) de la Proposition 2.3.4, on voit donc qu'il

suffit de montrer :

(107) Fu (&) 7)™/ (c-Indg) ™" @) 7)™) = 0.
Mais on a Q(Q,)woP(Q,) = Q(Q,)weB(Q,) puisque :

(
(108) Q(Qp)woB(Q,) € Q(Q,)woP(Q,) = Q(Qp)(woLr(Qp)wo)woNp(Qp)
= Q(QP)LQ(@P>wONP(QP) = Q(QP)WONP<QP) C Q(QP)MOB(@P>7

donc (107) suit du Corollaire 3.6.4 (appliqué avec P = ()), en notant que 7y est
une extension successive finie de représentations localement algébriques de Q(Q,) sur
lesquelles 'action de Q(Q,) se factorise par Lo (Q)) O

Si o € Sp, alors on peut définir le foncteur F,, pour le triplet (Lp, BN Lp,T) au
lieu du triplet (G, B,T') en gardant le méme cocaractere \,v : G, — T, le foncteur
ne dépendant pas des autres choix par la Proposition 2.3.6 (noter que le centre 7y,
de Lp est bien encore connexe, cf. [11, § 6]).
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Théoréme 3.7.2. — Soit mp une représentation localement analytique de P~(Q))
sur un E-espace vectoriel de type compact qui est une extension successive finie de
représentations localement analytiques sur lesquelles l'action de P~(Q,) se factorise
par Lp(Q,). Alors on a un isomorphisme de foncteurs dans F(p, ') :

F, ( ( IndIGD(,%é?p) ’ﬂ'P)an) ~ Fo(mp|Lp@y)-

Démonstration. — Par la Proposition 2.3.6, pour définir F,, pour (Lp, BN Lp,T) on
peut choisir (ta)aesp, 1 €t (Lp(Qp) N Ny)m>o (0U (ta)acs, 7 €t (NVm)>o sont comme
au § 2.1 pour (G, B,T)). On a des produits semi-directs analogues a ceux au début
de la preuve de la Proposition 3.4.4 : N® = Np x Nf, n® >~ np xnf_ et NJ =
(Np(Qp) N Nyp) @ (NF,(Qp) N N,,) pour tout m € Zsg. Par le Lemme 3.4.3, le
Corollaire 3.6.4 (en raisonnant comme dans la preuve du Théoreme 3.7.1) et le (i) de la
Proposition 2.3.4, il suffit de montrer F,, ,,(C**(Np(Qp) NN, Tp)) =~ Fom(7p|Lp@)))
pour tout m € Zso. On a des isomorphismes d’espaces de type compact (cf. (65)) :

C*(Np(Qp) N Ny, p)[n®] = (C*(Np(Qp) N Nip, 7p) [np]) 07, ]
= OOO(NP(QP) mNmaﬂ'P)[n%p]
~ (C*(Np(Qp) N Ny, E) ®@p 7p))[n7 ]
~ C™(Np(Qp) N N, E) ®p (mp[n7,])

(rappelons que les topologies projective et injective coincident sur les deux produits
tensoriels du bas, qui sont par ailleurs déja complets par le méme argument que pour
(70)). On en déduit (avec le (ii) du Lemme 2.1.3) un isomorphisme d’espaces de type
compact :

C*™(Np(Qy) N N, mp @ En) [0 (0™ )N
~ (C*(Np(Qp) N Ny En)) (1) Np (@) @8, (TP @ En)ng,]) (U_I)ng(@p)nNm‘

Comme dans la preuve de la Proposition 3.4.4, C*(Np(Q,) N\ Ny, E) (071 Np(@y)Nom
a dimension 1 engendré par la classe de 7|x,(qg,)nn,. et I'action de Gal(E./E) dessus
est celle sur B, par Hilbert 90. Par (65) on voit de plus que N7, (Q,) N Ny
et Aav(Z,\{0}) agissent trivialement sur 7|y,(@,)nn,.- On en déduit un isomor-

~

phisme d’espaces de type compact compatible aux actions de N,,,/N% — (N, (Q,) N
Nin) /(N2 (Qp) OV Ni), Aav (Zp\{0}) et Gal(Ewo/E) :

C*™(Np(Qp) N Ny, p @ Ep) [0 ) ne = (7p @k Em)[nip]("fl)zvgp(@p)mvm
d’ou le résultat avec (31) et (15). O

Corollaire 3.7.3. — Soit 7% wune représentation lisse de longueur finie de
-

Lp(Q,) sur E admettant un caractére central, M un objet quelconque de (’)alg

et 7 }"g,(M, m%). Alors il existe des caractéres algébriques distincts X, - -, Xo.
de Gal(Ex/E) et des (p,I')-modules généralisés Dyq(), ..., Do, (m) sur R tels

que Fo(m) ~ @_; (Eso(xa,) ®2 Hom,ry(Da (1), —)).
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Démonstration. — Soit W C M une sous-représentation algébrique de P~(Q,) de
dimension finie sur F qui engendre M comme U(g)-module (cf. [54, Lem. 3.2]),
de sorte que I'on a une surjection U(g) ®yp-) W — M. Comme le noyau de cette

surjection est aussi dans ngg, on peut encore 1’écrire comme quotient de U ( g)®U(p—)W

pour une autre représentation algébrique de dimension finie W de P~ (Qp). On a donc
.

une suite exacte dans (’)alg :

U(g) Qup-) W — U(g) Qup-) W—M-—0
qui donne une suite exacte de représentations localement analytiques :

00 G(Q oo\ an G(Q [T 7 oo\ an
(109) 0— FE (M,7¥) = (Ind5%) WY @pay)™ — (ndp Q) WY @p n5)

En utilisant que W], et WY Lp Se décomposent comme somme directe de L(—\)p
pour des A € X (T), le résultat découle alors facilement du Théoreme 3.7.1 lorsque
a ¢ Sp, du Théoreme 3.7.2 et du Théoreme 3.3.1 appliqué avec le groupe réductif

G = Lp lorsque a € Sp, et du (ii) de la Proposition 2.3.4 avec la Remarque 2.3.5. [

Remarque 3.7.4. — (i) Par la Proposition 2.3.4 avec la Remarque 2.3.5, le foncteur
7 Dy () « ®;D, () envoie une suite exacte 0 — 1’ — m — 7’ de représentations
de la forme FS (M, 7%) (pour P, 7%, M variables comme dans le Corollaire 3.7.3)
vers une suite exacte D, (') = Do(m) = Do(7") — 0 de (p,I')-modules généralisés
sur Rg. Mais il suit facilement du Théoreme 3.7.7 ci-dessous que ce foncteur n'est
pas exact (a gauche).

(ii) L’hypothese que 7% admet un caractere central ne devrait pas étre nécessaire
pour le Corollaire 3.7.3. Elle n’intervient que via le caractere Xr2.a = Xmss © Av de
la Proposition 3.4.4, mais cette derniére peut probablement se généraliser (au moins
lorsque 7% est de longueur finie) en remplagant (les copies de) Rg((A; o )\av)X;})},a)

par un (¢, I')-module non forcément semi-simple.

Nous allons maintenant expliciter F,(F5 (M, 7)) dans certains cas utiles. Pour
cela, nous avons d’abord besoin de plusieurs lemmes préliminaires.

Lemme 3.7.5. — Soit p € X(T) tel que (u,a”) <O0.
(i) Le constituant L™ (s, - 1) apparait avec multiplicité 1 dans U(g) @y -y -
(ii) Le U(g)-module U(g) ®u -y 1 admet en quotient une unique extension non scindée

L™ (50 - 1) — L™ () dans Of, (ot L™ (ss - p) est en sous-objet).
Démonstration. — Cela découle de [42, Th. 1.4.2(i)] et de propriétés standard des
polynomes de Kazhdan-Lusztig. L’extension en (ii) est non scindée puisque L~ (1)
engendre tout U(g) ®p - p- O

Dans le reste de ce paragraphe, on fixe L(—\)p une représentation algébrique
irréductible de Lp(Q,) sur £ (ou A € X(T)).
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Lemme 3.7.6. — Soit M un quotient de U(g) @up-y L~ (A)p. On suppose a ¢ Sp,
(A, a¥) <0 et on note Q le parabolique contenant P tel que Sg = Sp1{a}. Alors M
est dans (’)glg (ot q~ est lalgébre de Lie de Q~(Q,)) si et seulement si M ne contient
pas le constituant L™ (sq - ).

Démonstration. — Par [41, Th. 9.4(b)] on a un diagramme commutatif de suites
exactes de U(g)-modules :

Dses, U9) @up-) 55 - A —=U(8) Qup—) A —=U(9) @up-) L~ (A)p —=0

| | |

Dses, U9) Quee-) 55 A —=Ul(g) Qu(e-) A —= U(9) Qu(g-) L~ (A)g —=0

qui par une chasse au diagramme triviale donne une suite exacte :
(110) U(g) Qu(b-) Sa A—> U(g) Qup-) L_(A)p — U(g) Qu(q-) L_()\)Q — 0.

Comme L™ (54 - A) est I'unique quotient irréductible de U(g) ®up-) Sa - A et qu’il a
multiplicité 1 dans U(g) ®u -y L~ (A)p par le (i) du Lemme 3.7.5, on en déduit qu’un
quotient M de U(g) ®up-) L~ (A)p ne contient pas L™ (s, - A) si et seulement si c’est
en fait un quotient de U(g) ®u -y L™ (X)g. On en déduit I'énoncé avec les propriétés
of. [54, § 1] et [41, § 9.4]. 0

de la catégorie Oalg,

Théoréme 3.7.7. — Soit ©% une représentation lisse de longueur finie de Lp(Q))
sur IJ et M un quotient non nul de U(g) @y -y L™ (X)p. On suppose ou bien o € Sp,

ou bien o ¢ Sp et M ¢ Oalg pour @ le parabolique contenant P tel que Sg = SpIl{a}
et q~ Ualgébre de Lie de Q~(Q,). Alors linjection G(Q,)-€équivariante :

F§ (M, 7%) — (Indg((%a y L(=A)p @k )"

induit un isomorphisme dans F(¢,T)q

FL(FE (M.75) = (a8 L(-N)p 05 75)™).

Démonstration. — Etape 1

Soit m —.FG (M, 7¥) et mdﬁf(l d L(—A)p@Em%o)an = (IndG(Qp) L~(\)f®gp

5 )a nous allons montrer que I’ 1nJect1on T, < Ty induit un isomorphisme 7; [n®] =
m[n"‘], ce qui implique le résultat par (15). Si a € Sp nous allons montrer cette
assertion pour M = L~(\), ce qui suffit par le (i) de la Proposition 2.3.4. Si a ¢ Sp,
on distingue deux cas. Ou bien on a (\,a) > 0 (i.e. L=(\) ¢ Oalg) et nous allons
encore montrer le résultat pour M = L~(A). Ou bien on a (A, a) < 0, auquel cas
le Lemme 3.7.6 implique que L™ (s, - A) est un constituant de M et le Lemme 3.7.5
implique alors que I'on a une surjection M — (L™ (sq-A)—L~ (X)) ot L™ (84 A)—L~(A)
est I'extension du (ii) du Lemme 3.7.5. Dans ce dernier cas, par le (i) de la Proposition
2.3.4, il suffit de montrer le résultat pour M = L™ (s, - A) — L~ (\). Dans la suite de
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la preuve, on suppose donc M = L~ () si a € Sp ou si a ¢ Sp mais (A, a) > 0, et
M =L (sq-A\)— L (\)siaé¢ Spet (\a)<O0.

Etape 2

Fixons une numérotation aq,...,q; des racines de R* telle que ay = a. Tout
élément de U(n) est une combinaison linéaire a coefficients dans £ de monomes
Yl yo2 - - yorh ot my € Zixg et Yo, est une base de la Q,-algebre de Lie de N, (Q,)
(cf. [41, Th. 1.2(a)]). Nous allons d’abord montrer que tout vecteur dans :

(111) ker (U(g) @u-) L™ (A)p — M)

est I'image via U(g) Que-) A = U(g) ®up-) L~ (A)p d’'une combinaison linéaire de
vecteurs de poids de la forme y yo'2 - - -yt @vy ot vy, est le vecteur de plus haut poids
(par rapport & B~) de U(g) ®u-) A et ol ¢ et les m; sont des entiers positifs ou nuls
tels que 2 <t < hetm; # 0. Par [41, §§ 5.1 & 5.2] tout poids p € X (T') apparaissant
dans (111) est tel que pp € X'+ >, Zsoa; pour X' € X(T') tel que N T Xet X' # A, ie.

il existe 7 > 1 et yy,...,7 € R tels que (5, -+ 5y, ) - A= (54,,, -+ 59,) A € Y, Loy

et est non nul pour j € {1,...,7r}. De plus, comme les constituants irréductibles
de U(g) ®u-y L~ (A)p sont dans 021;, on a (N,vY) < 0 pour v € Sp par [41,

Prop. 9.3(e)]. Montrons que 'on a X' — A = Z?Zl mia; pour m;, € Zs( avec au moins
un m; # 0 pour ¢ > 2. Sinon, on a X' — X € Z>g«, et donc nécessairement y; = o pour
tout j (puisque « est simple), c’est-a-dire r =1 et 71 = a, i.e. N =54 A = A+ m«
pour mj > 1 (car X # X). Par ailleurs s, - A = s4(A — p) + p = sa(A) + a, d’ou
Sa(A) = A+ (m] —1)a ce qui implique (s,(\), ") = (A, ") +2(m)—1) = —(\, o) et
donc (A, @) = 1—m/ < 0. Supposons d’abord « € Sp, alors (s, A, @) = (N, a¥) <0
(cf. ci-dessus), et aussi (s, A, ") = (A, a¥)+2m) = (1—m))+2m]| = mi+1 > 0, ce qui
est une contradiction. Supposons maintenant o ¢ Sp (et rappelons que (A, a") < 0),
comme L~ (s, - A) a multiplicité 1 dans U(g) ®yp-) A par le (i) du Lemme 3.7.5, on en
déduit que X' ci-dessus ne peut étre s, - A (sinon L~ (s, - \) apparaitrait a la fois dans
(111) et dans M), une contradiction. Finalement, on en déduit g = X + Zle m;oy
pour des m; dans Z>( avec au moins un m; non nul pour ¢ > 2, ce qui implique
facilement le résultat voulu (un tel poids p ne pouvant venir de vecteurs de la forme
Yo' ®Uy).

Etape 3

Pour montrer 7 [n%] = m5[n®], on reprend I'argument de la preuve de [12, Prop. 3.2].
Pour f: G(Q,) — L~ (\)} ®g 7 localement analytique considérons le morphisme
de U(g)-modules & gauche (non nul des que f # 0) :

Ap:U(9) @up-y L~ (Np — CG(Q), 77), 00 f

ot 0 f est défini au § 3.1. Fixons 0 # f € my[n®]. Par définition de F5_ (M, 7%) (cf.
(40)), il suffit de montrer que Ag(ker(¢)) = 0 ot ¢ : U(g) Qup-) L~ (A)p = M. On
note :

M; ¥ (U(g) ®up-y L™ (W)p)/ ker(Ay),
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de sorte que f € ]-"g,(M £,y ) C ma, et il suffit de montrer que l'on a une surjection
M — M; (entre quotients de U(g) ®u-) L~ (A)p) puisqu'alors Fo_ (My, 75) C
FS (M,7m¥) = m;. Comme Ay # 0 on a My # 0 et donc My — L~()\) (puisque
L~ (X) est I'unique quotient irréductible de U(g) ®up-) L™ (A)p).

Etape 4

On suppose d’abord ou bien a € Sp ou bien a ¢ Sp mais (A, ) > 0, de sorte
que M = L=(\). Soit C' un constituant irréductible (dans Ogl_g) en sous-objet de
ker(M; — L~ (X)) supposé non nul. Alors C' est 'unique quotient irréductible d'un
module de Verma généralisé U(g) @y, V (par [41, §§ 1.3 & 9.3]) et I'application
composée ¢ : U(g) ®u-)V — C — My s’insere dans le diagramme (commutatif) de
U(g)-modules :

(112) U(g) Qup-) L_(A)P M; L_(A)

U(g) ®up-) V
et induit un morphisme G(Q,)-équivariant :
00 00 G(Qp oo a1
FE (M, 7%) — FE-(U(g) @um) Vi) = (Indp % VY @p o)™

Nous allons montrer que l'image h de f € FS_ (M, 7%) dans (Indg(_(%gp) VV@gmy)™®
est nulle, ce qui en reprenant le raisonnement de la preuve de [12, Prop. 3.2] (auquel
on renvoie le lecteur pour plus de détails) conduit & une contradiction et implique
donc My = L= (A\) = M. Comme h € (Indgggp) VY @p %)™, on voit facilement
que h = 0 si et seulement si ~(—)(v)|np(@,) = 0 pour tout v € V. Soit v € V et
0, € U(9) ®u-) L™ (A)p qui s’envoie sur ¢(1®@wv) dans My, on a9, € ker(U(g) @up-)
L=(A\)p — M) par (112). On a aussi h(—)(v) = (0, - f)(—) dans C*(G(Q,), %)
par [12, Lem. 3.1] et il suffit donc de montrer (9, - f)(n) = 0 pour tout n € Np(Q,).
Par ce qui suit (111) on peut écrire 9, comme une combinaison linéaire de vecteurs
ymtymd - ynt @ vy pour des m; € Zg tels que t € {2,...,h} et my > 1. Alinsi
(0, - f)(—) est une combinaison linéaires de termes :

Yo Yoy Yo' (F() W) = Wa vy Yoy Yoy ™)+ (W - (F(=) (W)
On a pour tout g € G(Q,) :

oo (F@)) = % T (exp(~t92)9) ()]0

= %f(geXp(—tg1yat9))(vx)\t:o
= (67 (=2 )9) () (9)(v2)

olt (g7 (—Ya,)g)(f) est I'action de Lie sur f dérivée de l'action du groupe G(Q,) sur
7y (par translation & droite). Lorsque g = n € N(Q,), alors n™'(—y,,)n € n® puisque
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—Ya, € N (car ay # a1 = ) et N est normal dans NV, et on obtient :

Yoo - (f()(v2) = (07 (=g )n)(f)) () (v2) = 0

puisque f € m[n®]. On a donc h(n)(v) = (0, - f)(n) = 0 pour tout v € V et tout
n € N(Q,), donc a fortiori pour tout n € Np(Q,), ce qui acheve la preuve dans ce
cas.

Etape )

On suppose maintenant o ¢ Sp et (A\,a) < 0, donc M = L™ (s4 - A) — L=(A). Si
L™ (sq - A) apparait dans My, alors par le (ii) du Lemme 3.7.5 et en prenant un
constituant irréductible C' en sous-objet de ker(My — M) (supposé non nul) on a un
diagramme commutatif analogue a (112) :

(113) U(g) Qup-y L~ (A)p My M
d’T /
U(g) ®up— V

et une preuve totalement analogue a celle de I’Etape 4 (utilisant le résultat de I’Etape
2) montre que I'on doit avoir My = M, ce qui acheve la preuve dans ce cas.

On suppose maintenant que L~ (s, - A) n’apparait pas dans My, de sorte que 'on
est encore dans la situation de (112). Soit v € V', on va montrer que 1’on peut choisir
0, € U(9) ®u-) L~ (A) p qui s’envoie sur ¢ (1 ®v) dans My par (112) et qui est tel que
0, € ker(U(g) ®up-) L~ (A)p = M). D’'une part la surjection U(g) ®up-y L™ (A)p —
Mj se factorise par U(g) ®u(q-) L™ (N)g par le Lemme 3.7.6. D’autre part on a un
diagramme commutatif de suites exactes avec (110) et le Lemme 3.7.5 :

U(9) ®@up-)5a - A —=U(9) @up L~ (N p —=U(g) @@L~ (N)g —=0

i | |

0 L (sa-\) M L-(\) 0

qui montre (par une chasse au diagramme triviale) quun élément dans ker(U(g)®(q-)
L=(A)q — L™())) se releve dans ker(U(g) ®up-y L~ (A)p = M). On en déduit que
I'on peut prendre 0, € ker(U(g) ®up-) L~ (A\)p — M). On peut alors dérouler la

preuve comme dans I’Etape 4 en utilisant I’Etape 2, ce qui donne My = L™ ()) et
acheve la preuve. n

Le corollaire qui suit précise le Corollaire 3.7.3 dans des cas importants.

Corollaire 3.7.8. — Soit m% une représentation lisse de longueur finie de Lp(Q))
sur B admettant un caractére central oo, dxos = dimg (7% ®F Eoo)(n_l)NLP(Qp), M

un quotient non nul de U(g) ®up-) L~ (A\)p et m « FS (M, 7). Quand o ¢ Sp on

note Q) le parabolique contenant P tel que Sg = Sp Il {a} et q= l'algébre de Lie de
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Q™ (Q)-
(i) Sia¢ Sp et M ¢ Oalg,
—1 Dd 00
Ful(m) 2 Boo(x-3) @5 Homry (Ris((A 0 Aav)(xzh © Aar) 7%, =),
(ii) Sia ¢ Sp et M € OF), ou siw € Sp, on a :

Fo(m) ~ Eoo(X-») ®p Homuy ((RE(Ao)\av)/( - >))@dﬂ%°,—).

Démonstration. — (i) Cela découle du Théoreme 3.7.7 avec le Théoreme 3.7.1.

(i) Si o € Sp cela découle du Théoreme 3.7.7 avec le Théoreme 3.7.2 et le Théoreme
3.3.1 (appliqué avec G = Lp). Supposons a ¢ Sp et M € Oalg Par [54, Prop. 4.9(b)]
ona:

Fp-(M,n§) ~ Fg- (M, (In di&gﬁmp (@) )7).

On déduit du Théoreme 3.7.7 appliqué avec P = () un isomorphisme :

Fo(FE- (M, 7)) = Fu((Indg @) | L(=X)g @5 (Indﬁggggw, 0 )™

puis avec le Théoreme 3.7.2 (aussi appliqué avec P = ()) un isomorphisme :

G 0o ~ oo
Fo(FE-(M,73%)) — Fa(L(—=X)o ® (IndLQ (@INP-(C,) )" ).
Le résultat découle alors du Théoreme 3.3.1 (appliqué avec G = Lg) et de ’égalité
. Lo (Qp) -
dree = dimp,, ((IndLZ(Qp)mP @) T ) ®p Ex) (1 1)NLQ(QP) ([56]). U

4. Quelques résultats d’exactitude pour F,

On énonce une conjecture de représentabilité et d’exactitude (Conjecture 4.1.3)
pour le foncteur F,, appliqué a certaines représentations localement analytiques de
G(Q,) qui ne sont pas nécessairement de la forme F5_(—, —) (mais dont les consti-
tuants irréductibles le sont). Puis on en démontre deux cas particuliers (Théoreme
4.1.5 et Théoreme 4.1.6), dont les preuves prennent I’essentiel du paragraphe.

4.1. Préliminaires. — On énonce divers résultats préliminaires et une conjecture
(Conjecture 4.1.3) valables pour tout groupe G comme au § 2.1.

On conserve les notations des §§ 2.1 et 3.1, et on fixe A € X(7T') dominant par
rapport a B~. On fixe aussi une racine simple o € S. Considérons une représentation
irréductible 7 de la forme FS_ (L™ (w - \), 7¥) pour w € W et 7 lisse irréductible.
Alors F () est calculé dans le Corollaire 3.7.8. En se souvenant que dre = 1 si
T est irréductible générique et dr = 0 si 7y est irréductible non générique ([56]),
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on a F,(m) = 0 si 7% est non générique, et si 7% est générique on obtient F,(m) ~
Eoo(X—wr) ® Hom, 1y (Da(m), —) avec (en utilisant [12, Lem. 4.2]) :

{ Do(m) = Re(((w-A)o /\Ozv)()(;%lo oXav)) si wa)<0
Do(m) = Rp((w-X) o)/t =@ ey s w(a) > 0.

Lemme 4.1.1. — On a E.o(x_») = Ex(X—w) Si et seulement si w € {1,s4}.

Démonstration. — Comme x_) et x_,.n sont algébriques, on a F.(x_») =
Eoo(X—w-r) si et seulement si x_) = X_q. si et seulement si xy_,.n = 1. 11 suffit donc
de montrer yy—,.n = 1 si et seulement si w € {1,s0}. On a (3 g5cq 0y Asv,7) =0
pour v € S avec nullité si et seulement si v = o. En revenant a la définition de y,,
avant le Théoreme 3.3.1, et en utilisant que A—w-\ € > s Z>¢y (car A est dominant
par rapport a B~), on en déduit xa_,.n = 1 si et seulement si A —w - X\ € Zsga si et
seulement si w € {1, s,}. O

On désigne par C) , la sous-catégorie pleine (artinienne) de la catégorie abélienne
des représentations localement analytiques admissibles de G(Q,) sur E formée des
représentations de longueur finie dont les constituants irréductibles sont de I'une des
formes suivantes : F5_ (L™ (w - \),7¥) pour P C G (contenant B), w € {1,s,} et
7% quelconque ou bien FS (L~ (w - \),7¥) pour P C G, w quelconque et 7% non
générique. Noter que si {a} C S et si w € {1,s,}, alors on peut prendre P # B
(par [54, Prop. 4.9(b)]). Noter aussi que si 7 dans C), est irréductible de la forme
Fol3(L=(w - \),m¥) avec 7% non générique, on a nécessairement Lp # T, donc
P # B et w # wy. Noter enfin qu'un objet (réductible) de C) , n’est en général plus
nécessairement de la forme ]-"g,(M , %) pour un M dans 021;- Par exemple, pour

G = GLy déja, il existe une représentation localement analytique indécomposable de
GL3(Q,) sur E de la forme :

S5 —— FG (L (54 -0),1)

ol St3° (qui est en sous-objet) est la représentation lisse de Steinberg de GL3(Q,)

sur E (cette représentation apparait dans I’Etape 3 de la preuve du Théoreme 5.4.2
ci-apres). Elle est clairement dans Cp, par définition, mais n’est pas de la forme
FS (M, 7%) car St3° n’est pas une série principale.

La proposition qui suit n’est pas nécessaire pour les applications que 'on a en vue,
mais est simple a démontrer.

Proposition 4.1.2. — Soit A1, \e distincts dans X (T) et dominants par rapport a
B, et soit my,, T, de la forme ff,l,(L_(wl A1), TR, .7-"?2, (L~ (w2 - Ag), ) res-
pectivement o w; € W et wg est de longueur finie pour i € {1,2}. Alors on a
EXt]G(ﬂ')\l,ﬂ')Q) = EXt]G(ﬂ')\Z,ﬂ')\l) =0 pOUT‘j S {O, 1}
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Démonstration. — 11 suffit de montrer que le centre Z(g) de U(g) agit par des ca-

racteres distincts sur 7y, et my,. L'inclusion 7y, C (Indgg%é? ) L(—w; - \i)p, ®p 7)™
i p

montre que Z(g) agit sur 7, par le caractere infinitésimal x_,,.), avec les notations
de [41, § 1.7] (cf. [59, Prop. 3.7]). Le résultat découle alors de [41, Th. 1.10(b)]. O

Conjecture 4.1.3. — Soit 0 — 1" — © — 7' — 0 une suite exacte (stricte) dans
Rep%' (G(Qy)). On suppose ©" irréductible dans C), et Fo(m')(—) ~ Ex(x-2) @&
Hom, 1y (Da(7"), =) pour un (¢, I')-module généralisé Do (") sur R tel que Dq(m")
est sans torsion et Hom, ry(Dq(1"), Do(n')) = 0. Alors on a :

Fo(m)(=) = Eoo(x-x) @5 Homg 1) (Da(), )

pour un (unique) (o, ')-module généralisé D,(m) sur Rg qui s’insére dans une suite
exacte 0 — Do (7') — Do(m) = Dy(1") — 0.

Remarque 4.1.4. — (i) Sans 'hypothese Homy, 1y (Do ("), Do(7')) = 0, il n’est pas
vrai en général que F,(m) est de la forme Eo(x-») ® g Hom, (D, —) dans F(¢, ')
pour un (¢,I')-module généralisé D sur Rp. Considérer par exemple G = GL,
pour n > 2 et m = m ®p Ele]/(e?) avec m irréductible dans C, et G(Q,) agissant
diagonalement par la multiplication par 1+ €log(det) & droite (ol log est une branche
du logarithme p-adique) : 'action de g € Gal(E/E) ne se fait pas via un caractere
X—x a cause de la multiplication par 1+ elog(det(t,)) qui est en général distinct de
1 quand n > 2 (cf. la preuve du (i) du Lemme 2.3.2 pour t,). Si I'on oublie I'action
de Gal(E/E), il est possible que F,(m) soit de la forme E, ®p Hom(, (D, —)
sans cette hypothese (c’est par exemple le cas, si I'on examine leur preuve, dans les
situations du Théoréeme 4.1.5 et du Théoreme 4.1.6 ci-dessous), mais alors D n’est
pas canoniquement défini (seul E,, @pg D lest).

(ii) II est par contre possible que la Conjecture 4.1.3 reste vraie sans I’hypotheése que
D, (7") est sans torsion (par exemple on peut encore montrer que c’est le cas pour
GL2). L’hypothese que D, (7') est sans torsion sera satisfaite dans les applications a
la compatibilité local-global du § 5.3.

(iii) Si l'on rajoute a la catégorie Cy, des constituants de la forme FS (L™ (w -
A), ) pour w ¢ {1,s,} et 7% générique, il résulte facilement du Théoreme 3.7.7
que (I'analogue de) la Conjecture 4.1.3 devient fausse en général.

L’objectif du § 4 est de montrer les deux théoremes suivants.

Théoréme 4.1.5. — La conjecture 4.1.3 est wraie lorsque w est localement
algébrique.

Théoréme 4.1.6. — La conjecture 4.1.3 est vraie pour G = GLg et G = GL3.
L’hypothese Hom, ry(Do(7"), Do(n')) = 0 est automatiquement vérifiée dans le

cas du Théoreme 4.1.5 par le Théoreme 3.3.1 et I'hypothese que D, (7') est sans
torsion. La preuve du Théoreme 4.1.6 est nettement plus délicate (pour G = GLs3)
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que celle du Théoreme 4.1.5. Nous continuons avec quelques lemmes préliminaires
valables pour tout G et utilisés ci-dessous dans les preuves de ces deux théoremes.

Lemme 4.1.7. — Soit r € Qs,_1, m € Zsy et D,., D! deuz (p,I')-modules
généralisés sur Ry tels que Hom, ry (DY, D..) = 0. On munit E,, ®g D,. et E,, ®p D'
d’une action de Gal(Ew/E) définie par g(x®d) = xa(9)g(x)®d pour g € Gal(Ew/E),
v € By etde D, ou D). Soit V un (¢,T')-module de Fréchet sur Ry, —muni d'une
action de Gal(Ex/E) qui commute a Ry, o, I, vérifie g(zv) = g(x)g(v) pour
g € Gal(E/E), © € E,,, v €V, et s’insére dans une suite exacte courte :

0—E,®5D,. —V —E,5D! —0

de (¢, T')-modules de Fréchet sur Ry, —commutant a laction de Gal(Ex/E). Alors
on aV ~ E, ®@g D, pour un unique (p,T")-module généralisé D, sur R qui est
une extension de D! par D! avec action de Gal(Ex/E) sur E,, ®@g D, donnée par
gz @ d) = xA(9)9(r) ® d (9 € Gal(Ew/E), v € Ep, d € D;).

Démonstration. — Quitte a tordre partout par y_,, on peut supposer y, = 1.
L’unicité de D, est claire car D, s’identifie alors & (E,, @ D, )68(F=/E) = 1/ Gal(Eec/E)
Soit g € Gal(Ey/Ey,), alors g —1Id : V. — V se factorise en V — E,, ®g D! —
E,, ®g D, — V, qui est nul puisque Hom, r)(D?, D,) = 0 (avec les (iv) et (v) de
la Remarque 2.3.1). Donc Gal(Ey/E,,) agit trivialement sur V', d’ott on déduit une
suite exacte courte :

de (1, I')-modules de Fréchet sur RY,, ainsi qu’un isomorphisme E,, @y VG (En/E) =
V de (¥,T')-modules de Fréchet sur Ry, compatible a Gal(E,,/E). Comme (E,, ®g
D!)GlEn/E) ot (E,, @ D) En/E) sont des (p, T')-modules généralisés sur R, (149)
ci-dessous (pour j = 1) et un dévissage évident montrent que (148) (pour j = 1) induit
un isomorphisme R ®@ry, VGallEm/E) 5 BT QR VGallEn/E) " q’ot1 il suit (en prenant
son inverse) que V&(En/E) st aussi un (¢, I')-module généralisé sur R, vérifiant les
conditions de 1’énoncé. ]

On désigne par H'(n®, —) la cohomologie usuelle d’algebre de Lie (cf. par exemple
(65, § 7], cf. aussi [61, § 3] ou [64, p. 73]). C’est la cohomologie d'un complexe dont le
terme général est Homg, (A n®, —). Soit 7 dans Rep'(B(Q,)), alors H'(n®, 1) pour
it € Zestnulsii < 0ete> dimg, n%, et est naturellement muni d’'une topologie locale-
ment convexe (pas forcément séparée) en utilisant que chaque terme Homg, (/" n®, )
est un espace localement convexe de type compact puisque /\'n® est de dimension
finie, cf. [64, p. 75]. Chaque Homg,(A'n®, ) est muni de I'action de B(Q,) par
automorphismes continus :

(114) f € Homg, ( /\n®7) > (z1A--Azg = DF(AA(D")(z1)A- - -AAD(D)(27)))



76 C. BREUIL & Y. DING

qui en fait un objet de Repy'(B(Q,)) et induit une action de B(Q,) par automor-
phismes continus sur chaque H'(n®, 7). Si la topologie sur H'(n®, 1) est séparée, alors
H'(n®, ) est un espace de type compact et action de B(Q,) en fait aussi un objet
de Rep%'(B(Q,)) tel que I'action de N*(Q,) est lisse. On peut dans ce cas définir
un (¢, I')-module de Fréchet M, (H'(n*, 7 Qg Ey,)) = (H' (n*, 7 Qp Ey)(n™")ne )Y sur
Ry, comme en (15).

Lemme 4.1.8. — Soit m € Z>o, 0 — " — m — 7 — 0 une suite exacte (stricte)
dans Repy (B(Q,)) et supposons que H'(n®, ") soit séparé. Alors on a un complexe
de (¢, T')-modules de Fréchet sur RY; ~:

M (H (0%, 7)) = M (n') % My () — M (x") — 0
qui est exact en M, (") et M,(m) et tel que l'image de h est dense dans ker(g).

Démonstration. — On a une suite exacte d’espaces de type compact 0 — 7”[n®] —

w[n® — 7'[n%] S H L(me 7"), qui se décompose donc en deux suites exactes d’espaces
de type compact :

0 — 7"[n*] = 7[n?] — ker(d) — 0 et 0 — ker(§) — «'[n®] — H'(n*, ")

(noter que, si H'(n® 7”) n’était pas séparé, on aurait encore ces deux suites exactes
mais on ne saurait pas que ker(J) est un espace de type compact). Comme dans la
preuve de la Proposition 2.1.6 on en déduit deux suites exactes d’espaces de type
compact (ou la premiere est stricte et ou 'injection dans la deuxiéme est stricte) :

0= 7"l (n e — T (n " )nve — ker(8)(n " )ne — 0 et
0 = ker(8)(n")ng = 7' (n g — H (0%, 7") (07 ) ng -

En dualisant, on en déduit une suite exacte stricte d’espaces de Fréchet 0 —
(ker(8)(n™")ne )Y — My(m) — My (7") — 0 et un complexe d’espaces de Fréchet

M, (H(n>, ")) N My(7") % (ker(8)(n™ )na )V — 0 o1, comme 4 la fin de la preuve
de la Proposition 2.1.6, g est une surjection topologique et 'image de h est dense
dans ker(g). On a ’énoncé en combinant ces deux complexes. O

Une variante du lemme suivant est utilisée de maniere tacite dans [64, § 4.5].

Lemme 4.1.9 (Schraen). — Soit i € Z et 0 — " — © — 7 — 0 une suite
exacte (stricte) dans Repy' (B(Qp)). Si H'(n*,7') est séparé et si la fleche continue
H = (n>, ') — H'(n,7") est d’image fermée, alors H'(n™, ) est aussi séparé.

Démonstration. — Notons C*(—) & Hom@p(/\i n® —) avec — € {n”,m, 7'}, qui est
un espace de type compact, d' : C'(—) — C"(=), Z!(—) « ker(d’) et BY(—) =
im(d’). On a B (=) C Z(—) C C(—) et H'(n*,—) = Z(—)/B"'(—). Le sous-
espace Z'(—) est fermé dans C*(—) et on le munit de la topologie d’espace de type
compact induite. Le quotient C(—)/Z*(—) est alors aussi de type compact et via
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Pisomorphisme C*(—)/Z'(=) = B'(—) on munit B*(—) de cette topologie de type
compact. Les injections B*~!(—) < Z*(—) sont continues.

Par définition Z'(—)/B"'(—) est muni de la topologie quotient de Z‘(—), il faut
donc montrer que B'"!(7) est fermé dans Z'(w) sous les conditions du lemme. Le
morphisme H'(n®, 7”) — H'(n®, ) se factorise comme suit :

2/ BN = 21" (B () 01 Z1(n") = Z(m)/ B ()

et la suite exacte H' '(n* 7') — H'(n*,7") — H'(n*,7) montre donc que
ZY (7" /(B Y(w) N ZY(x")) avec la topologie quotient de Z'(7”) est isomorphe
au conoyau de H'(n® ') — H'(n® ") avec la topologie quotient de H'(n® x").
Or, l'image de H'™'(n® 7’') dans H'(n® 7") est fermée, donc ce conoyau est séparé,
i.e. B=Y(m) N Z{(x") est fermé dans Z%(n").

Munissons B~ !(7) N Z*(7") de la topologie induite par B'~!(7), les suites exactes
courtes 0 — C¥(n") — Cxw) — Cx’') — 0 pour tout ¢ montrent que l'on a un
diagramme commutatif de suites exactes d’espaces de type compact :

0 — B (7)) N Zi(x") —= B (1) —= Bil(x') —= 0

| TR

0 ZH(7") ZY(m) Z(7")

ou les injections f’, f” sont strictes par ce qui précede et I’hypothese, et ou g
est automatiquement stricte car une surjection entre espaces de type compact. Le
Lemme 3.2.5 donne alors que l'injection f est aussi stricte, i.e. d'image fermée. Donc
Hi(n® ) = Z(7)/B"(r) est séparé. O

4.2. Un résultat d’exactitude dans le cas localement algébrique. — On
montre le Théoreme 4.1.5.

On conserve les notations du § 4.1 (en particulier G est comme au § 2.1). No-
tons d’abord que, si m dans Rep%'(B(Q))) est tel que Fo(m)(—) =~ Ex(x-r) ®p
Hom, 1y (Da(7), =) pour un (p,I')-module généralisé D, () sur Rpg, il suit de la
définition de F,, (cf. (31) et (37)) qu’il existe m > 0, r > 0 et un (p,I')-module
généralisé Do (7), sur Ry tels que Rp @rr Do(m), — Do(m) et tels que 'on a un
morphisme continu non nul de Rgm—modules commutant a ¢, ' :

(115) f:My(m®g E,) — Dy(7), ®p Ey,

s’envoyant (& scalaire pres dans EX) vers le morphisme identité D, (7) — D, () dans
Fo(m)(Da(m)).

On fixe 7" ~ L(—\) ®g m° avec 7 lisse irréductible ainsi qu’une suite exacte
courte 0 = 1 — m — 7 — 0 comme dans la Conjecture 4.1.3.
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Etape 1

Il est clair que H'(n®, ) est séparé puisque muni de la topologie localement convexe
la plus fine. Par le Lemme 4.1.8 on a donc un complexe de (1, I')-modules de Fréchet
sur R}, comme dans loc.cit. :

(116) My (H'(n*,7") @5 Ep) —= Mo(' ®5 En) =2 Ma(1 @5 En)
— M (7" @p E,,) — 0.

Montrons d’abord que le morphisme composé (ou f est comme en (115)) :

M, (H(n*,7") @5 Ep) — Mo (7' @5 Ep) 1 Do(), @5 B

devient nul si 'on augmente suffisamment m et . On a H'(n®, 7") = @ges\jay L(—55-
ANp, ®g ©° par [64, Th. 4.10], de sorte que l'on peut considérer le fonc-
teur F,(H'(n* 7”)). La méme preuve que celle du Théoreme 3.3.1 donne
Fo(H' (n™,71") >~ @pes\fa}(Foo(X=s52) @p Hom,ry(Dg, —)) pour Dg convenable.
Comme par hypothese F,(m') ~ Ey(x-x) ® Hom(, (Do (7’), =), le Lemme 4.1.1
implique alors que le morphisme F, (') — F,(H'(n® 7)) est nul dans F(p,T),
d’ou on déduit la nullité ci-dessus. Comme l'image de h en (116) est dense dans
ker(g), le morphisme (continu) f est nul sur ker(g). Notant :

Mo(7 @5 En) € (Da(7); @5 Em) ® 1 Mo(ronEm) Ma(T @5 En)

(un (¢, T')-module de Fréchet sur R% ~par la Remarque 3.2.3), le “push-out” de la

suite exacte 0 — My (7' @p Ep)/ker(9) 2 Muy(n @p En) — Mo (7" @5 Ep) — 0 le
long de f donne donc une suite exacte de (¢, I')-modules de Fréchet sur R,

(117) 0 — Dy(7'), ®p By — Ma(ﬂ Rp Ey) — My (7" @ E,,) — 0.

Etape 2

Un examen de la preuve du Théoréeme 3.3.1 (cf. en particulier I’Etape 5 et la preuve du
Lemme 3.3.5) montre que le morphisme f pour 7” en (115) existe pour tout m € Zsg
et se factorise en un morphisme Rgm—linéaire qui commute a 1 et [' et devient surjectif
en tensorisant & gauche par Ry, [1/X]:

(118) FiMy(n" @5 Ey) — Do), [1/X] @5 By,

ou D, (") « RE 0 Agv)/(#1=H")) si 7% est une représentation générique de
G(Q,) et Dy(7") 4 0 sinon. Ce méme examen montre aussi que si r € Qsp1 et T,
est un (¢, ')-module généralisé sur R, tout morphisme dans Homy, p(ker(f), T, ®g
E,,) devient nul quitte & augmenter r et m. Par ailleurs, comme D,(7’), est sans
torsion, la multiplication par t'~*") sur la suite exacte (117) donne une suite exacte

de (¢, T)-modules de Fréchet sur R, (ot (=)(8) <= (=) @5 RE(S) si 6 : QF — EX):

0— Ma(ﬂ(@EEm)[tl*O"aw] — My (t"®pFEn) N Da(ﬁl)r(d’\’o‘v%l)/(tk()"aw)®EEm.
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Par ce qui précede appliqué a T, = Dgy(n'),(eM*0=1)/(#1=Xa")) et la composée
ker(f) — M, (7" ®p E,) N T, ®p E,,, quitte & augmenter m et r on en déduit

ker(f) < ker(h) 5 My(m ®p En)[t'= M), et en particulier une suite exacte de
(1, T')-modules de Fréchet sur Rf,

(119) 0 — Do(7')y @ Em — Mo(m @ En)/ ker(f) — Ma(n" @5 Em)/ker(f) — 0.

On en déduit aussi pour tout (¢, I')-module généralisé T' sur R un isomorphisme :

—~

(120)  lim lim  Homyp (Mo(m @p Ep)/ ker(f),Ts @p Ep)
MIE (5, fo TN (T)

~

— lim  lim  Homyp (Mo(7 ®@p Ep), Ts @5 En).
(5, Ts)EI(T)

Par ailleurs, tout morphisme dans Homy, p (M, (7" @ E,,), Ts @ E,,) se factorise par
D, ("), ®g E,, quitte a augmenter s et m, d’ot on déduit un isomorphisme :

(121) Jlim - lim - Homy,p (Mo(7 ®@p Ep), Ts @p En)
(s.fs,T)EI(T)

~

— lim  lim  Homyp (Mo(7 ®@F Ep), Ts @p En).
(5,5 Ts)EI(T)

Etape 3

Notons Wd:éfﬂa(ﬂ ®p Em)/ ker(f), on déduit de (119) et (118) (en se souvenant que
X est inversible dans R, ) une suite exacte de R, -modules dont les morphismes
commutent a ¢ et I :

(122) 0 — R%m®R4}5m(Da(7r/)r®EEm) — 'RTEm@REmW — RTEM@REW(DQ(W//)—i-@EEm) =0

(on montre qu’il y a bien encore un endomorphisme 1) sur chaque terme en tensorisant
(148) pour j = 1 par RY au-dessus de R}, ). Considérons le “push-out” de (122) le
long de la surjection canonique R, - ®R§m (Do(1"), @ Ep) = Do(7'), @ E,, (dont

on vérifie facilement qu’elle commute a v et I'). C’est une suite exacte :
(123) 0 — Du(7"), ®g Epy — V — Do(7"), @5 Ep — 0

de (¢, I')-modules de Fréchet sur R, = telle que tout morphisme continu R;Em—linéaire
W — T, ®p En, (pour s > r) se factorise en un morphisme (continu) R, -linéaire
V — T, ®p Ey, (utiliser le (iii) de la Remarque 2.3.1 pour montrer que R, Rrt
(Do(7), @ Ep) — Ts ®p E,, se factorise par D, (7"), ®p Ey — Ts @ Ey). On en
déduit pour s > r :

(124) HOIH#,,F(‘/, Ts XE Em) ;> HOmw’F<W, Ts XRE Em)

Comme D, (7"), ®g E,, et Dy(1"), ®r E,, sont des (¢, ')-modules généralisés sur

%, le méme argument qu’a la fin de la preuve du Lemme 4.1.7 montre que V
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est aussi un (¢, I')-module généralisé sur Ry, . Par (124), (120) et (121) (sans se
préoccuper de Gal(FE.,/E) pour le moment), on voit que l'on a :

(125) Fo(m)(=) ~ Ex ®g,, Hom, (V, (—)®g Em)

avec V qui s’insere dans la suite exacte (123). En utilisant F,(7")(—)
Ex(x-x) ®p Hom,r(Da(7"), =) (Théoreme 3.3.1) et I'hypothese Fo(n')(—) =~
Eow(x-») ® Hom, 1y (Do(n'), —), on vérifie que I'action semi-linéaire de Gal(E/E)
sur My((—) ®g En) pour (=) € {n',m,7"} définie dans la preuve du (i) du
Lemme 2.3.2 induit une action de Gal(E./FE) sur toutes les suites exactes
de la preuve ci-dessus, ou l'action sur D,(7'), ®g E., D.(1")s ®p E, et
Dy(1"), ®g E,, est comme dans le Lemme 4.1.7. On déduit alors de loc.cit.
que l'on a V ~ E,, ®g Dy(7), pour un unique (¢,I')-module D,(7), sur R,
qui s’'insere dans une suite exacte 0 — Dy(7'), — Du(7), = Dy(n"), — 0 et
tel que Fu(m)(—) =~ Ex(x-2) ®p Hom(r)(Da(m), () par (125) (oit Da(r) &
Re ®@ry, Do(m),). Cela achéve la preuve du Théoreme 4.1.5.

¢ R

Remarque 4.2.1. — Un examen de la preuve ci-dessus du Théoreme 4.1.5 montre
qu’elle reste valable verbatim en supposant que 7" est de longueur finie avec un unique
constituant irréductible générique qui est en sous-objet.

4.3. Premiers dévissages pour G = GL3. — On commence la preuve du
Théoreme 4.1.6 pour GL3. Aprés un bref survol des étapes de la preuve (pour la
commodité du lecteur), on montre comment se débarrasser des H'(n®, —).

On conserve les notations du § 4.1 et on suppose donc maintenant G = GL3 et B =
Borel supérieur. On rappelle que 1’on a fixé une racine simple «, et on note 5 I'unique
autre racine simple. On a les deux sous-groupes paraboliques maximaux associés P,
et P B-

La preuve du Théoreme 4.1.6 pour GLj3 étant longue, donnons-en d’abord les
grandes étapes (le cas de GL, est analogue en beaucoup plus simple, cf. la fin du
§4.6). On part donc d’une suite exacte 0 — 7" — m — 7’ — 0 vérifiant les conditions
de la Conjecture 4.1.3, et par le Théoreme 4.1.5 on peut supposer la représentation

irréductible 7" non localement algébrique. La représentation 7" peut toujours s’écrire
7"~ FS (M, 7¥) avec P € {P,, Ps}.

(i) I suffit de démontrer le Théoreme 4.1.6 en remplacant 7” par une induite
parabolique localement analytique de P~ (Q,) a G(Q,) contenant 7" en sous-objet,
cf. le Lemme 4.6.3.

(ii) Par la Proposition 4.3.1 ci-dessous, on se met en position d’appliquer le Lemme
4.1.8 en montrant que I'espace localement convexe H!(n®, 7”) est séparé. Cette étape

et la suivante utilise de maniere cruciale plusieurs résultats relativement techniques
de Schraen ([64]).
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(iii) On montre que, quitte a prendre m et r suffisamment grands, le morphisme
composé :

M,(H' (n* 7") @p Ep) — Mu(t' @5 Ep) — Do(7), @5 En
est nul, cf. la Proposition 4.3.3. Par la propriété universelle de D, (7), tout morphisme

My (m®p E,) — T, ®g E,, se factorise alors par la somme amalgamée M, (7 ®@g E,,)
de la Proposition 4.3.3. Cette étape est I’analogue de I'Etape 1 du § 4.2.

Apres (i)-(iii), on est ramené a une suite exacte courte :
0 — Do(7)y ® Em — Ma( @5 Ep) — Mo(7” @ Ep) — 0.

Plus rien ne se passera désormais du “coté gauche” de cette suite exacte. Toute la
suite de la preuve va consister & montrer que l'on peut remplacer M, (7" @g E,,)
du “coté droit” par D, ("), @ E,,. Comme dans I'Etape 2 du § 4.2, il faut donc
(essentiellement) montrer que le noyau de 'application M, (7" ®@gE,,) — Da(7"),®p

E,, peut se relever dans M, (7® g E,,) (toujours quitte a augmenter m et 1), autrement
dit que le “pull-back” de la suite exacte courte ci-dessus avec ce noyau en quotient
est scindé comme suite exacte de (¢, I')-modules de Fréchet sur R}, . Mais 7" n’est
plus localement algébrique, et les problemes topologiques rencontrés sont beaucoup
plus délicats qu’au § 4.2. Le mot clé dans la suite de la preuve est donc scindage.

(iv) On peut dévisser M, (7" ®g E,,) sous la forme (voir (186)) :
0 — M,/(cellule fermée) — M, (1" @p E,,) — M(cellule ouverte) — 0

et dans un premier temps, on montre qu’il existe une section M, (cellule fermée) —

—

My (m ®g E,), cf. la Proposition 4.5.6. Cela nécessite plusieurs lemmes topologiques
préliminaires (Lemme 4.5.2, Lemme 4.5.4) ainsi qu'un lemme de “passage a la li-
mite” sur un systeme compatible de scindages (Lemme 4.5.7). On peut maintenant
remplacer Ma<ﬂ' ®g E,) par Ma(w Qg En)/M,(cellule fermée) et M, (7" ®p E,,) par
M, (cellule ouverte).

(v) Dans un deuxiéme temps, on montre qu'il existe une section :

ker (M, (cellule ouverte) — Dy (7"), @p Enn) < (Mo(m @§ Eyn)/Ma(cellule fermée))
(en fait il faut d’abord remplacer D, (7"), par un module libre (de rang 1) sur R, ,
mais ce point technique est mineur). C’est I'objet de la Proposition 4.6.1, qui utilise
comme ingrédient essentiel la Proposition 4.4.3, elle-méme utilisant le Lemme 4.4.1
(tous donnant des scindages sous des conditions variées). On peut donc tout quo-
tienter par ker(M,(cellule ouverte) — D, (7"), ®g E,,) et obtenir une suite exacte
0= Do(7), ®g B — % — Do(1"), @ E,, — 0, ce qui (essentiellement) termine la
preuve du Théoreme 4.1.6 pour GL;.

Dans la plupart des preuves des §§ 4.3, 4.5 et 4.6, on est amené a distinguer les
deux cas P = P, et P = Pg, le cas P = Py étant techniquement plus compliqué.

Passons maintenant au début de la preuve du Théoreme 4.1.6 (pour GL3).
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On note ng la Q,-algebre de Lie de N*(Q,)N P (Q,) = N(Q,)NLE,(Q,) = Ns(Qyp),
(p, la Qp-algebre de Lie de Lp, (Q,) et ps la Q,-algebre de Lie de P3(Q,). Comme
mentionné ci-dessus, on montre d’abord un résultat de séparation pour H'(n® —).
Pour G quelconque et 7 dans Repy'(B(Q,)), la séparation des espaces localement con-
vexes H'(n®, ) semble un probléme trés délicat en général. Nous nous contenterons
de la proposition qui suit pour GL3 (et que nous ne savons pas montrer pour G plus
général). Elle utilise de maniere essentielle plusieurs résultats (parfois techniques) de
(64, § 4.5] qu’il aurait été trop fastidieux de rappeler ici, mais auxquels nous essayons
de renvoyer de maniere la plus précise possible.

Proposition 4.3.1. — Soit m = (Indg(,(%gp) L(—p)p ®p )" ou P € {P,, Ps},
L(—p)p est une représentation algébrique de Lp(Q,) (n € X(T')) et % est une
représentation lisse de longueur finie de Lp(Q,). Alors H'(n®, ) est séparé.

Démonstration. — On note mp o L(—p)p ®p 7%
Casl: P=P,.
Par (106) on a 7 ~ (Indp (@ 7)™ ol T & Tp (avec une notation évidente). On a

une décomposition GLg(Qp) Pﬁ(Qp)UJD’Pa(@p)HPﬁ(Qp)Pa(Qp) o P3(Qp)woP(Qy)
est ouvert dans GL3(Q,). On pose C o P3(Q,)P.(Q,) et on définit m comme en
(76). On a une suite exacte dans Rep%y'(B(Q),)) (cf. le début du § 3.5) :

(126) 0 — (c-Indy (7)) 7)™ — 7 — 7o — 0.

On va montrer que H'(n®, ) est séparé en appliquant le Lemme 4.1.9 (pour i = 1) &
la suite exacte (126). Il faut donc vérifier les deux hypotheses de ce Lemme 4.1.9.

Comme P, NwoPswy = Lp,, on a :
(eIndip ™™ @ )™ = (eIndyf G m7)™ & (eInd 7 G mr,) ™
~ G (Np,(Qp), mp,) = CN(N(Q), E) @p., 7k,
ou le troisieme (resp. dernier) isomorphisme se montre comme (64) (resp. (70)) et

ou l'action de N%(Q,) est par translation a droite sur C?*(N*(Q,), E) (et triviale sur
7p, ). 1l suit alors de la preuve de [61, Prop. 3.1] que 'on a pour tout i > 0 :

(127) H' (0, (c-Indiigry™ ™ my) ) = 0.
En particulier on a H*(n®, (C—Indig(gzgwopa(@p) m3)*") = 0.

Une preuve analogue a celle de [64, (4.101)], mais en remplacant H9(ng, —) dans
loc. cit. par I'homologie de Lie H,(ng,—) ([61, § 3]) ce qui ne change pas les argu-
ments'®, donne que pour i € Z les espaces H;(n®, (m)Y) sont séparés et que I'on a

(2)En effet, les preuves de [46, Lem. 8.4] et [46, Th. 7.4] restent valables avec ’homologie de Lie
plutot que la cohomologie, et les autres ingrédients n’ont rien a voir avec ce choix.
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des isomorphismes topologiques de D(P,(Q,), E')-modules a droite (avec les notations
de loc.cit. adaptées a nos conventions) :
(128) H;(n*, (7c)Y)

~ H;(n®, 758 p(ps(0,).5) 0y D(CL3(Qp), E) (1) ©D (P (@), 5) 50y D (P (@), B).

Noter que l'on a utilisé Pz(Q,) N P, (@p) = B(Q,) et que la structure de
D(Pa(Qy), B)pg,-module sur  Hi(n®, 1@ p(py(@,),5)0, D(GLa3(Qp), E)q1y) se fait
en utilisant I'isomorphisme (déduit de (78) et du Lemme 3.2.1) :
TE @ D(Ps(0y).5) 11y P(CLs(Qy), E) g1y = @D (y(0,),5), D(GL3(Qy), E) py(g,)-

Par un raisonnement analogue a la discussion suivant [64, Cor. 3.18] mais en
échangeant espaces de type compacts et espaces de Fréchet (ce raisonnement ne
concerne que les groupes H;(n® —) et H'(n® —)), pour tout i € Z les espaces
H'(n®, 7c) sont aussi séparés et on a un isomorphisme d’espaces de Fréchet réflexifs :

(129) H;(n*, (nc)Y) ~ H'(n*, mo)".
Le Lemme 4.1.9 appliqué a (126) et i = 1 donne alors que H'(n®, 7) est séparé.
Cas 2: P = Ps.

~ G(Qp) an » déf g
0 o 72 015 0 2

(130) 0 — (eIndpy (@)@ 7)™ — 7 — 70 — 0.

On va aussi appliquer le Lemme 4.1.9 & (130) et i = 1.

ainsi qu’une suite exacte analogue

On pose dans la suite :

déf (CI dN (Q@p) )an

iNe No(Qp)NPy (@) "

Rappelons qu’il s’agit du E-espace vectoriel de type compact des fonctions localement
analytiques f : N*(Q,) — Tp, satisfaisant I’équation fonctionnelle usuelle et dont le
support est compact dans N%(Q,)/N*(Q,)N Py (Q,) ~ Q,. On munit 7y« de I'action
usuelle de N*(Q,) par translation a droite et de I'action de Lp, (Q,) N Py (Q,) =

Lp,(Qp) N B~(Qy) :

(131) (Lo f)(n®) € 1,(f(17'n))

pour l, € Lp,(Q,) NP5 (Qy), n* € N*(Q,) (ot l, agit via I'action de P5 (Q,) sur 7p,
qui se factorise par hypothese par Lp,(Q,)). On pose également :
(
d (

(132) 7% & (c-Ind?. @) %)™

Ne(@p)NP5 (@) P
(en remplacant “fonctions localement analytiques” par “fonctions localement cons-

tantes”) que 1'on munit de la topologie localement convexe la plus fine et des mémes
actions (lisses) de N*(Q,) et Lp,(Q,) N Py (Qy).
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Par (64, Lem. 4.15] on a des isomorphismes P, (Q,)-équivariants :

Po (Qp)woPa(Qp) an ~ Po(Qp) an
(133) (c-Indp gl ™ ma) ™ == (eIndp (") b (@y)wo TP5)
5 (nat @) ya) ™

Lo (Qp)NP5 (@)

olt le deuxieme isomorphisme est donné par f — (I, — (n® — f(n°l,))), ot Paction
de Lp,(Q,) en bas a droite est I'action usuelle par translation a droite et I’action de
N*(Q,) y est :

(134) (n"F)(la) = (lan®15") (F (L)),

action de [,n*l;! € N*(Q,) sur F(l,) étant celle de N%(Q,) sur mya. L’argument de
la preuve de [64, Prop. 4.16] (en plus simple car on peut directement argumenter sur le
complexe Homg, (/\'n®, —)) basé sur [64, Cor. 4.14] montre que siles H'(n®, myo) sont

séparés (donc des espaces de type compact), alors on a des isomorphismes topologiques
P, (Qp)-équivariants pour tout i € Z (avec méme action de P,(Q,) a droite) :

1 o Pa(@ )w Pa(@ ) an ~ L a(Q ) 1 « an
(135)  H'(n®, (c-Indp’ (o™ " ma) ™) — (IndLia ey (n*, 7))

et en particulier les H*(n®, (C—Indizggz ;wop‘” @) Ta)™) sont alors aussi séparés. Comme

N® est ici commutatif (on est avec GLj3), une preuve analogue a celle de [64, (4.63)]
donne des isomorphismes d’espaces de type compact :

H'(ng, mya) =~ C&*(N(Q,)/N*(Q,) N Py (Q,), E) ®p, H'(ng, p,)
ot H'(ng,mp,) ~ H'(ng, L(—p)p) ® 7, est muni de la topologie localement convexe

la plus fine. En utilisant n® = (n®/ng) @ ng, une application de la suite spectrale de
Hochshild-Serre (|65, § 7.5]) donne alors un isomorphisme continu pour tout i € Z :

(136) H'(n® mya)
=5 H (0" /g, G2 (N*(Q,)/N(@y) O Py (@), ) @, H'(ng, 7p,))
~ O (N*(Qy)/N*(Q,) N By (Q). E) @, H'(ng,mp,)

qui est forcément un isomorphisme topologique puisque le terme de droite est muni

de la topologie localement convexe la plus fine. En particulier les espaces H'(n®, mya)
sont séparés, donc aussi les espaces H'(n?, (C—Indizggi ngPa(Qp) To)™) par (135). De
plus on déduit facilement de (136) (avec mp, = L(—p)p, @k 75,) que 'on a un

isomorphisme de représentations localement algébriques de Lp,(Q,) N Py (Q,) =
Lp,(Qy) NB7(Qy) :

(137) H'(n®, mye) =~ H'(ng, L(—p)p,) @p T3n

ott H'(ng, L(—pu)p,) est nul si i ¢ {0,1} et a dimension 1 si i € {0,1} (I'action de
Lp,(Qp)NB™(Qp) sur H'(ng, L(—p)p,) se factorise par Lp, (Qp) N B~(Q,) - T(Qp))-

Une preuve analogue a celle de [64, (4.76)] (basée sur les trois premieres lignes de
la preuve de [46, Th. 7.4] et sur celles de [46, Lem. 8.4] et [46, Th. 8.5]) montre que
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les groupes d’homologie H;(n®, (7¢)") pour i € Z sont de la forme VY ®@p ((Wj.;%)wo)v
ot V; est une représentation algébrique de Lp, (Q,) de dimension finie, donc sont
tous séparés. L’argument a la fin de la preuve de [64, Th. 3.15] donne alors des
isomorphismes topologiques Lp, (Q,)-équivariants H'(n*, m¢) ~ H;(n%, (7c)")V =~
Vi ®p (7p,)". En particulier les H ‘(n®, 7¢) pour i € Z sont munis de la topologie
localement convexe la plus fine (donc séparée) et sont des représentations localement
algébriques de Lp, (Q,).

Pour appliquer le Lemme 4.1.9 & (130) et i = 1, il reste a vérifier que I'image du
morphisme :

0/, 1/ .« Pa (Qp)wo Pa(Qp) an\ ~_ Lp, (Qp) 1/ .« an
H’(n*, m¢) = H'(n v(C‘IHdPa(Qp) Ta)™) = (Indea(Qp)mPg(Qp)H (n®, mna))
est fermée. Comme H°(n® mo) ~ V) Qg (73,)", limage tombe dans les
vecteurs Vp-localement algébriques pour Lp, (Q,) de linduite a droite. Notons
w e H'(ng, L(—u)) (qui a dimension 1), il suffit de vérifier que, si V est une
représentation algébrique de dimension finie de Lp, (Q,) sur E, les vecteurs V-
localement algébriques de :

Lp, (Qp) Lo an (137) L, (Qp) s0 yan

(Ind " gpy @ B (0% mve)) ™ 7 (Ind 2 G ) W @ )
forment un sous-espace fermé muni de la topologie localement convexe la plus fine
(dont tout sous-espace restera donc fermé). En raisonnant comme dans la preuve de
[54, Prop. 4.5] on a un isomorphisme topologique [p_ -équivariant :

Lp,(Qp) co an Lpa, (Qp) an 00
(138) <Indea(@p)nPg(Qp) W@ nR.)" = (Ind,> (@)NP; (@) W)™ ®p, e

ou 'action de [p, est triviale sur 7%%. Par [31, Prop. 4.2.10] les vecteurs V-localement
algébriques de (138) sont :

L Q(QP) an oo
(Hom[Pa (v, (IndLia (©0)NP; (@) W)™ @p V> QB T Na

. Lp, (Qp) an : ia 3 :
ot Homy,_ (V, andea(Qp)mPg(Qp) W)*) @g V est muni de la topologie induite par
(Ind "% (@) W2 via Papplication d’évaluation (qui est injective). Mais en se

LPa (Qp)mpg_ (Qp)
souvenant que Lp,(Q,) ~ GL2(Q,) x Q et que W est un caractere algébrique du

Lp, (Qp) an A A
tore T'(Q,), la structure de (Indea @INP; (@) W)™ est la méme que celle des séries

principales localement analytiques de GL2(Q,), ou il est bien connu que les vecteurs
localement algébriques forment un sous-espace fermé avec la topologie localement
convexe la plus fine ([62, § 4]). O

La Proposition 4.3.1 et le Lemme 4.1.8 impliquent le corollaire suivant.

Corollaire 4.3.2. — Soitm € Z>y et 0 = " — m — 7" — 0 une suite exacte dans
Rep% (B(Qy)) avec 7" ~ (Indg(,(%é?p) L(—p)p@pmx)™ ot P € {P,, P}, p € X(T) et
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7y est de longueur finie. On a un complexe de (¢, 1")-modules de Fréchet sur R}jm :

M (H' (n®,7")) = M (n') —2 M(m) — My(n") — 0
qui est exact en M, (") et M, () et tel que l'image de h est dense dans ker(g).

On note det : Lp, — Gy, X Gy, le morphisme de groupes algébriques induit par le
déterminant de GL,. Pour i € Z on note :

i A i o (37) o0 %
Tye = H'(0%, ye) ~ H (“ﬁaL(_N)Pﬁ) XF Tya
dont on a vu dans la preuve de la Proposition 4.3.1 que c’est une représentation
localement algébrique de Lp, (Q,) N B~(Q,) nulle pour i ¢ {0,1}, et la tordue de
T par un caractere algébrique de Lp, (Q,) N B~(Q,) se factorisant par 7'(Q,) si
i € {0,1} (avec topologie localement convexe la plus fine).

La proposition suivante permet de se débarrasser des H'(n®, —) en se ramenant a
une suite exacte comme en (117).

Proposition 4.3.83. — Soit 0 — 7" — «© — @ — 0 une suite evacte dans
Rep%'(B(Q,)) avec " comme dans le Corollaire 4.3.2 et Fo(n')(—) ~ Ex(x-)) ®F
Hom, 1y (Do (7), =) pour un (p,I')-module généralisé Do(n") sur Rg (rappelons que
A € X(T) est dominant par rapport a B~). On fait les hypothéses additionnelles
suvantes :

(i) si P = P, laction de Lp,(Q,) sur g se factorise par det : Lp, (Q,) — Q) xQy;
(i) st P= Pz onap=w-\ pour unw € W.

Alors il existe m > 0, r > 0 tels que le “push-out” de la suite exacte My (7' Qg E,,) —
M,(m @ Ep) — My(1" @g En) — 0 (c¢f. Proposition 2.1.6) le long du morphisme
[ My(n' ®p Ey) — Do(7"), @g En (cf. (115)) donne une suite exacte courte de
(1, T)-modules de Fréchet sur Rf,

0 — Do(7)y @ B — Mo(7 @5 En) — Mo(7" ®p Enm) — 0
0t Mo(7 ® En) € (Da(7')y @5 En) ®fMatwopin) MalT ©5 En).

Démonstration. — Par le Corollaire 4.3.2, il suffit comme dans I'Etape 1 au § 4.2
de montrer que, quitte a augmenter m et r, la composée M,(H'(n* 7") @p E,,) —

My (7' ®@p E,) ER D, ("), ®g E,, est nulle. Comme dans la preuve de la Proposition
4.3.1, on distingue les deux cas P = P, et P = P;.

Casl1l: P=P,.
La suite exacte longue des H'(n®, —) déduite de la suite exacte courte (126) appliquée
am= 7" avec (127) impliquent H'(n® 7”) = H'(n*, 7¢), et donc :

(139) My (H'(n*, 7¢) @p Ep) — Mo(H'(n*,7") @5 E,,).
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Rappelons que l'algebre de groupe E,,[P,(Q,)] est un sous-espace dense de
D(P,(Q,), Ern) ([59, Lem. 3.1]). Avec la preuve de [46, Th. 7.4] (voir la note
de bas de page dans la preuve de la Proposition 4.3.1) et le Lemme 3.2.4, on a que
pour tout ¢ > 0 le morphisme canonique :

H, (na’ﬁg Rups.p) Ulgls, E )) B (B(Qp)] Em[Pa(Qp)]
— Hz (na’ W%/@D(Pﬁ(QP)vE){l} (GL?’(QI)) ){1})®D(Pa(@p),E7n)B(Qp)7L‘D<Pa(Qp>7 Em)

est d’image dense. Il découle alors de (128) et (129) avec (18) que I'on a un morphisme
d’image dense :

(140)  (H;(n*, 7y Qupy.r) Ulalss En)) @180, EmlPa(Qp)]) (1) e
— My (H'(n*, 7¢) @5 En).

En se souvenant que 7 ~ (L(—p)p, )" ®p (7. )" on a pour i > 0 :

HZ’ (na’ W,\B/ ®U(F’51E) U(gl37 Em))
~ H;(n®, (L™ (1) p.)"™ @upn,p) Ulgls, Bn)) @5 (735)"™

d’ott on déduit que I'action de N*(Q,) est triviale sur H;(n®, 7§ Qu(p,s.1) Ul(gls, Em))
car elle est triviale sur chaque facteur du produit tensoriel de droite (on utilise ici
I'hypothese (i) sur 7% ). Comme N®(Q,) est un sous-groupe normal de P,(Q,), on
voit que I'action de N*(Q,), et a fortioride Ny, est aussi triviale sur Hy(n®, 75 ®up,,5)
Ulgls, Em)) @E,.B@,)] Em[Pa(Qp)]. Cela implique que le terme de gauche en (140)
est nul (pour m tel que n|na # 1), et donc :

(141) M, (H' (n*,7¢) ®p E,,) = 0 pour tout i > 0.
On a donc M, (H'(n® 7") ®@p E,,) = 0 par (139).
Cas2: P = Ps.

Par le Cas 2 de la preuve de la Proposition 4.3.1 et par la suite exacte (130) appliquée
a m = 7", on a une suite exacte d’espaces de type compact munis d’'une action lisse

de N*(Qp) :

H(n me) — H'(n%(c- IndP“ g”%wopa(@p) To) ) — H'(n%7") — H'(n%7c).

L’action de N*(Q,) étant triviale sur H'(n® mc) =~ V)V Qp ((7%,)**)" pour tout i
(cf. 'avant-dernier paragraphe de la preuve de la Proposition 4.3.1), on en déduit un
isomorphisme d’espaces de type compact (pour m > 0) :

(Hl( (C India(SZ;wOPa(Qp) CY)an) R Em) (77—1)]\[561 ~ (Hl(no‘,w”) g Em) (U_I)N%

et donc un isomorphisme :

(142) Mo (H' (0%, 7") ®p Ey) — Mo (H' (0%, (c-Indp2 &)™) 7.)™) @5 B,,).
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Avec (135), il suffit donc de montrer que le morphisme dans F'(¢, ') :

Fal') — Fo((Indy 0 ) ™)

est nul. Par le Lemme 4.1.1 et I'hypothese sur 7/, il suffit (comme dans I'Etape 1 au
§ 4.2) de montrer que le terme de droite est de la forme Eo(x—w.\) ®pHom, ry(D, —)
pour un certain (p,I')-module D et un caractere w'- A € X(7T) distinct de X et s, - A.

En décomposant :

Lp,(Qp) = (Lp.(Qp) N B™(Qy))(Lp.(Qy) N B(Qy))
I (Lp,(Qp) N B~ (Qy))sa(Lr, (Qp) N B(Qy)),

IndLP“(Qp) ﬂ'\m)aﬂ pour ¢ > 0 comme aux §§ 3.4 et 3.6.

on peut dévisser ( Loy QNP5 (Q)

La contribution de la cellule ouverte (Lp,(Q,) N B~(Q,))(Lp,(Q,) N B(Q,)) est

C(N,(Qp), ), il faut donc calculer F,(C(Ny(Q,), Tya)) comme au § 3.4. Mais
on doit ici faire attention a l'action (134) de N%. Si 0 € {a,} notons N, «
N;5(Q,) N N,,. Par un argument comme pour le Lemme 3.4.3, on se ramene a calculer

1ir£ Fo i (C*™(Ngym, o). Soit 7y o a+f = e;—es (cf. Exemple 2.1.1), le caractere
m—r—+00

n étant trivial sur N, (Q,) et 'action de N, (Q,) commutant a celle de N,(Q,) on a :
Can(Na,mu W?Va ®E‘ Em)(nil)Nmm = Can (Na,my (77-?\7& ®E Em)N%m)

et laction de Ng(Q,) commutant a celle de N,(Q,) dans le quotient N(Q,)/N,(Q,),
on déduit :

Can(Na,m7 77};\[01 ®E Em)(U_l)N;}L = Can(Na,ma Em) ®Em ((ﬂ-;\[a ®E Em)(n_l)Nﬁl)
Par [64, Th. 4.10] on a H'(ng, L(—p)p,) ~ E(—s5 - p), d’ott (cf. (132) pour n35.) :
(Txe @5 Emn)(nng =~ E(=s3 - 1) @p (T3 @8 En)(n™ ) Na.

De plus, on vérifie facilement (en utilisant 1|y g,) = 1) que I'on a un isomorphisme :

lim (7% ®5 En) (" )ne = (730 @5 Esx) (1) ne(@y)

m——+00
— (7%, @& Eoo)(n_l)NLPﬁ(Qp)

induit par f € 7%. — f(1) € Ty Un argument comme dans la preuve de la
Proposition 3.4.4 donne alors pour un D convenable :

(143) mliirkloo Fa,m (Can(Na,m7 ﬂ-]l\[a)) =~ EOO(X—SB‘M) ®E Hom(ga,r)(Da _)

Pour la cellule fermée, regardons d’abord sa contribution lorsque ¢ = 0. Il suit de
(133) que l'on a un isomorphisme (C—IndizggzgwoB(Qp)ﬂa)an = C"(N,(Q,), mne) d'olt
on déduit avec (134) :

Po(Qp)woB(Qp anr o1~ an
(144) (e-TIndie (@) 0@ 7)™ 0] =5 C2(Na(Qy), 7ha)-
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Par I'exactitude a gauche de F,, et la Proposition 3.6.2 on sait que :

F, ((clndﬁaggp yore @) 7 ) 0]/ (e-Ind e gngB(@p)m)”[na])

= Fo((Indy g% ma) ™/ (e-Indpe (g 0P @) 7, )™) = 0

d’ou par (135) pour i = 0 et (144) :

Lp,(Qp) an an _
(145) F ((Indea(Qp)ﬂP (@p) ) /C ( Q(QP)77T?V“))_O‘

Donc la contribution de la cellule fermée est nulle pour ¢« = 0.

Maintenant, les représentations 7. sont toutes de la forme : (caractere algébrique
du tore)@pmRa, et seul le caractere algébrique change entre i = 0 et ¢ > 0. Mais il
est clair sur la définition de F,, que la nullité en (145) n’a rien a voir avec le caractere
algébrique particulier apparaissant dans 7%.. Autrement dit on a pour tout 7 > 0 :

(146) Fo((Indy e o) )™ /O (Na(@), i) = 0.

Par (143) et (146) pour i = 1 on obtient donc :

EOO(X*SB-M) ®E Hom(w,r)(Du _) = Fa(an(Na(Qp>7 ﬂ-]l\la))

~ LPa @p) 1 an
— Fol(nd 2 o pr g, ™Ne)™):
Par I'hypothese (ii), on a sg - = (sgw) - A. Comme p est par hypothese dominant
par rapport a B~ N Lp,, sg - it ne peut plus I'étre, et est donc toujours distinct de A
et so - A qui eux le sont. Cela acheve la preuve du Cas 2. O

Remarque 4.3.4. — (i) La Proposition 4.3.3 reste en fait valable sans supposer
que l'action de Lp,(Q,) sur 7% se factorise par det. Il faut pour cela décomposer
P,(Q,) = B(Q,)s.B(Q,) I B(Q,) dans le Cas 1 et faire un dévissage comme dans
le Cas 2 en procédant comme dans la preuve de la Proposition 3.6.2. Comme nous
nous limiterons a la catégorie C) ,, nous n’aurons besoin que du cas de 1'énoncé, qui
a I'avantage d’étre plus court a montrer.

(i) Par ailleurs (146) peut aussi se montrer directement (mais avec une preuve plus
longue) par des considérations analogues a celles de la preuve de la Proposition 3.6.2
(noter que, du point de vue du groupe GL3(Q,), on est sur la cellule P,(Q,)sgB(Q,)).

4.4. Un scindage technique. — On démontre un résultat technique de scindage
sur des (¢, T')-module de Fréchet sur R}, (Proposition 4.4.3 ci-dessous).

Lemme 4.4.1. — Soit B un module de Fréchet sur R}, qui est un espace de Banach,
M,, pour m > 1 des modules de Fréchet sur RE et Hm21 M,, le module de Fréchet
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sur Ry, obtenu en prenant la topologie produit.
(i) Toute suite exacte (stricte) :

0—B—>V — HMm—>0

m>1

de modules de Fréchet sur Ry, ot la topologie de V peut étre définie par des semi-
normes q telles qu’il existe C, € R-q vérifiant ¢(Xv) < Cuq(v) pour tout v € V est
scindée aprés “pull-back” le long de [], < Mp — 1,51 Mm pour un N > 0.

(ii) Supposons de plus que les R}-modules M, sont tous libres de rang fini, alors la
suite exacte en (1) est scindée.

Démonstration. — (i) La topologie de B est définie par une norme ||— ||z et celle
de V par des semi-normes ¢; (pour k dans un ensemble dénombrable) telles que
qx(Xv) < Cyqi(v) pour tout k et tout v € V. Comme la topologie de B est aussi
définie par les restrictions (qx|s)x, par [57, Cor. 6.2] il existe C; € Ry, t € Z>; et
ki,..., ke tels que ||b|p < Cymax(gg, (b),. .., qx (b)) pour tout b € B. Par ailleurs,
pour toute semi-norme continue ¢ sur V', par [57, Cor. 6.2] (encore) il existe Cy € R+

tel que ¢q(b) < Cy||b]| s pour tout b € B. En appliquant cela a ¢ « max(qGr, s - - - Gk, )
on voit que ¢ induit une semi-norme sur B qui est équivalente a la norme || — ||z
(et donc est une norme sur B). Notons que 'on a encore ¢(Xv) < Cyq(v) (pour
un C, € R.g) pour tout v € V. Notons M « I1,,51 My, la semi-norme quotient g
sur M est continue, donc (toujours par [57, Cor. 6.2]) il existe C3 € Ry s € Zs
et des semi-normes py,...,ps sur M (dans une famille dénombrable de semi-normes
définissant sa topologie) tels que g(x) < C3max(p;(x),...,ps(x)) pour tout x € M.
Mais par définition de la topologie produit ([57, § 5.D]), il existe un entier N > 0 tel
que p;|r1, - M, = 0 pour tout j € {1,...,s}, donc on a aussi q|ry . a,, = 0.

Notons Vy C V l'image inverse de [ [, < M, — M, on a une suite exacte (stricte)
0= B =V = [],,sny Mm — 0 de modules de Fréchet sur R. Il suit facilement
de ¢(X—) < C,q(—) que le noyau ker(q|y, ) de la semi-norme gy, est un sous-R ;-
module (fermé) de Vy, donc un module de Fréchet sur Rf. Pour montrer (i), il
suffit de montrer que le morphisme continu de modules de Fréchet sur R}, obtenu
comme composé de ker(glyy) — Vn — [,y M est un isomorphisme (forcément
topologique puisque ce sont des espaces de Fr_échet), son inverse fournissant alors une
section continue de Viy — [], < M. Il est injectif, car si v € B est tel que ¢(v) =0,
alors v = 0 puisque ¢|z est une norme. Montrons la surjectivité. Soit = € IL,>n M,
comme g(r) = 0, par définition de la semi-norme quotient g ([57, § 5.B]) il existe une
suite (v, )n>0 de relevés de z dans Vi telle que ¢(v,) — 0 quand n tend vers l'infini.
En particulier ¢(v,, —v,—1) — 0, et comme v,, —v,_; € B, on a aussi ||v,—v,_1]|p — 0.
On a vu que pour toute semi-norme continue ¢’ sur Vy il existe C, € Ry tel que
¢ (b) < C5||bl|p pour tout b € B, donc ¢'(v, — v,—1) — 0 pour toute semi-norme
continue ¢’. Donc la suite (v,), est une suite de Cauchy dans le sous-espace fermé
ker(qly, ) de Vy, et en conséquence a une limite v € ker(qly, ) puisque ker(q|y, ) est
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complet. Par continuité de ker(q|vy) — [,,>n5 Mm, v est aussi un relevé de z dans
ker(q|v, ), d’ou la surjectivité.

(ii) Notons s la section Rj-linéaire continue [[, <y My, < V construite en (i), il
suffit de montrer que la suite exacte courte (stricte) 0 — B — V/s([[,,>ny Mm) —
[Insms1 Mm — 0 de modules de Fréchet sur R est aussi scindée, car on obtient alors
un scindage de la suite exacte de I’énoncé en considérant V' — V/s([[, >y Mm) =
BO[[ysms1 Mm — B. Mais cela découle facilement du fait que [ y,,5; Mm est libre

de rang fini sur R}, (il suffit de relever une base sur R et d’utiliser [57, Cor. 8.7]). O

Remarque 4.4.2. — On peut montrer que le Lemme 4.4.1 est faux si I’on suppose
seulement que B est un module de Fréchet sur R

La suite du paragraphe est consacrée a la démonstration de la proposition suivante.

Proposition 4.4.3. — Soitr € Qsp_1, D, un (p,I')-module généralisé sur Ry, sans
torsion, M,, pour m > 1 des Rj-modules libres de rang fini et Hle M, le module
de Fréchet sur R} obtenu en prenant la topologie produit. On suppose que M “
[1s1 My est muni d'une structure de (¢,T)-module de Fréchet sur Ry telle que,
pour tout m > 1, ' préserve M,, et v induit un morphisme de E-espaces vectoriels

My, — My y1. Alors toute suite exacte (stricte) :
(147) 0—D, —V—M-—70

de (¢, T)-modules de Fréchet sur R}, ot la topologie de V peut étre définie par des
semi-normes q telles qu’il existe Cy € Rq vérifiant ¢(Xv) < Cyq(v) pour tout v e V
devient scindée aprés “push-out” le long de D, — D, pour v’ > r.

Notons que le (ii) du Lemme 3.2.2 avec la Remarque 3.2.3 montrent que la suite
exacte obtenue apres “push-out” le long de D, — D,, est encore une suite exacte
(stricte) de (¢, T')-modules de Fréchet sur Rj.

Si C'est un (¢, T')-module de Fréchet sur R}, pour tout j > 1 on a une application
R j-linéaire qui commute a T' (cf. (30) pour j = 1) :

Uj:C — RE®up: C=al 1+ X) 0C
pi-1

(148) v Y (1+X)®

=0

WL+ X))
(1+X)

Si C est un (¢, I')-module généralisé sur R, Iapplication Jj se factorise comme suit
(cf. (25), (26) et (29) pour j = 1) :

. (Id@pd)~t ,
(149) C @)1 'R};T ®RTE c = 'R};T ®‘Pj7RTE C +— RE ®(pj"RE C.
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Lemme 4.4.4. — Avec les notations et hypotheses de la Proposition 4.4.3, il suffit
de montrer Uezistence d’un scindage de (147) pour les modules de Fréchet sur R
sous-jacents, i.e. en oubliant ¥, I'.

Démonstration. — On suppose que 'on a un scindage V' ~ D, & M de modules de
Fréchet sur R, et il faut montrer que, quitte & modifier ce scindage de R E-modules
(en augmentant éventuellement ), on peut se ramener a une situation ou il est de
plus compatible aux actions de ¢ et de I'. On note v un générateur topologique de
I', par continuité de I'action de T, il suffit de considérer les actions de ¥ et 7.

Le morphisme ¢ : D, &M — D, @M (resp. avec 7y au lieu de 7)) induit le morphisme

E-linéaire (composé) 6 : M — D, & M s D, &M — D, (resp. avec 0y au lieu
de 0¢). Par le (i) de la Remarque 3.2.8 appliqué avec Xy = [[ys,,>; Mm (qui utilise
que D, est sans torsion), on obtient N > 0 tel que 6| _ ar,, = 0|1, oy M = 0,
autrement dit le “pull-back” de (147) le long de [], <~ Mm — [],,51 M est scindé
comme suite exacte de (¢, [')-modules de Fréchet suriRE. -

Considérons alors la suite exacte (stricte) de (¢, T')-modules de Fréchet sur R, :
00— D, — W — H M,, — 0
N>m>1

ouw ¥ V/ sy Mm et [Iysms1 Mm = 1 Lns1 M/ [ nsn Mm, donc par hypothese

YN =0 sur []y.,,51 M- Le morphisme Wy en (148) induit alors avec (149) une
suite exacte ou tous les morphismes sont R j-linéaires et commutent a I :

0 DpNT DPNT ©p, W M 0
(150) jz l@N 0

0 —_— RJEF ®‘PN’RE DT —_— RJEF ®<PN,RE W —_— RE ®<PN7R_E M —— O

Avec le lemme des serpents on en déduit facilement un isomorphisme ker(\fl N) = M.
Clest un exercice de vérifier que ker(Wy) est stable par i (manipuler les égalités
YN ((1+ X)P" ) = 0 pour tout i en (148)) et il est clairement stable par I'. Comme
D,~, ®&p, W — M commute a ¢, on en déduit finalement une injection Rj-linéaire
continue M < D,~, ®p, W qui commute a ¢ et . En argumentant comme dans la

preuve du (i) du Lemme 4.4.1, on obtient le scindage cherché en remplagant r par
N
pr. O

On démontre maintenant l'existence d’un scindage de (147) pour les modules de
Fréchet sur R}, sous-jacents.

Pour tout n > 1 soit I, & [r,p"r] et Dy, comme en (27), par le (ii) du Lemme 3.2.2
et la Remarque 3.2.3 on a des suites exactes strictes 0 — Dy, — Dy, @&p, V — M — 0
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de modules de Fréchet sur R}, et deux séries de diagrammes commutatifs de R}-
modules pour n > 2 (la premiere induite par les restrictions et la deuxieme par (29)
et (148)) :

0 DIn D[n @Drv M O

(151) L l

0 Dy, , Dy  ®p, V—M—0

0 Dy, D;, &b,V M 0

| 5 &

0—— Rg ®¢,RE Dlnfl - RE ®Lp,’RE (Dln—l @DT V) - RE ®¢,Rg M ——0.

De plus une chasse au diagramme évidente sur (151) donne :

V= lim Dy, &p, V.
n—-+o0o
Par le Lemme 4.4.1 (que l'on peut appliquer car D;, est un espace de Banach), on
a pour n > 1 des scindages de Rjf-modules D, &p, V ~ D; @& M et pour n > 2
on définit d,res : M — Dy, & M — D;, _, ® M — Dy . L’application continue
dpres : M = 11,5y Mm — Dy, , est toujours nulle en restriction a tous les M, sauf
un nombre fini par le Lemme 3.2.6 appliqué avec Xy = [] Nom>1 Mm- On voit avec
(151) qu’il suffit de montrer que I'on peut modifier ces scindages & chaque cran n
pour n suffisamment grand de sorte que d,res = 0.

Pour n > 2 on définit m,, & max{m > 1,d,res|y;,, # 0}. Si la suite m,, est bornée
quand n — 400, alors il existe N > 0 tel que d,res|fp _ g, = 0 pour tout n > 2,
i.e. le “pull-back” de (147) le long de ],y Mm < M est scindé comme suite exacte
de modules de Fréchet sur R, et le méme argument que dans la preuve du (ii) du
Lemme 4.4.1 donne alors un scindage de (147) (pour les structures de modules de
Fréchet sur R}). On suppose donc que la suite m,, n’est pas bornée.

Le méme argument de support que pour J,res donne que pour n > 2 la composée :
" ¥,
0ntp: M < D, ® M = Ry ®,z+ D1,y ®RE @zt M - Rj @+ Dr,

est nulle sur tous les M,, sauf un nombre fini. On définit j, & max{m > 1,051|ns, #
0} (seule valeur dont on aura besoin). On note ny le plus petit entier > 3 tel que m,,, >
max{ja, Mo} (comme la suite (my,),>2 n’est pas bornée un tel entier existe bien). On a
en particulier m,, < max{ja, ms} < my,, —1 pour tout 2 < n < ny. On va montrer que
I’on peut modifier le scindage D I, PD, Ve~D In, ® M au cran ny de fagon a diminuer
strictement la valeur de m,,. Pour cela, il suffit de montrer que (Jp,res)(M,y,,, ) C
Dr,, € Dy, _, (rappelons qu’a priori on a seulement (d,,ves)(M,,, ) € Dy, _,). En

effet, on peut alors modifier une base sur R}, de M.y, dans Dy, & M par des éléments
de Dy, de sorte que le nouveau scindage au cran ny vérifie (0n,res)|ns,,, =0
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Pour cela, considérons le diagramme commutatif :

DInQ @ an2 w > RE ®¢’RE D[n2_1 @ RE ®<P7RE an2+1
(152) l
Dy, & M,,,,

+ +
Rg ®¢,Rg Dr, ® Ry ®¢,Rg an2+1

ou la fleche verticale & gauche (resp. a droite) est la restriction du cran ny au cran 2
(resp. du cran ng—1 au cran 1). Comme m,,, > js, par définition de js 'application 1)
du bas respecte les sommes directes a gauche et a droite. Comme m,,, > m,,, et donc a
fortiori m,, +1 > m,, pour 2 < n < ny— 1, la fleche verticale de droite respecte aussi
les sommes directes en haut et en bas. On en déduit un diagramme commutatif de
Rf-modules (ot dres est la composée M, C Dy, & My, — Dy, & M, — Dp,)

M, "R D
Mngy RE ®@,RE In271

dres |:

P
sz RE ®¢,RJEF Dh

qui montre que (dres)(My,, ) C O RE Ry Rt Dy,._,) € Dy, (en voyant R Dy rE
Dy,,, comme sous-Ri-module de Ry ®,r+ Dr,). Le diagramme commutatif de

R f-modules (cartésien puisque les applications verticales sont injectives) :

~ +
Dplnz—l RE ®4p,7€§ DIn2—1

|

Dpfl

~

J,_
7?’E ®¢,RJEr, Dll

ot pI,, € [pr, p™+1r] implique ¢~ (R}, ®yrE Droyi) = D1 N Dy, ot lintersection

est dans D,;,. Comme {p~"/" < |-| < p P} U{p V" < |.| < p~'/P"*"} est un
recouvrement affinoide de {p~/" < |-| < p~"?"*"} ona D, Dy, , = Dy, C Dpp,.

no—1

On en déduit (éres)(My,,) € Dy, € Dy,. Comme my,, > m, pour 2 <n < nyg — 1,

ny

cela implique bien (J,res)(My,,) € Dy, dans Dy, ;.

n2

On peut alors recommencer tout le raisonnement précédent avec ce nouveau
scindage Dy, ®p, V =~ Dj,_ @& M au cran ny. On obtient une nouvelle suite m;,,
qui est égale a m, pour n < my et n > my + 1, et une nouvelle valeur n), et
on voit que l'on est dans l'une des deux situations suivantes : soit n, = ng et
max{jz, ma} < mj,, < My,, soit nh > ny et m;,, < max{ja, my}. Puis on recommence
encore etc. Par récurrence, on voit que 'on obtient au bout du compte un scindage
Dy, &p, V ~ Dy, & M pour tout n > 1 tel que m,, < max{ja, mo} pour tout n > 2.
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Autrement dit on est ramené a la situation ou la suite m,, est bornée quand n — 400,
qui a été traitée au début du cas D, libre.

Remarque 4.4.5. — (i) L’argument ci-dessus du scindage de (147) pour les R -
modules sous-jacents reste valable si 'on a un entier C' > 0 tel que ¢ : M,, —
My, & My @ -+ @ Moo pour tout m > 1 (au lieu de ¢ : M,, — M,,41) en
remplagant M,,, 1 par My, @@ My, ¢ dans (152).

(ii) On peut montrer que la Proposition 4.4.3 et le Lemme 4.4.4 restent vrais sans
supposer que D, est libre, mais cela nécessite d’autres arguments (en particulier pour
la preuve du Lemme 4.4.4).

4.5. Un deuxieme scindage technique. — On démontre un autre résultat tech-
nique de scindage dans le cas G = GL3 (Proposition 4.5.6 ci-dessous).

On conserve les notations des §§ 4.1 et 4.3, en particulier G = GL3 et B = Borel
supérieur. Soit m = (Indg(,(?gp) wp)*" avec P € {P,,Ps} et mp = L(—p)p Qp 1%
comme dans la Proposition 4.3.1 et sa preuve. On rappelle que, si P = P,, on a la

suite exacte (126) dans Rep'(B(Q))) :
0 — C"(N*(Qp), mp,) — m —> e —> 0,

et si P = P3, on a a la suite exacte (130) (avec (133)) :

0— (IndéizggZ;mB_(Qp) WNa)an — T — 71— 0

. 1N (@)
ol mya = (¢ IndNa(Qp)mPE(Qp) Tpy)
Proposition 4.3.3 que l'action de Lp, (Q,) sur 7 se factorise par det : Lp, (Q,) —

Q, x Q.

an Si P = P,, on suppose de plus comme dans la

Lemme 4.5.1. — Soit m € Z>.
(i) Si P = P,, on a M(7 ®p E,,) = Mu(C*™(N*(Q,),7r,) ®p En).

.. . ~ L (e QP an
(1i) Si P=Pg etn|ne # 1, on aMQ(W(X)EE,”)%Ma((lndLiaEngmB,(Qp) TNe ) QpFn).

Démonstration. — (i) Cela découle de la Proposition 2.1.6, de (141) pour ¢ = 0 et de
M, (=) = Mu(H°(n>, —)) (cf. (15)). (ii) C’est la méme preuve que (142) mais avec
H°(n* —) au lieu de H'(n®, —). Noter que (142) n’utilise pas ’hypothese (ii) de la
Proposition 4.3.3. []

On suppose maintenant P = Py jusqu’a la fin de ce paragraphe. Rappelons que
I'on a un diagramme commutatif dans Rep%'(B(Q,)) ou toutes les injections sont
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strictes :
an Lpa (@ o
C2"(Na(Qp), mya) — (Ind 7 E@Zim@p) )
Can N 0 I dLPa(QP) 0 an
S (Na(@p), mRe) —= (Ind; 1 (o) np-(@,) ")
. o N*(Qp 00 \ oo
et oft Ta = H'(ng, L(—p1)p,) ®p T = E(—p) ®g (C'IndNaE@pimPg(@p) ;)% (cf

(133) et ce qui suit pour laction de B(Q,) C P,(Q,)). Rappelons de plus que 7.

est muni d’une action lisse de N%(Q,) par translation a droite sur les fonctions sur
N*(Q,) et action triviale sur E(—p). Par (135) pour ¢ = 0 et (144), avec (15) et
la Proposition 2.1.6, on en déduit un diagramme commutatif de (¢, I')-modules de
Fréchet sur Ry, -

n L « n
V(O (N (@) ) 95 Fu) o M2 0 v 5 )

(153) ‘ H
an L @ an
Mo (€2 (Na(Qp), o) @15 ) = Ma (28] g, 7)™ @5 ).
Comme l'action du groupe compact Nj sur Ho(na,(lndﬁl’:"ggzgmB,(Qp) Tna)??) o

(Indiiaggzgma_(@p) 7)™ est lisse, le noyau de la surjection du bas en (153) est
exactement M, (7% ®p E,,) ou :

déf L, (Qp) an ; ~an
o= (IndL;(Qz)ﬂB—(Qp) e ) /CE(Na(Qp), Ta)-

On utilisera l'isomorphisme :

Lp, (Qp) 0 \yan "~ Lp,(Qp) 0,54 \an
(154)  (Ind, 7™ ") p- (g, Tve)™ = (Ind; T 5oy Tvet )™, F s (la = F(sala))

ot l, € Lp, (Q,)NB(Q,) agit sur mxs par I'action (131) de s4lase € Lp, (Q,)NB~(Q,)
sur 7. L’isomorphisme (154) commute aux actions de Lp, (Q,) (par translation a
droite des deux cotés) et aux actions de N*(Q,) en définissant cette derniere sur le
membre de droite comme suit (cf. (134)) :

(155) (n"F)(la) = (Sa(lanalgl)sa) (F(la)), n"¢€ Na(Qp)v lo € Lp, (Qp>
et en remarquant que s, N*(Q,)s, = N*(Q,).
Lemme 4.5.2. — On a un isomorphisme d’espaces de Fréchet M, (7 ®p E,,) ~

Mo (7% @ E)®eD(N; (Q,), E)pyy ot Ny € Ly, NN~

Démonstration. — Par (154), le (i) du Lemme 3.5.1 puis le Lemme 3.5.2 appliqués
avec G = Lp, et P = Lp, N B, on a des isomorphismes d’espaces de Fréchet :

(156) (7¢)" = (m3e") " (L, @B 21 DL, (@), B) Ly, @nE(@,)
~ (mye) ' @eD(N, (@), E)qy.
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Explicitons d’abord 'action de N*(Q,) sur (7)Y ®@pD(N; (Qp), E)1y. Le plonge-
ment fermé de variétés localement Qp-analytiques N%(Q,) x N, (Q,) — N*(Q,) x
Lp, (Q,) ~ P,(Q,) induit par [45, Prop. 1.1.2] et [61, Prop. A.3] une immersion
fermée d’espaces localement convexes :

D(N*(Qy), E)®£D(N; (Qy), E)—= D(N*(Qy), E)®£D(Lp,(Qy), E) = D(Pa(Qy), E)

et égalité n®l,(n®)~" = (n*(lo(n®) "1 1))la € N*(Qp)l, pour (n®,1,) € N*(Q,) X
Lp,(Q,) montre que la conjugaison par d,« dans D(P,(Q,), E) préserve le sous-espace
D(N*(Q,), E)2gD(N;(Q,), E), et donc aussi (via le Lemme 3.2.12) le sous-espace

D(N®(Q,), E)(1;@D(N;(Q,), E)py. En voyant (7)Y comme D(N®(Q,), E)-
module séparément continu via 'action de N*(Q,) sur W?\}fﬁ comme dans le terme
de droite de (155), on vérifie facilement que l'action (a gauche) de n* € N*(Q,) sur
()Y @rD(N; (Q,), E) 1y par multiplication & droite par d,4 s'obtient (de maniére
similaire a (83)) en envoyant v ® u vers (via le Lemme 3.2.1) :

(157) n*(v) @ dpapuda
€ (mya) e @,).8) 0, (PIN*(Qy), B)1y@eD(N; (@), E)q13)
~ (mya) ' ®eD(N, (@), B) 1y

(pour n%(v) = vd,a, voir les conventions juste avant (83)). Soit r € n; (= la Q,-
algebre de Lie de N (Q,)) et n® € N*(Q,), on vérifie que n®(n*)~! —r € n® dans
po (= la Q,-algebre de Lie de P,(Q,)). En combinant cela avec [n*,n;| C n® dans
po et le fait que n® agit par 0 sur (7xe*)Y, on en déduit (via l’isomorphisme en
(157)) que si p € Un,,E) € D(N;(Q,), E){1}, on a w ® dpepidpa = w @ p dans
(rx )@ D(N; (Q,), E) 1y pour tout w € (mxe)V. Comme (ryee)Y @pU(n,, E) est
dense dans (my:®)'®pD(N; (Q,), E)qy par (45, Prop. 1.2.8] et le Lemme 3.2.4, on
en déduit finalement que I'action (157) de N*(Q,) sur (7y:*)Y®@rD(N; (Q,), E)q1y
est juste donnée par P'action sur le “facteur” (mwye)Y.

Si0— V' — V — V" est une suite exacte stricte de E-espaces vectoriels de
Fréchet (i.e. V. — V" est d'image fermée), alors par [64, Lem. 4.13] pour tout FE-
espace vectoriel de Fréchet W on a encore une suite exacte stricte 0 — V'QgW —
VRpW — V'"®&pW despaces de Fréchet. En utilisant que W?\}‘ff‘ est muni de la
topologie localement convexe la plus fine puis en dualisant, on vérifie aisément que
I'on a une suite exacte stricte d’espaces de Fréchet pour tout z € N :

z—Id

0 — (mya" @5 Bm)' ()"~ — (w4 @p Bn)¥(n) — (mye" @p Bm) (1)

qui reste donc exacte apres ®D(N; (Qp), E) (1. Si y est un autre élément de N2, on
a une suite exacte stricte analogue en appliquant y — Id a (7r0 o @p En)V(n)*=! qui
reste encore exacte apres @ g D(N; (Q,), E)(1y. Par une récurrence sur des générateurs
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du groupe commutatif N, on déduit alors de tout ce qui précede :

(mya” ©5 En)Y(n)"*@eD(Ng (@), E)qy
= ((mya ®5 En) ' @eD(N, (Qy), B)qy) ()™,
d’ou le résultat avec (156). O

Soit o = (9§) (vu dans gl3) une base du E-espace vectoriel n, ®q, E, de sorte
que U(n,, F) = ®p>0 B0 = Ey,]. Par [45, Prop. 1.2.8] on a :

D(Noj(@p)aE){l} = {Z anWn, an € £, Vr € Qsg |ap|r™ = 0qd n — ‘|‘OO} .

n>0
De maniere équivalente, D(N; (Q,), E)y est le complété de U(n,, E) pour les semi-
normes qr(anzo ay) © sup,, |a,|r~" ou r € Qs¢, ou de maniere équivalente pour

les g, avec (ry,)m une suite dénombrable (quelconque) tendant vers 0 dans Qsg. Si
W est un E-espace vectoriel de Fréchet, on note :

déf _

W{{n.}} = {an 0o, w, €W, Vg, VreQso qlw,)r ™" —=0qdn— —I—oo}
n>0

ou q parcourt les semi-normes continues sur W. C’est aussi un E-espace vectoriel de

Fréchet pour les semi-normes sup,,~ q(wy,)r™"

Lemme 4.5.3. — On a un isomorphisme de E-espaces vectoriels de Fréchet :
W&gpD(N; (@), E)ay = W{{na}}.

Démonstration. — Munissons U (n,, E) de la topologie induite par D(N; (Qy), E) 13,
alors il résulte de [57, Cor. 17.5(ii)], de [57, Lem. 7.3] avec le Lemme 3.2.4, et de la
propriété universelle du séparé-complété ([57, Prop. 7.5]) que W@pD(N; (Q,), )1y
s'identifie au complété de W ®@p, U(n,, E), c’est-a-dire par [57, Lem. 17.2] au
complété de W ®@g U(n,, E) pour les semi-normes produit tensoriel ¢ ® ¢, pour
r € Qs et ¢ semi-norme continue sur W. Mais en appliquant [57, Lem. 17.3]
avec V & Un,,E), v © (et W y 1), et par I'argument de la preuve de [57,
Prop. 17.4(i)], on a pour tout N > 0 et tout w, € W,0<n < N :

N
19 ¢ ( > w,® UZ) = sup ¢(wn)g- (95) = sup q(va)r"
n=0 n n

d’olt on déduit que le complété de W ®@p , U(n,, E) s'identifie & W{{n,}}. O

Pour alléger les notations, on pose dans la suite :
(158) M E M (7% ®p Ey) et M€ M, (7% @p Ey),
de sorte que, par le Lemme 4.5.2 et le Lemme 4.5.3, on a M ~ M*{{p,}}. On
rappelle que ¢t = log(1 + X) € R} (§ 2.2).
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Lemme 4.5.4. — Pour N € Zsq, le E-espace vectoriel M* @ (E @& Eyy, & -+ &
EY) est un sous-Rf-module de M@ D(N; (Q,), E)q1y stable par ¢ et T' tel que
N (M @p (E® Eye & -+ & Ey))) =0.

Démonstration. — L’action de Lp, (Q,) N B(Q,) sur (mxe*)V®rD(N; (Q,), E) 1y est
analogue a (157) en utilisant le second isomorphisme en (156) (et rappelons que
Paction de n, sur (7)Y est nulle et celle de Ialgébre de Lie de T(Q,) y est la
multiplication par un caractere algébrique). Par ailleurs un calcul donne dans la Q,-
algebre de Lie [p, de Lp, (Q,) en notant n,(x) « (4%) € No(Qy) et by, L) elp,
(ot 'on n’a écrit que ce qui concerne le facteur GLy) :

(159) Na(T)ana(—z) — (90 + zha) € n,.

On en déduit facilement la premiere assertion. Pour la deuxieme, il suffit de montrer
tlwepy) € M®* @ (E® Ey, @ -+ ® EyY 1) pour tout w € M* puisque tM* = 0
(car t(7%5)Y = 0). Comme la suite p"¢"(X) = p~™((14+X)?" —1) converge dans R},
vers t quand n tend vers +oo, il suffit de montrer que la limite de p~"¢"(X)(w @ pl)
quand 7 — 400 dans le Rj-module continu M*®zD(N; (Q,), E){1y tombe dans le
sous-espace M Qg (E® EY,®---®EyY~1). En utilisant les crochets de Lie habituels
dans [p,, on déduit facilement de (159) :

p (1 + X (w@nl) =p " ((1+ X)) w @ na(p")9 na(—p"))
€1+ X)"w) @y + M* @p (E® Ey, @@ Eph 1)
d’ou le résultat puisque :

(160) lim ((p"(1+X)"w)®y) —p"w®yl) = (tw) @) =0

n—-+o0o

et M* ®p (E @ Ey, @ --- ® EyY~') est fermé dans MQ@ED<N(;(QP)7E){1} (par

«

exemple par le Lemme 4.5.3). ]

Remarque 4.5.5. — (i) Si M’ est un sous-(, I')-module de Fréchet fermé de M
(avec topologie induite), la preuve du Lemme 4.5.4 montre que ce dernier reste valable
en remplagant M® par M'®. De méme, si M" est un (¢, I')-module de Fréchet qui
est un quotient de M* (avec topologie induite), le Lemme 4.5.4 reste valable en
remplacant M* par M"“.

(ii) Si le quotient M"* de M* en (i) est de plus annulé par ¢™(X) pour un n > 0 (ce
qui est plus fort que d’étre annulé par t), alors on a en fait :

P X)VTHM" @5 (E® Eye -+ @ Eny)) = 0.
La preuve est la méme que ci-dessus, en plus facile puisqu’il n’est plus nécessaire de

passer a la limite dans (160).

Le but de la suite du paragraphe est de montrer la proposition suivante.
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Proposition 4.5.6. — Soit m € Zxg, v € Qsp,_1 et D, un (¢,I')-module sans tor-
sion sur R, . Alors toute suite exacte (avec M comme en (158)) :

(161) 0—D, —V —M-—70

de (1, T')-modules de Fréchet sur RJEFM, ot la topologie de V' peut étre définie par des
semi-normes q telles que ¥V S € RY, il existe Cy g € Ry vérifiant q(Sv) < Cqaq(v)
pour tout v € V, devient scindée apres “push-out” le long de D, — D, pour r' > r.

On commence par un cas particulier utile de la Proposition 4.5.6.

Lemme 4.5.7. — Avec les notations et hypothéses de la Proposition 4.5.6, sup-
posons de plus que pour tout N > 0 le “pull-back” Vi de (161) le long de My “
M*®@p (E® EYy, @ -+ @ EyY) — M est une suite exacte scindée de (1, T')-modules

de Fréchet sur Rjgm. Alors la suite exacte (161) est aussi scindée.

Démonstration. — Etape 1

Pour N > 0, on a donc par hypotheése un isomorphisme Vy ~ D, & My de (i, T')-
modules de Fréchet sur RY; . De plus comme t" ' My = 0 par le Lemme 4.5.4 alors
que D, est sans torsion par hypothese, un tel scindage est nécessairement unique (tout
morphisme My — D, de Rj-module étant nul). Quand N grandit, ces scindages
sont donc automatiquement compatibles et définissent une application R j-linéaire
s My,] — V qui commute a ¢ et ', ou M*[n,] « Uns>oMy € M. En fait, une
formule explicite pour s est :

(162) s(z) ¥z -

ou x € My, T est un relevé quelconque de x dans V' (ou de manieére équivalente Vi)
et e (t" ) € D,. Nous allons montrer que s s’étend par continuité (de maniere
nécessairement unique) a M = M*{{y,}} et que I'application s : M — V obtenue
est continue (automatiquement Rj-linéaire et commutant & 1 et T').

Soit s > r dans Qs et rappelons que Dy = D, ®rx R[E’i’j (cf. (27)). On note

Ps Une norme sur RE;:} et on note encore p, la norme “somme directe” induite sur

le Banach Dy . Par le (ii) du Lemme 3.2.2 et la Remarque 3.2.3 on a des suites

exactes strictes 0 — Dy — Dj. g @p, V — M — 0 de modules de Fréchet sur RE,

et comme pour (151) on a un isomorphisme topologique V' — im Dy ®p, V, de
S§——+00

sorte qu’il suffit de montrer que la composée M*[y,] = V' — Dy, @p, V se prolonge
par continuité a M*{{y,}} et que 'application obtenue est continue. Changeant de
notations, on note V' l'espace de Fréchet Dy ©p, V, s : M®[y,] — V la composée
ci-dessus (ne pas confondre s € Qg et la section s !) et Viy le “pull-back” de V' le
long de My — M.
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Par hypothese la topologie de V' peut étre définie par des semi-normes g, (pour
k dans un ensemble dénombrable) telles que gx(tv) < C,, +qx(v) pour tout k et tout
v eV (ou Oy € Ry). Nous allons montrer que si ), . w, ® yr € M alors
qx(s(w, ® ")) — 0 quand n — +oo. -

Etape 2
L’idéal tREg’:L] est fermé dans R[;’S] et on le munit de la topologie induite. La multiplica-

tion par 1/t : th’j — R[bfi] étant continue (utiliser par exemple [60, Prop. 2.1(iii)]),
si ps est une norme sur R%i] définissant sa topologie il existe ¢, € Ryg tel que
ps(%x) < ¢sps(x) pour tout x € tR%:]. Comme la topologie de Dy, 4 est aussi définie
par les restrictions (gx|p, ,)x (car I'injection Dy g < V est stricte), par [57, Cor. 6.2]
(encore) appliqué avec V' = Dy, 4 et ¢ = ps, il existe Dy, € Rog, t € Zxy et ky, ... K
tels que pour tout d € Dy, on a :

(163) ps(d) < Dymax(qy, (d), ..., qr,(d)).

Fixons ¢, une semi-norme comme a la fin de I'Etape 1, par [57, Cor. 6.2] appliqué
avec V = Dj, g et ¢ = qk|D[ il existe enfin Cy € R.q tel que gx(d) < Cyps(d) pour
tout d € Dy 4.

r,s]’?

Considérons la semi-norme continue ¢ « max(qg, qx,, ¢t € {1,...,t}) sur V et soit g
la semi-norme sur M quotient de ¢, comme V — M est une surjection topologique, g
est une semi-norme continue sur M (cf. [57, § 5.B]). Par [57, Cor. 6.2] appliqué avec
V =M et qg=7q, il existe By € R.g, u € Z>1, X1, - - -, Xu des semi-normes continues
sur M et ry,...,7r, € Qs tels que pour tout x = > w, @y € M = M*{{n,}} :

7(x) < Bymax(sup x1(w,)ry " . .., sup Xu(w,)ry").

Soit n € Zsg. Siq(w, @ vy?) # 0, alors par définition de 7 il existe wn/@)\ljg eV
relevant w,, ® vy, € M tel que :

(164) q(wn@y2) < Brmax (x1(wn)ry ™, -, Xu(wn)ry ™) < Bgmax (xa(wn), -, Xu(wn) ) r."

oty & min(ry,...,7,). Si xi(w,) =0 pour i € {1,...,u}, ce qui implique g(w,, ®
pe) = 0, en écrivant V,, >~ Dy, g ® M,, il existe une suite (d,,),, dans Dy, 4 telle que
q(dm + w, @) — 0 quand m — +o0, donc a fortiori gy, (dm + w, @ v?) — 0 quand
m — 400 pour tout ¢ € {1,...,t}. Avec (163) on en déduit facilement que (d,, ), est
une suite de Cauchy dans le Banach Dy, ), donc converge vers un élément d € Dy, 4.
Posant w@a o d+w, @y} € D}, @ M,, par continuité de ¢ on a q(wﬂéa\t)g) = 0.
On en déduit finalement dans tous les cas et pour tout n > 0 :

(165) (w0, @ 97) < g(w, @ 97) < Brmax(x1(wy), - . ., Xul(wy))ry".

Etape 3
Posons C' & max(Cy, 1 € {1,...,t}), on a pour tout n > 0 en utilisant tout ce qui
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précede :

]_ n —_ 1 n —_—
%(W(t Hwn@‘)g)) Ckps(tnﬁ(t Hwn®03))

< CpeyMp, (" w, @)
< Cpd T Dy max (g, (" w0, @Y2))
< Gl D,CM max(gy, (w, ®97))
(166) < CresDC Brmax;(x;(w,))((csC) 'rg) ™.

Il suit donc de (165), (166) et (162) que, pour toute semi-norme g sur V' comme
précédemment, il existe Hy, hy € Ry et des semi-normes continues xi,..., Xy SUr
M* tels que pour tout n > 0 et tout w, € M“ on a :

(167) @e(s(wn ® 95)) < Hymax; (x;(wn)) "

On en déduit en particulier gg(s(w, ® p%)) — 0 pour tout g, donc la suite
(s(2N_ w, ®97))x est une suite de Cauchy dans V' (cf. [57, § 7]). Comme V est
complet, elle converge vers un élément que I'on note (3" w, @ y) € V.

Etape 4
On montre finalement que 'application s : M — V est continue. Pour ) ., w,®y" €
M, posons pour N >0 : -

+o0 ) N
SN<an ® UZ) “ s(an ®UZ)
n=0 n=0

ou le terme de droite est la section continue en (162). Les applications sy sont en
particulier toutes dans le FE,,-espace vectoriel Hompg, (M,V) des applications E,,-
linéaires continues de M vers V', et convergent point par point vers s : M — V.
Comme M est un espace de Fréchet, il est tonnelé (voir la fin de [57, § 6]), et le
Théoréme de Banach-Steinhaus s’applique & H = {sy, N > 0} C Homg, (M, V) ([57,
Prop. 6.15]). En particulier I'application s est continue. (L’idée d’utiliser directement
le Théoreme de Banach-Steinhaus est due au rapporteur, notre preuve initiale était
directe mais plus longue.) ]

Remarque 4.5.8. — Comme pour le (i) de la Remarque 4.5.5, I’énoncé du Lemme
4.5.7 est valable avec exactement la méme preuve en remplacant M = M*{{y,}}
dans la suite exacte 0 — D, — V — M — 0 par M'*{{9,}} (resp. par M"*{{9.}})
ou M'* — M* (resp. M® — M"®) est comme dans le (i) de la Remarque 4.5.5.

On démontre maintenant la Proposition 4.5.6. On rappelle que v = a + .

Etape 1
Sa [e%¢] (o) 00 00 \ déf
On a mye ~ C (Nym, 73,) D (@m,ZmHC (N%m/\N%m/_l,ﬁpﬁ)) ot Ny =
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N,(Qp) N N,y et ou l'action de N2 préserve chaque facteur direct. Comme en (69),
on en déduit un isomorphisme de (1, I')-modules de Fréchet sur R}Em :

(168) Mo~ T Mg
m’'>m

ot M & Mo(Bp(—p) @5 C®(Ny\Nyw—1,75)) sio m’ > m + 1, Mg <

Mo (Em(—p) @ C%(Nym, p,)) (avec Mo (—) comme en (15)) et ou I'on vérifie avec
'action (131) (conjuguée par s,) que les M2, pour m’ > m sont des (¢, I')-modules
de Fréchet sur RJE’m. De plus, on vérifie facilement que (168) induit un isomorphisme
de E-espaces vectoriels de Fréchet M ~ [] .~ (M2, {{9.}}) ol chaque facteur direct
a droite est stable par R}, ¢ et I' dans M , i.e. est un (1, I')-module de Fréchet sur
RE. Noter que ¢ et T’ respectent chaque sous-espace M2, @ Eyl.

Pour N € Zsy et m' € Z>,, on note M,,» n ot M, @ (E® Ey,®--- @ EyN). 1l
suit de (159) que M, y est aussi un (¢, I')-module de Fréchet sur R}, et de (168)
que l'on a My ~ 11, >, My n. Comme D, est libre, la multiplication par t¥*! sur
Vi donne par le Lemme 4.5.4 une suite exacte de (¢, T')-modules de Fréchet sur Rjgm :

(169) 0 — V[tV — My 2% D, (e7N1) /(N 1),

Le Lemme 3.2.7 montre que fyi1|p ., m,, , = 0 pour D > 0. On définit par

récurrence une suite croissante d’entiers (my)y>o comme suit : mq est le plus petit
entier > m — 1 tel que f1|Hm =0 et my pour N > 0 est le plus petit entier

/2m0+1 Mm’,O
Z my—1 tel que fN+1|Hm’2mN+1 Mm’,N = 0.

Etape 2
On suppose que la suite (my)n>o est majorée par un entier D et on note M, «
Tspi Moy © M®, Mop = M2p{{n.}} € M et Vap le “pull-back” de V' le long de
M.p < M. Pour N > 0 on définit M- p y & M, @p(E®EY.®---®EyY) et Vap y
le “pull-back” de V5 p le long de M p ny < M~ p. Par définition de D et par (169), on
a pour tout N une section Msp ny =~ Vop n[tV ] C Vop v qui donne un isomorphisme
Vopn >~ D, & M-p n de (¢, I')-modules de Fréchet sur R}gm. Par la Remarque 4.5.8
appliqué a M'* = M2, on en déduit un isomorphisme Vip ~ D, & M.p et une
suite exacte 0 = D, — Vep — M<p — 0 de (¢,I')-modules de Fréchet sur R}, ou
déf déf N o déf N
Vep = V/Msp et M<p = M/M=p ~ MgD{{Ua}} avec MgD = HDzm’ZmM

m'*

Un calcul montre que, si n® € Ng(Q,)N, p € N*(Q,), alors il existe un sous-groupe
ouvert (suffisamment petit dépendant de D) de N,(Q,) tel que, pour tout n, dans
ce sous-groupe ouvert, on a (S4NaSq)n%(San, s0) = n%ng avec ng € Ng(Q,) N N2 tel
que n(ng) = 1. On en déduit que l'action (131) (conjuguée par s,) de ce sous-groupe
ouvert sur :

00 o) — o Ng(Qp N, 00 \oO [, — o
(Eum( =) @ C%(Ny p, 755)) (17)¥ & Eyp(—p) @ ((c-Indy ()" w5 )= (1))
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est triviale. Avec la Remarque 2.1.4, on voit qu'il existe ny > 0 tel que ¢™(X)

annule M. Quitte a augmenter r, on peut supposer que @™ (X) est inversible dans
T

B

En utilisant le (ii) de la Remarque 4.5.5 appliqué & M"* = M2, et avec ¢ (X),
on peut vérifier que la formule (162) avec ¢ (X) au lieu de ¢ définit une section
R, -linéaire continue s : M2 p.y — V<pn (avec des notations similaire a celles du
Lemme 4.5.7) qui commute & 1 et I', de sorte que pour tout N > 0 on a des scindages
compatibles Vep y ~ D, & M2}, y de (¢,T')-modules de Fréchet sur Rf, . Le seul
point non trivial est la commutation & ¢ (pour x € Mepy =M, ®p (E® Ey, ©
@ Byl))

1 no N41 .~y 1 no+1 N1
oy ¢ O = S XD
1 no+1 N+1 no N+1x
- gpn()(X)NJrlw(SO (X) oo (X)NH (™ (X) a:))

= (S () D).

Un raisonnement strictement analogue a celui de la preuve du Lemme 4.5.7 avec M <,
au lieu de M et " (X) au lieu de ¢ donne alors que la suite 0 — D, — Vep —
M<p — 0 est scindée. De la surjection composée V- — V/M.p = V<p — D, on
déduit aisément que (161) est aussi scindée.

Etape 3
On montre finalement que la suite (my)n>o est nécessairement majorée. Supposons
le contraire. II existe alors une sous-suite (m;))n de (my)n tendant vers +oo telle

que 'application fi )41 en (169) est non nulle en restriction a M ®1)Z(N) C M;ny.

mMi(N)
Posons par ailleurs :

0 4t {an@)gg €M, w, € H M;‘,‘l,},

n>0 m/'>mn+1

on vérifie que M est fermé dans M et stable par toutes les structures (pour la
stabilité par Rgm, on utilise que la suite (m,,), est croissante), en particulier M? est
un (¢, I')-module de Fréchet sur Rj, . De plus, par définition de (m,), on a pour
tout N > 0 une section M°N My — Vy [tV 1] C Vi (cf. (169)). Soit VO (resp. V) le
“pull-back” de V le long de M° < M (resp. le long de M°N My < M® < M), on a
donc pour N > 0 des scindages compatibles V) ~ D, & (M°N My) de (v, T')-module
de Fréchet sur Rgm. On peut alors dérouler la preuve du Lemme 4.5.7 en remplagant
M par M°, My par M°N My, V par VO et Viy par V2, ce qui donne un isomorphisme
V0~ D, ® M° et une suite exacte de (¢, I')-modules de Fréchet sur RJEFm :

(170) 0— D, — V/M* — M/M° — 0.
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En utilisant que toute semi-norme continue sur M® est nulle sur [[,,» ., My, pour
D > 0 (par définition de la topologie produit), on vérifie facilement sur la définition
de M = M*{{v.}} que 'on a une immersion fermée d’espaces de Fréchet :

~ déf

(171) M (( I1 M:;L,) R Eog) < M/MO

n>0 mp>m/>mp_1+1

ol m_q Cn —1etle sous-espace M de gauche est muni de la topologie produit (le
facteur au cran n étant nul si m,, = m,_1). On vérifie de plus que M est stable par
RY et I dans M/MP°, et méme que 'on a M C (M/M")[t]. La multiplication par
t sur (170) donne donc comme en (169) une application de (¢, I')-modules de Fréchet
sur Ry, -

M = (M/MO)[f] 5 Do(e™)/(1).

I1 suit alors de la définition de M° et du fait que D, est libre de rang fini sur R}Em que,
pour tout N > 0, on a des diagrammes commutatifs de (¢, I')-modules de Fréchet sur

+ .
RE

My e Dy (V) ()

| |

fN+1

(172) My /(M° OV My) == Dy (7" 71) /(t"*1)
My h Dr(ejl)/ (t)
déf T

ot My = M N (My/(M° N My)) et fyi1 est comme en (169). Comme laction de
) sur M respecte chaque facteur dans le produit [],.o(—) en (171), le Lemme 3.2.7

montre que f; : M — D,(s71)/(t) est nul sur tous ces facteurs sauf un nombre fini.
Le diagramme (172) avec i(N) au lieu de N montre alors clairement (en regardant

fil e ®02(N)) qu'une suite i(N) tendant vers +0o comme au début ne peut exister.
()

Cela termine la preuve de la Proposition 4.5.6.

Remarque 4.5.9. — Un argument similaire, en plus simple, montre que pour tout
m € Zso et tout (¢,I')-module généralisé T' sur R, on a F,,,,(M)(T) = 0 : pour
r € Qsp_1 et f: M — T,, on considere la suite croissante (my)y>o ot mo est le
plus petit entier > m — 1 tel que f|Hm/>m0+1Mm/,o = 0 et my pour N > 0 le plus

petit entier > my_; tel que f|Hm’>mN+1Mm/ + = 0 et on montre comme dans 1’Etape
3 ci-dessus qu’elle est majorée.

4.6. Un résultat d’exactitude pour GL3 et GL;. — On montre le Théoreme
4.1.6.
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On commence avec GLs. On conserve les notations et hypotheses du § 4.5

et on commence par une proposition préliminaire. On suppose P = Pjg, i.e.
G(Qp) n 0o . . .

T = (IndPB_ (&p) mp,)*™ (et 7p, = L(—p)p, ®p 7p,). Le deuxieme isomorphisme
; ; ; ; an B8 ~ _ B(Qp) an ™

en (133) induit un isomorphisme C3*(N®(Q,),7p,) =~ (c IndB(QZ)mP[;(Qp) Tp, ) —

C(N,(Q,), mye) dans Repy (B(Q,)) ou l'action de N”(Q,) & gauche est la trans-
lation & droite et celle de B(Q,) N Py (Q,) donnée par (Igf)(n”) & lﬁ(f(l§1n6l6)>
pour I3 € B(Q,) N P;(Q,) = B(Q,) N Lp,(Q,) et n € N(Q,). De plus les preuves

du Lemme 3.4.3 et de la Proposition 3.4.4 donnent pour m € Zs(, un morphisme
surjectif de (¢, I')-modules de Fréchet sur Ry,

(173) M, (Cém(Nﬁ(@p)ﬂrPB) ®E Em) - Da(cjn(Nﬂ(@p)aﬂpﬁ))Jr ®p En

N an éf _ - PN
ot Da(C(N*(Qy).mp,))s £ R, (=) © A (e, © A)) i 735 est une

représentation générique de Lp,(Q,) et Do (C2(N?(Qy), 7p,))+ 0 sinon.

Proposition 4.6.1. — Soit m € Zxg, r € Qsp,—1 et D, un (¢,I')-module sans tor-
sion sur Ry . Alors, quitte a augmenter m (par “pull-back”) et r (par “push-out”),
toute suite exacte (stricte) de (,T')-modules de Fréchet sur RY,

(174) 0— D, — V — M,(C*(N%(Q,), 7p,) ®r En) — 0

ot la topologie de V' peut étre définie par des semi-normes q telles qu’il existe Cy € Ry
vérifiant q(Xv) < Cyq(v) pour tout v € V', s’insére dans un diagramme commutatif
de (¢, T')-modules de Fréchet sur RY; :

0 D, \%4 MQ(CEH(N’B<QP),7TP/J,) RE Em) —0

|| b

0 D, 1174 Do (C2(NP(Qp),7p,)) , © Em —0

ot l'on a pour tout (¢, ')-module généralisé T sur R :

mliIJIrloo lim  Homy r(W,Ts®p Ep,) — mligrloo lim  Homyr(V,Ts®p En).
(Safs,Ts)GI(T) (s)f&TS)GI(T)

Démonstration. — On ne traite que le cas ot Do(C2(NP(Q,), p,))+ # 0, le cas
Do (C2*(NP(Q,), mp,))+ = 0 étant analogue en plus facile (noter qu’alors I'énoncé
implique que la suite (161) est scindée quitte a augmenter r et m). Par ailleurs, les
preuves étant de méme nature que celles des §§ 3.4, 3.6, 4.4 & 4.5, on se permet de

donner moins de détails. Si N’ est un sous-groupe de N(Q,), on note N}, © N NN,,.

Etape 1
I1 résulte d’abord facilement des preuves du Lemme 3.4.3 et de la Proposition 3.4.4 que
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l'ona lim lim  Homy p(ker(f), Ts®gE,,) = 0, d’ou le dernier isomorphisme si
mertee (SvfsvﬁeI(T) 7

l'onaW ~ V/ker(f). Il suffit donc de montrer 'existence du diagramme commutatif.
Par le début de la preuve du Lemme 3.3.2, on a une suite exacte 0 — W — W;’% —

(7%, )Ns(@,) — 0 qui commute aux actions de Ng(Qp) et Aav (Q
partout par le caractere central de 7rj>§;). On en déduit une suite exacte qui commute
aux actions de N(Q,) et A\ov(Q)) (définies comme avant (173)) :

) (ce dernier agissant

0 — CZ(N°(Qy), B)@p L(—p)p, @5 Wi» — CZ(N(Qy), E)©p L(—p)p, @575,
— CIN(NP(Qp), B) @5 L(—p)p, @5 (7, )Ny@,) — 0
Comme l'action de n® ne touche pas les facteurs lisses, on a encore une suite e-

xacte en remplagant partout C2"(N?(Q,), E) ®p L(—pu)p, par (C3"(NP(Q,), E) ®%
L(—p)p,)[n], d’ott on déduit une suite exacte de (¢, I')-modules de Fréchet sur R},

(175) 0 — M, (an(NB(@p>7 E)®p L(—p)p, ®F (Wﬁ)Nﬂ(@p) QF Em)
— MQ(CSH(NB(Qp)v E) Y] L(_N)Pg QF 77-103(; QF Em)
— M, (C*(NP(Q,), E) @5 L(—p)p, @ W ®p En) — 0.

Eerivant C2'(NY(Qy), B) = C™(N, B) D(@,ysmer CMNIANE,_, E)), on en
déduit avec les notations de (69) un isomorphisme de modules de Fréchet sur RY,
pour (=) € {(73 )Ny, T, WS -

(176) M, (C(NP(Qy), E) @5 L(=p)p, ©5 (=) @5 En) = [ Mamw

m/'>m
ou I' préserve chaque facteur direct a droite, ou ¥ préserve M, ., et envoie M,y dans
Mg i1 st m’ > m + 1 (bien str, M, s dépend de (—) méme si on ne le figure pas
dans la notation). Noter que pour m’ > m + 1 :

(177) Mo (C2(NEANE, | E) @5 L(—p)p, @5 (=) @5 En)
~ ((C(NEAND, | E)ny) @p E(—p) ® (=) @& En) (17 )wg)”

et idem avec N/ (n, est la Q,-algebre de Lie de N,(Q,)). Soit m’ > m + 1, comme
(C*(NPAN?, | BE)[n,]@p E(—p) ®p (=) ®p E,)Y est un R}, -module pro-libre, on
déduit que le sous—REm—module M, v est sans torsion. Supposons maintenant (—) =
(7%, )Ns(@,): dont la dimension est finie. Comme (C*(NPANP, | B)n, )M @p
E(—p) ®p (=) ®g Ep)Y est un Ry, -module de type fini, on déduit avec la Re-
marque 2.1.4 que le Rgm-module M,y est de type fini. Donc les M, ,,,» sont libres
de type fini. On peut alors appliquer la Proposition 4.4.3 au “pull-back” de (174) le
long de T, <11 Ma,m, qui est donc scindé quitte a augmenter r. Par ailleurs, un
calcul montre que l'action de Ng,, sur (C**(NZ, E)[n,]¥m @p E(—p) @p (=) est
triviale, ce qui implique My, = 0 (quitte & augmenter m pour avoir 7|y, # 1).
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Quotientant V' par Hm’Zm 1 Mamr = Hm,Zm M, v, on est alors ramené a démontrer
I’énoncé pour une suite exacte :

(178) 0 — D, — V — M, (C*(N?(Q,), E) ®5 L(—p) p, @ W @5 Ep) — 0.

Etape 2
Par (51) on a une suite exacte 0 — W — C*(Ng(Q,), £) - E — 0 qui commute

aux actions de Ng(Q,) et de Aov(Q)) en faisant partout agir ce dernier par le ca-

ractere central de 73, et qui donne une suite exacte de (¢, T')-modules de Fréchet sur
R, analogue & (175). On a aussi des décompositions analogues a (176). Par le méme

argument qu’a la fin de I’Etape 1, on a M,,, =0 quand (=) = E. Avec le Lemme
3.2.7, on en déduit que tout morphisme de (¢,I")-modules de Fréchet sur Rjgm de
Ma(ccan(Nﬁ(Qp)v E) QF L(_M>P@ QE Em) dans Dr ou Da (an(Nﬁ<@p)a ﬂ-P/J’))—i- SF Em
devient nul en augmentant m. Quitte a prendre le “pull-back” de (178) et & augmenter
m, on en déduit qu’il suffit de démontrer I’énoncé pour une suite exacte :

(179) 0— D, —V — My (C2"(N(Qy), E) ®p E(—p) @p Ep) — 0

ou 'on a utilisé (cf. par exemple (177)) :

(180) Mo (CEM(N(Qy), E) ®5 E(—p) @p Epn)
~ M, (C2"(N*(Qp), B) ®p L(—pt)p, @5 CZ(N3(Qy), B) ®p Ep,).

Ecrivant C*"(N(Q,), E) ~ C* Ny, B) BB, v mir O (Now\Npw—1, E)), on a
comme en (176) :

(181) Mo (CE"(N(Q,), E) ®p E(—p) ®p En) ~ [[ Maaw

m’'>m

ou I' respecte chaque M, ./, ¥ envoie My, .,y dans M,y @ Mg 41 €t oll, comme dans
Etape 1, on vérifie que chaque M,y est libre de rang fini sur Rgm. L’argument de
la deuxieme partie de la preuve de la Proposition 4.4.3, i.e. le scindage pour les mo-
dules de Fréchet sur R}, sous-jacents (cf. le (i) de la Remarque 4.4.5) avec I’argument
de la premiere partie de la preuve du Lemme 4.4.4 montrent qu’il existe M > 0
tel que le “pull-back” de (179) sur [~ a1 Ma,m est scindé comme suite exacte de

z + .
(1, I')-modules de Fréchet sur Ry, . Quotientant V' par [~ ;1 Mam, on est donc
ramené a démontrer I’énoncé pour une suite exacte :

(182) 0— D, — V — M,(C2*(Ny, E) ®p E(—p) ®p E) — 0.
Remarquant que, comme pour (180) :

Ma(C?H(NMa E) XF E(_M) RF Em)
~ M, (C*™(Ny, E) @ L(—p)p, @5 C*(Ngar, E) @5 Ey)
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on a une suite exacte de (¢, I')-modules de Fréchet sur R}jm :

(183) 0 — M, (C*(NY\NZ, E) ®p L(—p)p, @5 CZ(Ngar, E) @5 E)
— M, (C2™(Ny;, B) @5 L(—p)p, ®5 C°(Noat, B) @ En,)
— M, (C2(NL.E) @5 L(—p) p, ®p C*(Npu, E) ®p Ep,) — 0.

Comme 1™ ~™ = 0 sur le premier terme en (183), Pargument dans la derniére par-
tie du Lemme 4.4.4 montre que, quitte a augmenter r, le “pull-back” de (182) sur
M, (C*™(NP\N8 E) ®g L(—p)p, ®p CF(Nau, E) ®p Er) est scindé comme suite
exacte de (1, I')-modules de Fréchet sur R}gm. Quotientant V' et explicitant le terme
du bas en (183), on est donc ramené a démontrer I’énoncé pour une suite exacte :

(184) 0= Dy =V = C2(Naym, E)" @5 (E(—1) @5 C(Ngar, En) (7 )n,,,) " — 0.

Le méme argument encore permet de remplacer C**(Ny ., E)Y par C*(Nyo, E)Y

(cf. la preuve de la Proposition 3.4.4). Enfin, quitte a remplacer m par M, on
est finalement ramené & C*(Ny 9, E)Y ®p (E(—p) @5 C(Ngm, Em)(n_l)J\;Wn)v ~
D, (an(Nﬂ(Qp), 7Tp5>)+ ®p B, ce qui termine la preuve. ]

On démontre maintenant le Théoreme 4.1.6. On commence par le lemme suivant,
valable pour tout groupe G' comme au § 2.1.

Lemme 4.6.2. — Soit m une représentation localement analytique admissible de
G(Q,) sur E, S € Ry et m € Zsq. Alors la topologie de Fréchet de M, (7 ®@g E,,)
peut étre définie par des semi-normes q vérifiant la condition : il existe Cyg € Ry
tel que q(Sv) < C,sq(v) pour tout v € My (7 @p Ey,).

Démonstration. — Puisque m ®p E,, est admissible, par [60, Prop. 6.5] on peut
écrire 7 ®p E,, comme limite inductive de type compact ™ Qg E,, = liLn B; ou (

!
parcourt un ensemble dénombrable d’indices et les B; sont des représentations locale-

ment analytiques de Ny sur des FE,,-espaces de Banach. Choisissons une norme 7,
sur chaque Banach dual B)’, de sorte que les semi-normes induites (encore notées)

r Y Qg E, ~ lim B/ — B/ % Ry sur 7¥ ®p E,, définissent sa topologie de

l
Fréchet. Comme chaque B, est un D(Ny, E,,)-module séparément continu par [59,
Prop. 3.2], donc a fortiori un D(N,(Q,) N Ny, E,,)-module séparément continu, la
multiplication par S € R} ®r E, ~ D(N,(Q,) N Ny, E,,) est continue sur By, i.e.
il existe Dy g € Ry tel que 7(Sv) < D;gri(v) pour tout v € 7" ®p E,,. Quitte a
remplacer les semi-normes r; (resp. les constantes D g) par les semi-normes ¢ (resp.
les constantes C g) définies comme max(r;,[ € F) (resp. max(D;g,l € F)) pour F
parcourant les sous-ensembles finis d’indices [ (cf. [57, Rem. 4.7]), on en déduit le
résultat en utilisant (15) et [57, § 5.B]. O
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Fixons maintenant une suite exacte 0 — 7" — © — 7" — 0 dans Rep%'(G(Q,))
(G(Q,) = GL3(Q,)) satisfaisant les hypotheses de la Conjecture 4.1.3 avec 7" non
localement algébrique (cf. § 4.2 pour le cas localement algébrique). Par la définition de

Ch o (cf. début du § 4.1), on a une injection 7" — I(7") « (Indg(,(%é?p) L(—w-\)p®g

7)™ avec w ¢ {1,wo} et un conoyau soit nul, soit de la forme FS (L~ (w' - \), 7%)
pour w' ¢ {1,s,}. Si ¥ est non générique, on a F,(n") = F,(I(7")) = 0 par
le Théoreme 3.7.1, le Théoreme 3.7.2 et le (i) de la Proposition 2.3.4, et si 7% est
générique, on a F, (") = F,(I(n")) par le Théoreme 3.7.7.

On suppose d’abord P = P,, ce qui force w # s, (en plus de w # 1), et donc
7% non générique par les conditions définissant C),. On a donc F,(7”) = 0. On
a aussi "M M (1" @p E,,) = 0 pour m € Zsq par le (i) du Lemme 4.5.1, ou
directement du Théoreme 3.7.2. Partant de la (seconde) suite exacte courte (185)
de la Proposition 4.3.3, 'argument de la preuve du cas 7”7 = L(—\) ® 7> au § 4.2
lorsque D, (7”)y = 0 (i.e. pour 7> non générique) s’étend alors essentiellement tel
quel et montre que Fo(m)(—) = Euu(x ) @5 Homgry(Da(r), (=) = Fu(r).

Le lemme ci-dessous, valable pour P € {P,, P3}, ne sera utilisé que pour P = Pj.

Lemme 4.6.3. — Supposons que ©” ne soit pas localement algébrique, il suffit de
démontrer le Théoreme 4.1.6 avec I(n") au lieu de 7".

Démonstration. — On suppose que le conoyau J(7”) de 7" < I(7”) est non nul, i.e.
J(7") ~ F§ (L~ (w'-\), %), sinon il n’y a rien & montrer. Soit 7 K o B I(7"), par
hypothese on a Fo(7)(—) ~ Ex(x-x) ®g Hom, r)(Da (), —) avec une suite exacte
0 — Du(n') = Do(T) = Do(”) — 0 (ot Pon a utilisé F,(7”) = F(I(7"))). La
suite exacte 0 — 7 — ™ — J(7”) — 0 et le (i) de la Proposition 2.3.4 donnent
une suite exacte 0 — F,(m) — Fo(T) — Fo(J(7")). Mais par le Corollaire 3.7.8, le
Lemme 4.1.1 et le fait que w’ ¢ {1, s,}, le morphisme F,(7) — F,(J(7")) est nul
dans F(p,1")w, l'action de Gal(E,/E) n'étant pas la méme des deux cotés. On a

donc F,(m) = F,(7) ce qui termine la preuve. O

On suppose maintenant P = Pj et, changeant de notations, 7" = (Indg(_%g ) L(—w-
B P
ANp, ®p 7p,)™ (via le Lemme 4.6.3). La Proposition 4.3.3 donne alors (quitte a

augmenter m et r) une suite exacte de (¢),I')-modules de Fréchet sur R},

(185) 0 — Do(')y @5 By — Mo (7 @5 En) — Mo(n" @5 Ep) — 0

avec un isomorphisme comme en (121) (par le méme argument). Par le (ii) du Lemme
4.5.1 avec (153) et la phrase d’apres, on a une suite exacte courte de (¢, I')-modules
de Fréchet sur R;g,m :

(186) 0— Ma(ﬁg RE Em) — Ma(TfH Q5 Em)
— Mo (C2(NP(Qp), 7p,) @5 Em) — 0.
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De plus on déduit facilement du Lemme 4.6.2 appliqué a 7 et a 7, et de assertion
analogue pour D, au lieu de M, (7 ®g E,,), que la topologie de Fréchet sur M, (7 ®g
E,,) peut étre définie par des semi-normes ¢ vérifiant ¢(Sv) < C, sq(v) (utiliser que

M,(m ®g FE,,) est la somme amalgamée de la Proposition 4.3.3). On peut donc
appliquer la Proposition 4.5.6 au “pull-back” de (185) le long de :

M = Ma(ﬂ'g XRE Em) — Ma(ﬂ'” XRE Em)

Quitte & augmenter r, on en déduit une section M, (7% @ E,,) < ]Tja(w ®p E,) et,
avec la Remarque 4.5.9, un isomorphisme :

1&1 HOIILL/,’F (Ma(ﬂ' ) Em)/Ma(ﬂ-g' RF Em)v Ts QF Em)
(8:f5,T5)el(T)

;> 1&1 HOIIlwI (Ma(’ﬂ' XRE Em)7 TS XRE Em)
(8:f5,T5)€l(T)

Remplagant Ma(w ®g E,) par Ma(w ®p En) /My (7% ®@p E,,), on est ainsi ramené
a une suite exacte comme dans la Proposition 4.6.1. Par cette Proposition 4.6.1, on
peut alors argumenter comme dans I’Etape 3 du § 4.2. Cela acheve la preuve du
Théoreme 4.1.6 pour G = GL3. Noter que I'hypothese Hom,, 1) (Do (7"), Do (7)) = 0
n’est utilisée que via le Lemme 4.1.7.

La preuve pour GLy est beaucoup plus simple que pour GL3 (cf. Exemple 2.3.3
pour F, dans le cas G = GLj). Les objets irréductibles dans C) , sont soit des

représentations localement algébriques L(—\) @ 7, soit des séries principales lo-

calement analytiques (Indgliz(g%) X1®X2)*" pour des caracteres localement algébriques

xi : Q) — E* tels que la dérivée de x1 ® x2 est —s, - A. Fixons une suite exacte
0 —- 7" - 71— 7 — 0 dans Repy' (G(Q,)) (G(Q,) = GL2(Q,)) comme dans la
Conjecture 4.1.3. Le cas 7" localement algébrique est traité au § 4.2. Pour 'autre
cas, on décompose la série principale 7 de la maniere usuelle :

0 — (7)Y — (7")Y — ((c—IndgiggigB(Q”) X1 ®x2)™)" — 0.
La Proposition 4.5.6 prend dans ce cas la forme plus simple suivante.
Proposition 4.6.4. — Soit r € Qs,—1 et D, un (¢,I")-module généralisé sur R;.
Alors toute suite exacte :
0— D, —V — (75)" —0

de (¢,T)-modules de Fréchet sur R}, ot la topologie de V peut étre définie par des
semi-normes q telles qu’il existe Cy € R-q vérifiant ¢(Xv) < Cyq(v) pour tout v e V
est scindée.

Démonstration. — En remarquant que (7)Y =~ (x2 ® x1)” ®r D(N~(Q,), E)(13 par
le Lemme 3.5.2 et que X annule (y2 ® x1)Y, la preuve est la méme, en beaucoup plus
simple, que celle du Lemme 4.5.7 avec I’espace de dimension un (x ® x1)" au lieu de
M, X au lieu de t, et en argumentant comme a la fin de I’Etape 2 dans la preuve de
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la Proposition 4.5.6 pour avoir les scindages comme dans le Lemme 4.5.7. On laisse
les détails au lecteur intéressé. Noter que I'on n’a pas besoin de I’hypothese D, sans
torsion. ]

La Proposition 4.6.1 reste également valable pour G = GL; en remplacant
My (C#n (NP (Qp), 7p,) ®p En,) par ((C—Indg,ggz;B(Qp) X1®X2)*)Y ®g Ey. On termine
la preuve de la méme maniere (noter que I'on n’utilise pas Homy, 1y (Do (7"), Do(7")) =
0).

5. Foncteurs F,, groupes Ext! et compatibilité local-global

On revisite la conjecture de compatibilité local-global [10, Conj. 6.1.1] lorsque
F* = Q, en particulier on la reformule de maniere plus précise en termes de (¢, T')-
modules en utilisant les foncteurs F,,. On donne plusieurs cas particuliers et résultats
partiels sur cette reformulation.

5.1. Préliminaires de théorie de Hodge p-adique. — Les résultats de ce para-
graphe, par exemple la Proposition 5.1.2 ci-dessous, sont entierement “coté Galois” et
ne sont (probablement) pas nouveaux, mais nous donnons une formulation adaptée
pour étre utilisée dans I’énoncé de la Conjecture 5.3.1 ci-dessous ainsi que dans la
preuve de cas particuliers (§ 5.4).

Dans la suite, on appelle “morphisme naturel d’espaces vectoriels” tout morphisme
(entre deux espaces vectoriels) qui est canonique a multiplication prés par un scalaire
non nul (le contexte rendra cette terminologie plus claire). Dans ce paragraphe,
on note avec une majuscule D les (¢,I')-modules sur Rg afin de les distinguer des
modules de Deligne-Fontaine D.

On fixe un systeme compatible de racines primitives p"-iemes de I'unité ((pn)p>1
dans @p — Bli, ce qui permet de voir ¢ = log(1 + X) comme un élément de Bj;.
Rappelons que, pour r € Q-,,_; et n > n(r) (ot n(r) est le plus petit entier n tel que
p"=Y(p —1) > r), on a un morphisme de Q,-algebres :

tn: Ry, — Qup (G [[2]]

qui envoie > a; X* vers Y a;((m exp(t/p") — 1)%. 1l est clair que ¢, est T-équivariant.
On note encore ¢, la composée v, : Ry — Qu(Gn)[[t]] — Bjg, qui est alors
Gal(Q,/Q,)-équivariante (ot l'action de Gal(Q,/Q,) sur Rp, se factorise par I).
Si D est un (@, ')-module sans torsion sur Rg et D, C D un (¢, I')-module sur R
déf

% Qy(G)lIH]) 3, D

(un Q,(¢n)[[t]] ®g, E-module libre de rang fini muni de I'action diagonale de I') et
Wik(D) « Bl ®;’g& D, ~ B ®q,(¢,m)i1) Paige.n(P) (muni de I'action diagonale de

tel que Rp @y D, — D, pour n > n(r) on note Dyg (D)
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Gal(Q,/Q,)) qui ne dépend pas de n suffisamment grand ([5, Prop. 2.2.6(2)]). On
rappelle que H{, (D) « Ext(, ry(Rg, D).

Lemme 5.1.1. — Soit D; C Dy deuz (p,I')-modules sans torsion sur Rg de méme
rang, alors on a un isomorphisme canonique :

(187) H{, 1(D2/Dy) — H°(Gal(Q,/Q,), Wik (Ds) /Wi (D).

Démonstration. — Les deux E-espaces vectoriels en (187) sont de dimension finie :
par [47, Th. 5.3(1)] pour celui de gauche et par [52, Cor. 5.7] (avec la suite exacte
longue de cohomologie associée & 0 — Wik (D1) = Wik (D) = Wik(Ds)/Wik(D1) —
0) pour celui de droite. Par définition de W (—) on a un isomorphisme Gal(Q,/Q,)-
équivariant pour n > 0 :

(188) Wik(D2) /Wi (D1) ~ By ®q,¢,)iitl (Daise.n(D2)/Diige (D))

Etape 1
On montre que (188) induit un isomorphisme quitte & augmenter encore n :

(189)  H°(Gal(@,/Qp), Wik (D2)/ Wi (P1)) < (Dign(D2)/ D n(D1))

Notons Qo = U,Q,(Gn), H X Gal(Q,/Qp00) et Ly € (B qui est un anneau
de valuation discrete complet d’uniformisante ¢ et de corps résiduel le complété p-
adique de Q, o ([37, Prop. 3.3]). En particulier L¥; contient Q, oo[[t]. Soit W &
Wik (D) /Wik(D1), qui est un Bj;-module de longueur finie. Il suit de [37, Th. 3.5]
que I'on a un isomorphisme B, ® Lty WH S W (et donc que W# est un Ljz-module
de longueur finie). De (188) on déduit facilement une injection I'-équivariante de
LIR—modules de longueur finie L(J{R ®Q, (¢ym)[[H] (D(;H’n(Dg) / D(J{iﬁyn(Dl)) — WH (pour
n > 0) qui, par extension des scalaires de LIz & Bjy, devient donc un isomorphisme
de Bj;-modules par (188) et ce qui précede. On en déduit facilement que 1'on a en
fait un isomorphisme I'-équivariant :

(190) WH «— Lz @0, (Daign(D2)/ D (D1)).

De méme, par (190) et [37, Th. 3.6] appliqué & X = W on déduit une in-
jection TI'-équivariante de Qo [[t]]-modules de longueur finie Q, oo[[t] ®q,¢,m)(1)
(D$H,n(D2)/D$H,n(D1)) — (WH); (cf. [37, Th. 3.6] pour (W), C WH) qui devient
un isomorphisme apres extension des scalaires de Q, oo[[t]] & L1z, donc qui est en fait
un isomorphisme I'-équivariant (pour n > 0) :

(191) (W) 1 = Qpoclltl] ®ay(¢m11) (Ddi n(D2)/ D n(D1))-

Comme (WH)' = HY(Gal(Q,/Q,), W;r(Ds)/Wir(D1)) est de dimension finie, on
a (WHY)T = (WH)T et il existe m > n tel que tous les éléments de ((W#),)F
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proviennent via (191) d’éléments de Q,(Com)[[t]] @, (¢t (D (P2)/Daigr (P1))-
Par 'isomorphisme :

QP(CP’")HtH ®Qp(<p")[[t“ (D$H,n(D2)/D$H,n(D1)) ;> D;;ff,m(pz)/D(—ii_lff,m(Dl)
a®(b®d) —— abp™ " (d)

(a € Qu(&m)[t]], b € Qu(Gn)][t]], d € D2, /D1,), quitte & remplacer n par m, on en
déduit (189).

Etape 2

On termine la preuve. Soit r € Q-,_; tel que 'injection D; — D, est induite par
une injection Dy, < Dy, de (p,I')-modules sur R} ((iii) du Lemme 2.2.3). Par
[47, Prop. 4.4(1)] et la preuve de [47, Th. 4.7] (en particulier la partie montrant que
HO(S) est de dimension finie), le morphisme canonique surjectif :

Dy /D1y — Diig,(D2)/ D o (D1) = Qp(Cpn)[[1]] Oy, (Do /Dr )
induit un isomorphisme canonique pour n > 0 :
~ r
H{,1/(D2/D1) = (D (D2)/Dgige.(D1)) -

En le composant avec (189), on obtient un isomorphisme comme en (187), dont on
vérifie facilement qu’il ne dépend pas du choix de n > 0. O

Si L est une extension finie de Q,, on note Ly sa sous-extension non ramifiée
maximale, et l'on renvoie a [10, § 2.2] pour la définition des modules de Deligne-
Fontaine (D, ¢, N,Gal(L/Q,)) sur Ly ®g, E qui deviennent “non ramifiés sur L”
(I'extension L est notée L' dans loc.cit.). Dans la suite, on note un module de Deligne-
Fontaine juste par son Ly ®g, £-module libre sous-jacent D (les opérateurs ¢, N sur

D et laction de Gal(L/Q,) sur Dy, “r ®r, D étant sous-entendus). Si D est un
module de Deligne-Fontaine, on note D le (¢, I')-module sur R g associé & D muni de la
filtration décroissante triviale, i.e. Fil°(Dy) = Dy, et Fil'(Dy) = 0, par I’équivalence
de catégories [4, Th. A] de Berger (D est aussi appelé 'équation différentielle p-
adique associée & D). Noter que si 'on remplace cette filtration par Fil™"(D.) = Dy,
et Fil™"" (D) = 0 pour h € Z, alors on remplace D par D(z") = D @z, Rp(z").
Rappelons par ailleurs que le Théoréme de Hilbert 90 implique L®g, Dfal(w )~ p,

et que se donner une filtration Gal(L/Q,)-équivariante sur Dy, est équivalent via
Gal(L/Qp)

L ®q, (=) a se donner une filtration sur le F-espace vectoriel D
Proposition 5.1.2. — (i) Soit hy > hy dans Z et F C Dg’al(L/Q”) un sous-
E-espace vectoriel de dimension 1, alors le (p,T')-module libre sur Rg associé
par [4, Th. A] & D muni de la filtration & deuz crans FilI™™ (D) = Dy,
Fil"(Dy) = L ®q, F pour h € {hg,...,hy — 1}, Fil'"™(Dy) = 0 est une ez-
tension non scindée de Rg(z"?)/(t"~h2) par D(z"). De plus toute extension non
scindée de Rp(x"?)/(t"="2) par D(2™) provient comme cela d'un (unique) sous-E-

espace vectoriel de dimension 1 de DSal(L/Qp).



UN PROBLEME DE COMPATIBILITE LOCAL-GLOBAL LOCALEMENT ANALYTIQUE 115

(i) Soit hy > hy dans 7Z, il existe un isomorphisme naturel de E-espaces vectoriels :
(192) Ext%w’r) (RE(th)/(thl—h2)’ D(a:,hl)) ~ Dgal(L/Qp)

qui envoie la droite dans Ext%%r) (Re(z"2)/(t"="2), D(z")) engendrée par une exten-

. . . . . . Gal(L . .
ston non scindée vers le sous-E-espace vectoriel de dimension 1 de D (L10) gss0cié

par (i) a cette extension.

Démonstration. — On note d & dimp D™/,

(i) Montrons la premiere assertion. Notons Fil;(Dy) (resp. Fil,(Dy)) la filtration sur
Dy, donnée par Fil;" (D) = Dy et Fil;"" ™ (Dy) = 0 (vesp. par Fil," (D) = Dy,
Fil"(Dy) = L ®q, F pour h € {ha,...,hy — 1} et Fil7"**(D;) = 0). Notons D; le
(p,I')-module sur R associé a (D, Fil;(Dy)) (cf. [4, Déf. 11.2.4]), qui est alors libre
de rang d sur Rg. Le morphisme naturel (D, Fil;) — (D, Fil;) induit un morphisme
f : Dy — Dy. Par [4, Th.I1.2.6], ce morphisme est injectif (sinon le noyau donnerait un
sous-objet de (D, Fil;) envoyé vers 0 dans (D, Fil,)). Soit r € Q- suffisamment grand
tel que Dy < Dy est induit par un morphisme f, : Dy, < Dy, de (¢, ')-modules sur
R ((iil) du Lemme 2.2.3). Alors coker(f,) est un (¢, I')-module généralisé de torsion
sur R},. Par [4, Prop. I1.2.5] (et sa preuve) on a un isomorphisme naturel pour n > 0
(en fait n > n(r)) :

(193) D (i) = Fil’(Qu(G)(1)) @, D)

ot Dy est muni de la filtration Fil; et Fil(Q,((n)((2))) « Q,(¢n)[[t] pour
j € Z. Par (193), on vérifie que Dgg (Ds)/Dig,(D1) est isomorphe a (E ®q,
Qu(&))[[t]]/(#71=h2). Par [47, Prop. 4.4] (et la discussion avant [47, Th.4.3]),
on en déduit un isomorphisme coker(f) ~ Rg/(t"7"2) comme Rp-modules. Soit
Wik(D;) ot Big @rs i, Dir ~ Big ®,c,m)it) Paiggn(Di) pour n>> 0, par le Lemme
5.1.1 on a pour h € Z un isomorphisme :

(194)  H,p(coker(f)(z™")) ~ H"(Gal(Q,/Q,), ™" Wik (D2) /t~" Wik (D1)).
Par (193) et (189), on voit facilement que :
E hy<h<h —1

0 sinon.

(195)  HO(Gal(@,/Qy). t ™ Wik (Da) /1 "W (D)) = {

Comme H&}F)(coker(f)(xfb)) = (coker(f)(x=h2))P=LI=L ~ F par (194) et (195), il
existe s < hy — hy et un morphisme injectif de (¢, I')-modules sur Rp :

(196) Ri/(t%) < coker(f)(x7"?), s ze

oll e est une E-base de (coker(f)(x="2))¢=LI=1" Si s #£ h; — hy, il existe alors
¢ € coker(f) tel que e = te/. Mais cela implique ¢/ € (coker(f)(zt=h2))s=tI=1
une contradiction puisque ce dernier espace est nul par (194) et (195). On en déduit
un isomorphisme coker(f) ~ Rg(z"?)/(t"~"2) de (¢, I')-modules.
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Montrons la deuxiéme assertion de (i). Notons D; « D(z™) et soit Dy un (p,T)-
module généralisé sur Rz qui est une extension non scindée de Rp(x"2)/(t"1~h2) par

D:. Montrons que D, est sans torsion. Smon on voit facilement que D} = o D/ (Ds)sor
est une extension non scindée de Rp(z"2)/ (th) par Dy pour un h tel que 0 < h <
hy — hs. On a comme en (199) ci-dessous :

dlmE EXt (RE( )/(th) Dl) = dll’nE ng,l") (Dl (l'_hQ_h)/(th)).

Mais par le Lemme 5.1.1 et (193), on a H?@F)(Dl(aﬁ_h?_h)/(th)) = 0 et donc

Ext r(Re(2")/(t"), D) = 0, une contradiction. Comme D; est de de Rham (i.e.
la connex1on associée est localement triviale, cf. [4, Th. A]), Dy l'est aussi (rappelons
que Dar(D1) =~ (D, (D1)[3)" = (Dfg..(D2)[3))" pour n > 0). Soit (D, Fily) le
module de Deligne-Fontaine filtré associé a Dy. Comme Dy /Dy =~ Rp(z"2)/(th1~h2),
par [47, Th. 4.3 & Prop. 4.4] on a pour n >0 :

(197) Dt n(D2)/ Dgig n(D1) = (E @q, Qu(G))I[H]/(£"7").
En utilisant (193), on vérifie alors facilement que la filtration Fil, doit étre comme
dans le (i) de la proposition.
(ii) En appliquant Hom, ry(—, D(z")) & la suite exacte 0 — Rp(z") — Rp(z"2) —
Re(x"2)/(t"1="2) — 0, on obtient une suite exacte de E-espaces vectoriels :
(198) 0 — H{,py(D(z"7")) = H], (D) = Ext(, ) (Re(z")/(" "), D(z"))

— Hl, (D" ")) = H, (D).

La suite exacte longue de cohomologie appliquée & 0 — D(xM~h2) — D —
D/(th="2) — 0 donne aussi une suite exacte de E-espaces vectoriels :

0 — H, 1y (D(z"™")) — H{, (D) — H{, 1 (D/(t"7"))
— H,p)(D(a" ")) — H(, (D)
d’ot on déduit avec (198) 'égalité :
(199)  dimg Bxtl ) (Re(e")/(2471%), D(a)) = dimg Y, o) (D/(#71%)).

En outre en apphquant Hom,r)(Rg(x")/(t""2),—) & la suite exacte 0 —»
D(xM) — D(z"2) — D(z" )/(th1 h2) — 0, on obtient une injection :

(200)  Hom,ry (Re(x"2)/(t""2), D(a"2) /(¢ ~h2)) < Ext{, py (Re(z"?)/(t"~"2), D(z")).

Comme Hom, 1y (R (x"2)/(t""2), D(xh?)/(tM ")) = H0 (D/(th1 h2)) ) on déduit
de (200) et (199) un isomorphisme naturel :

(01)  HYp(D/(" ) s Extl,p (Ri(e")/(1h %), D).

En combinant (201) avec le Lemme 5.1.1 appliqué a Dy = D et D; = D(zM7"2), et
en notant Wi (D) le Biz-module associé & D, on obtient un isomorphisme naturel :

HO(Gal(@,/Q,), Wik (D)/(£ 7)) <5 Extl py (Ri(a")/(#27"2), D)),
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Utilisant les isomorphismes naturels :
(202) DF%) = HO(Gal(Qy/Qy), Wi (D)) > HO(Gal(@y/ Q) Wi (D)/ (1 7"2))

(procéder comme en (195) pour l'isomorphisme de droite), on obtient finalement un
isomorphisme naturel :

(203) L EXt%%F) (‘RE<xh2)/(th1*h2)’D(l,m)) i DSal(L/Qp).

Montrons qu'il satisfait la propriété du (ii) de la proposition. Soit F' C DgaI(L/ %) ne

E-droite et Dy le (¢, ')-module associé en (i), on doit donc montrer ¢(E[Ds]) = F
(avec une notation évidente). On a un diagramme commutatif :

0 — D(EM) —— Dy —— Rplah?)/(t"~"2) —— 0

(204) H l Ji

O — D(.’,Uhl) —_— D(th) - D(th)/(thlth) y O
qui, combiné avec la suite exacte :
(205) 0 — Rp(z") — Rp(z") — Rp(@™)/ (" ") — 0

induit un diagramme commutatif (en notant R au lieu de Rg) :

Ext! ( R(zh2) D(:z:hl)> e Fixt ( R(z"2) ,D($h1)>

(F172)

51 52

Hom (Fe2), Bt 2 Hom (Bl pat))

(th17h2)7 (th17h2) (th17h2)7 (thlfhg)

Ext! (R(z"2), D(2M)) ==———===Ext' (R(2"2), D(2"))

U1 V2

Hom (R(:}:h?), (g(ﬁhé))) 1 Hom (R(x’”), (Z(f,h,fg)ﬁ
(par exemple, la face tout a gauche est induite par la suite exacte en haut de (204)
et la suite exacte (205)). Les morphismes vy, vg sont clairement des isomorphismes.
On a im(8;) = E[Ds] donc im(dy 0 j5) = E[Dy] et im(dy 00y  0j1) = im(d0v5 041 0
v1) = E[Ds]. Soit Wi (t7"2D,) le Biz-module associée a t~"2Dy, par le Lemme 5.1.1
appliqué avec Dy et D; = D(z™), 'isomorphisme Dy/D(z") ~ Rp(xhz)/(th="2)
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(premiere suite exacte en (204)) et (187), on a un diagramme commutatif :
Ih j afh
Homr) (Re(a"), S8 )~ Homgr) (Ru(a™), G5 )

| |

<Gal(@P/Qp) thi— h2wi2?2))> (Gal(Qp/Qp) thl h2))>
] |
(FI° Dag (t~12D,)) /% palt/a)

ou les applications horizontales sont induites par j, la commutativité du carré du haut
vient de la fonctorialité de (187), olt Dgr(t~"*D,) est le module filtré sur L associé
u (¢,T)-module de de Rham ¢"2D,, I'isomorphisme du bas & droite est celui en
(202) et en remarquant que (202) induit des isomorphismes (en procédant comme
pour (195)) :

(Fil° Dag (t"2D,)) %) ~ HO(Gal(Q,/Q,), Wi (t7"2Dy))

~ — Wik (t7h2Dy)

0 _dR\® 72)
— H <G’a1((@p/@p)’ ththWJ_R(D)>
L’image du morphisme horizontal en bas est FF C DGal(L/ ) De plus la composée
verticale & droite est égale & 100y 0v, ! par la construction de .. Comme im(dy0v, ' o

J1) = E[Dy], on obtient bien «(E[Ds]) = F, ce qui termine la preuve de (ii). O

Remarque 5.1.3. — Soit ¢ : Gal(Q,/Q,) — E* un caractére localement cons-
tant, il résulte facilement de [47, Th. 4.3 & Prop. 4.4] que Rp(xz"2)/(th1"2) ~
Re(z"28)/(t"17"2) (on laisse cela en exercice au lecteur) En tordant les exten-
sions par Rp(d), on en déduit un isomorphisme Ext r(Re(x"2)/(t""2),T)
Ext%%F)(RE(:UhQ)/(thl h2) T(5)) pour tout (¢, T)- module T Par (192) on obtient
donc un isomorphisme naturel pour tout ¢ localement constant :

EX'C%@,F) (RE<xh2)/(th1_h2)7D(xh1)<5>) AN DSal(L/Qp),

Si V est une représentation potentiellement semi-stable de Gal(Q,/Q,) sur E qui
devient semi-stable en restriction a Gal(Q,/L), rappelons qu’on lui associe le module
de Deligne-Fontaine D = (B ®q, V)Gal@/L) muni des opérateurs o, N agissant sur

By et de 'action résiduelle de Gal(L/Q,), et que D, = (Bar R0, V)Gal(@/L) est muni
de la filtration Fil' Dy (décroissante, exhaustive, séparée) induite par celle sur Byg.

5.2. Nullité de certaines extensions. — On démontre la nullité d'un certain
Exty, (Théoreme 5.2.5), ce qui lorsque G = GL,, implique la Conjecture 3.3.1 de
[10] pour GL,(Q,). Ce résultat sera utilisé dans le cas particulier cristallin de la
Conjecture 5.3.1, cf. le (ii) du Théoreme 5.4.4.
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On conserve les notations des §§ 2.1, 3.1 et on rappelle que wy est I’élément de
longueur maximale dans W. On fixe une racine simple o € S, un poids A € X(7)
dominant par rapport & B~ et un caractere lisse x : T(Q,) — E*. On note W le
groupe de Weyl de L, , c’est-a-dire le sous-groupe de W engendré par les réflexions
simples différentes de s,, et w§ 1’élément de longueur maximale de W?. Si 7, 7’ sont
deux représentations localement analytiques admissibles de G(Q,) sur E, on note
Extl (7, 7 ) = ExtD(G( Q). E )(71'/\/, 7) pour i > 0 ou Extlb(G(@p)’E) est dans la catégorie
des D(G(Q,), E)-modules a gauche (abstraits). Lorsque ¢ = 1 (resp. i = 0), cela
coincide avec le Exty (7, 7') comme & la fin du § 1 (resp. avec les homomorphismes
continus G(Q,)-équivariants de 7 dans '), cf. [60, Th. 6.3] et [10, Lem. 2.1.1].

On commence par plusieurs résultats préliminaires. Par le Lemme 3.7.5, le
U(g)-module U(g) ®yp-) A admet en quotient une unique extension non scindée
L7(sa-A)—L~(\). Appliquant le foncteur exact contravariant F5 (—,X)
et utilisant [12, Cor. 2.5 & Cor. 2.7], on en déduit que la série principale
(IndB (Q (=A) @ )™ = F5-(U(g) ®up-) A, x) admet en sous-représentation
une unique extension non scindée :

(206) FS(L~(N),x) — F5- (L™ (Sa - A, x)

ot F5_(L~(\),x) = L(—\) @ (Indg(QEa ) X)> est en s?us—objet. Pour w € W, on
note pour alléger C'(w-A) = F§_ (L~ (w-A),x), I(w-A) = (Ind 5 (—w-3)@x)™ =

F5(U(g) ®ue-yw - A, x) (oubliant dans la notation le caractére x qui ne joue aucun
role).

Proposition 5.2.1. — Supposons lg(wg) > 1, on a une suite exacte de représenta-
tions localement analytiques admissibles de G(Q,) sur E :

(207) 0— X —I00) % @ I(w-2) 5 @ Iw-N

weEW weEW

lg(w)=1 lg(w)=2
d2 dlg(wo )—1
— o — I(wy - A) — 0

ot la représentation X est de la forme C(A) — C(sa-A) —Y avec C(X) — C(s4-A)
donné par (206) et Y admettant une filtration dont les gradués sont C(w' - ) pour
des w' € W tels que lg(w’) > 3.

Démonstration. — Soit q, (resp. g, ) 'algebre de Lie de @ (Q,) (resp. Lo, (Q,)).
En appliquant le foncteur exact U(g) ®y,-) (—) & la résolution BGG pour o, ([41,
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§6.1]) :
0 — Ullg,) ®ug,ne-) wh - A — - — P Ullg,) ®ugg,ne-) w- A
weW
lg(w)=1

— U(lg.) @u(ig o) A — L™ (N)g, — 0,

on obtient la suite exacte de U(g)-modules :

(208) 0 — U(g) @u(e-) wh - A — - — P U(g) ®up-yw- A

weW
lg(w)=1

— U(g) ®up-) A — U(9) ®pgz) L (N, — 0,

puis en appliquant le foncteur exact contravariant F§ (—,x) a (208), on obtient

(207) avec X = FS_ (U(g) Dugz) L™ (N @as X)-

Montrons l'assertion sur X. Comme le constituant L~ (s, - A) de U(g) ®up-) A
n’apparait dans aucun U(g) ®up-) w - A lorsque w € W, Ig(w) = 1 (par exemple
par [41, § 5.2]), on déduit du Lemme 3.7.5 que le quotient L™ (s, -A) — L™ (\) de
U(g) ®u(e-) A est également quotient de U(g) @y (o) L™ (A, Comme L(w - A) n'est

pas dans la catégorie O% lorsque w € W, lg(w) = 1, on déduit que U(g) Or(s)

alg
L~(N)g, € ng‘g est de la forme Z — L™ (s A) — L7 (\) ou les constituants de Z

sont des L~ (w' - A) pour w' € W, lg(w’) > 2. Lorsque w' € W¢, le constituant
L~ (w’-\) n’est pas dans ng_g (car w'- A n’est pas dominant par rapport a Lo, NB™),
et lorsque w' = sgs, - A pour € S\{a}, L7 (w' - A) = L (sg - (54 - A)) n’est pas non
plus dans (’)gf‘_g (car s, - A est dominant par rapport a Lo, N B~, donc sg - (Sq - A)
ne peut plus I'étre). Donc les seuls constituants L~ (w’ - X) pour w' € W, lg(w') = 2
qui peuvent apparaitre dans Z sont les L™ (s,s5 - A) pour 5 € S\{a}. Mais par [41,
8.3(a)], le constituant L~ (s,5s - A) apparait avec multiplicité 1 dans U(g) Qup-) A,
donc est nécessairement dans I'image de I'injection U(g) ®u -y s5-A = U(g) ®up-) A
(rappelons qu'il apparait aussi dans U(g) ®u-) sg - A), et par (208) ne peut donc
plus apparaitre dans le quotient U(g) R (az) L™ (Mg, de U(g) ®up-y A. Appliquant
Fg-(=,x), on en déduit avec (206) que X = F5 (U(g) @p(gz) L~ (M)qa,x) a bien la
forme Voulue O

On fixe m une représentation localement algébrique admissible de G(Q,) sur E,
c’est-a-dire le produit tensoriel (sur £) d'une représentation algébrique de dimension
finie de G(Q,) par une représentation lisse admissible de G(Q,).

Lemme 5.2.2. — Pourw € W eti € {0,...,lg(wy)—1} on a Exti(I(w-\),n) = 0.



UN PROBLEME DE COMPATIBILITE LOCAL-GLOBAL LOCALEMENT ANALYTIQUE 121

Démonstration. — C’est un cas particulier de [64, (4.17) & Rem. 4.4] avec 1'égalité
dim(G(Qy)) — dim(B~(Qy)) = lg(wo). u

Lemme 5.2.3. — Pourw € W eti € {0,...,lg(w)—1} on a Ext,(C(w-\),n) = 0.

Démonstration. — Il n’y a rien a montrer si lg(w) = 0. Pour j € {1,...,1g(wo)}
considérons I'hypothese (de récurrence) HR(j) : 1’énoncé du lemme est vrai lorsque
lg(w) > j. Comme C(wy - A) = I(wy - A), le Lemme 5.2.2 implique HR(Ig(wy)).
Soit j € {2,...,1g(wy)} et montrons que HR(j) implique HR(j — 1). Soit w € W
tel que lg(w) = j — 1 (il suffit de considérer ce cas), il résulte de [41, § 5.2] et de
exactitude du foncteur F§_(—,x) que l'on a une suite exacte de représentations
localement analytiques admissibles de G(Q,) sur E :

0—Cw-A) —I(w-A) — X —0
ou X admet une filtration dont les gradués sont les C'(w’ - A) pour w' € W tel que

lg(w') > lg(w) = j — 1, i.e. Ig(w’) > j. On en déduit une suite exacte de E-espaces
vectoriels pour tout ¢ > 0 :

Exts(I(w - \), m) — Exts(C(w - \), 7) — Extd (X, 7).

Pouri € {0,...,j—2}, ona Exty(I(w-\), 7) = 0 par le Lemme 5.2.2 et Extd (X, 7)) =
0 par HR(7) et un dévissage évident. On en déduit Exty(C(w-\), ) = 0 ce qui montre
HR(j — 1) et acheve la preuve. O

Lemme 5.2.4. — Supposons 1 < lg(wg) < lg(wy) —2. Pourj € {0,...,1g(w§) —1}
et i € {0,...,7 +2} on a Exty(im(d?),7) = 0 ot & est le morphisme dans la
Proposition 5.2.1.

Démonstration. — On fait une récurrence descendante sur j. Par le Lemme 5.2.2
I'énoncé est vrai lorsque j = lg(wg) — 1 car im(d®®d) 1) = T(wg - A\) et j +2 =
lg(w§) + 1 < lg(wp). Supposons 'énoncé vrai pour j € {1,...,1g(w§) — 1} (en
supposant 2 < lg(wg) sinon il ne reste rien & montrer) et considérons la suite exacte
de représentations localement analytiques admissibles de G(Q,) sur E issue de (207) :

0 — im(d") — @ I(w-\) — im(d) — 0.

weW
lg(w)=3

On en déduit une suite exacte courte de E-espaces vectoriels pour tout ¢ > 0 :
Exty( @ I(w-\),7) — Bxtf(im(d "), 7) — Ext " (im(d), 7).

weEW
lg(w)=j

Pour i € {0,...,j + 1}, le Ext’, de gauche est nul par le Lemme 5.2.2 (car j + 1 <
lg(wg) < lg(wo)) et ExtS ! (im(d?), 7) = 0 par 'hypothése de récurrence au cran j.
On en déduit Exty,(im(d’~1),7) = 0 ce qui acheve la preuve. O

On peut maintenant montrer le résultat principal de ce paragraphe.
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Théoréme 5.2.5. — Soit ™ une représentation localement algébrique admissible de
G(Q,) sur E, c’est-a-dire le produit tensoriel d’une représentation algébrique de di-
mension finie de G(Q,) par une représentation lisse admissible de G(Q,), et sup-
posons 1 < lg(w§) <lg(wy) — 2. Alors on a :

Extl(FE (L (V). x) — FE(L (50X, x),7) =0

ot la représentation de gauche est celle en (206).

Démonstration. — Considérons la suite exacte de représentations localement analy-
tiques admissibles de G(Q,) sur E issue de (207) :

0— X — I(\) — im(d") — 0.
On en déduit une suite exacte de F-espaces vectoriels :
Exts(I()\), ) — BExtg (X, 71) — Extg (im(d°), 7).

Par le Lemme 5.2.2 on a Extj(I(A\),7) = 0 et par le Lemme 5.2.4 appliqué pour
j=0,i=2on aExt}(im(d°),7) = 0. On en déduit Ext}(X,n) = 0. Vue la forme
de X dans la Proposition 5.2.1, on a aussi une suite exacte de F-espaces vectoriels :

Extg (X, m) — Extg (C(A) — C(sa-A),m) — Extg (Y, 7).

Vue la forme de Y (cf. Proposition 5.2.1), on a ExtZ(Y, ) = 0 par le Lemme 5.2.3 et
un dévissage évident. Comme Extg (X, 7) = 0, on en déduit le résultat. O

Corollaire 5.2.6. — Supposons 1 < lg(w§) < lg(wy) — 2 et la représentation
FS_(L™(N), x) irréductible, alors on a :

dimp Ext; (Fg- (L™ (sa - A), ), F5- (L7 (V). X)) = L.
En particulier [10, Conj. 3.3.1] est vraie pour GL,(Q,).

Démonstration. — On a une suite exacte de E-espaces vectoriels :
Homg (C’(/\) — (80N, C’(/\)) — Homg(C'(N), C(N)) — Extg(C(sq - A), C(N))
— Extg,(C(A) — C(sa-A), C(N))

ou le terme tout a gauche est nul car (206) est non scindé et C(\) est irréductible,
et celui tout a droite est nul par le Théoreme 5.2.5 appliqué avec 7 = C'(A). On
en déduit la premiere assertion. La deuxiéme suit lorsque n > 3 (pour avoir 1 <
lg(w§) < lg(wp) — 2), mais lorsque n = 2 elle est montrée dans [10, Lem. 3.1.1]. [

Remarque 5.2.7. — (i) 11 est possible que I'hypothese d’irréductibilité de
FS (L=(N), x) dans le Corollaire 5.2.6 soit en fait superflue.

(ii) Rappelons que la raison pour laquelle cette preuve de [10, Conj 3.3.1] ne s’étend
pas a GL,(L) et des extensions localement o-analytiques (pour ¢ : L — FE) est
que les résultats de [61, § 6] (en particulier [61, Prop. 6.5(i)]) utilisés de maniere
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essentielle dans la preuve de [64, (4.17)], et donc dans celle du Lemme 5.2.2; ne sont
montrés que dans le cadre localement QQ,-analytique.

5.3. Foncteurs F, et compatibilité local-global conjecturale. — Apres un
rappel du cadre global, on donne une version plus précise de la conjecture principale
de [10] utilisant les foncteurs Fy,.

On conserve les notations du § 5.1. On rappelle d’abord le cadre global de [14,
§ 6.1] (cf. aussi [10, § 6.1]) auquel on renvoie le lecteur pour plus de détails. On fixe
une fois pour toutes des plongements Q < C et Q — @p que I'on utilise de maniere
tacite. On fixe un corps de nombres totalement réel F'", une extension quadratique
totalement imaginaire ' de F't et un groupe unitaire G/F* attaché a F/F* comme
dans [2, § 6.2.2] tel que G xp+ F ~ GL, (n >2) et G(F' ®g R) est compact. Pour
une place finie v de F'* totalement décomposée dans F' et © une place de F divisant
v, on a des isomorphismes icz : G(F,") = G(F;) ~ GL,(F;). On note %, les places
de F'* divisant p et on suppose que chaque place dans ¥, est totalement décomposée
dans F'. Pour toute extension finie £ de Q, et tout sous-groupe ouvert compact

UP =1y, Us de G(ALT) (ot ALY désigne les adeles finis hors p de F'*) on pose :

a déf

(209) Sur, E) % { F:G(F)\GAZ)/UP — E, f continue}

qui est un espace de Banach p-adique sur E de boule unité :

§(UP,OE) & {f CG(FH\ GAR)/UP — O, f continue}.
On munit S(U?, E) de laction continue de G(F*®¢Q,) donnée par (¢'f)(g) = f(9g')
(pour f € S(U?,E), ¢ € G(F* ®gQ,), g € G(A¥,)), qui préserve la boule unité et
fait de S(U?, E) un Banach unitaire admissible.

Soit D(UP) les places finies v de F'* telles que v { p, v est totalement décomposé
dans F' et U, est un sous-groupe ouvert compact maximal de G(F,). On note
T(UP) & (’)E[Téj )] la Opg-algebre polynomiale commutative engendrée par des va-
riables formelles 7, qJ(J ) ot je{l,--- n} et vest une place de F' au-dessus d’'une place
v de D(UP). La Og-algebre T(U?) agit sur S(UP, E) et S(UP, Og) en faisant agir TTEJ)
par I'opérateur associé a la double classe :

(j) déf —1( (1 O ) -1 }
(210) 177 = [Uvgszi}(( — 1j) g, U,
oll w; est une uniformisante de Fj et g, € G(F)) est tel que igs(g, ' Upgs) =
GL,(OF,). Cette action commute avec celle de G(F ™ ®q Q,). On note S(U?, E)& C
S(UP,E)™ les sous-espaces de S(UP,E) des vecteurs respectivement locale-
ment algébriques et localement analytiques pour l'action de (Resp+/,0G)(Q,) =

G(F*®gQ,). Ils sont stables par G(F* ®qQ,) et T(U?). Le sous-espace S(Ur, E)™
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se décrit comme (209) en remplacant “continue” par “localement analytique” et on
a un isomorphisme G(F* ®q Q,) x T(UP)-équivariant (cf. [14, (6.2)]) :

(211) S(UP, By @pQ, ~ @ ( U o (my 0 W, )>eam<7r>

ol T = Ty, ®g 7T parcourt les représentations automorphes de G(Ap+), W, est une
représentation algébrique irréductible de (Resp+ /g G)(Q,) sur Q, déterminée par m
(voir [2, § 6.2.3] et [14, § 6.1]), m(7) > 1 est une multiplicité, et on Téj) € T(UP) agit
sur (m°?)V" par la double classe (210).

On fixe désormais une place p de F* au-dessus de p telle que FS = Q, et

une place o de F' divisant o (donc Q, = FJ =~ Fjs et on a un isomorphisme
i : G(F) = GL,(Q,)). On fixe également une représentation Q,-algébrique
irréductible W de [],, ., G(F}) sur E, que 'on voit comme représentation de

G(F* ®q Q) via G(F* ®@g Qp) — [, sre G(F), ainsi qu'un sous-groupe ouvert

(2

compact US = [, 20 Us de [ oz, G(F7). On pose U¥ « UPUS et :
Swe,we) E (Swr, By op W)

Muni de l'action naturelle de G(F) induite par celle sur S(UP,E), Despace

5 (U®,W#) est encore un Banach unitaire admissible. On le munit aussi de I’action
de T(U?) induite par celle sur S(U?, E), qui commute a G(F/), et on définit les

sous-espaces S(U?, W#)as C S(U®, W#)™ (avec des notations évidentes) qui sont
stables par G(F) x T(U?). On peut vérifier que :

(212) S(U?,W*) = {f :G(F)\ G(A%,)/UP — W¥, [ continue et

1(995) = (95)"'(/(g)) pour tout g € G(A.) et tout g € Uy |

ou l'action de G(F)) est par translation & droite sur les fonctions et celle de T(U?)

comme en (210) (S(U?, W)™ g’identifie alors au sous-espace de (212) des fonctions
f localement analytiques), et que :

(213) S(U®, W)™ @5 Q, ~ @ U @5 (Quiparem’”) @ (1 R W,)) "™

Oll T =~ T, @ ™ parcourt les représentations automorphes de G (Ap+) telles que W,
en (211) est de la forme W, ~ W, ®p (IW¥®)" en notant (W®)" le dual de W et W,,
une représentation algébrique de G(F;1) sur Q,. On voit dans la suite S(Ue, W*) et
ses sous-représentations comme représentations de GL,, (Q,) via tq .

Soit p : Gal(F/F) — GL,(E) une représentation continue non ramifiée aux places
dans D(UP). On associe a p l'unique idéal maximal m, de corps résiduel £ de
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T(UP)[1/p] tel que, pour tout v € D(U?P) et © place de F' au-dessus de v, le polynéme
caractéristique p(Frobz) (ot Frob; est un Frobenius geométrique en 0) est donné par :

iG—1) n(n—1)

(214) X"+ 4 (=1)I(ND) T O,(TINX" 4 (=1)(ND) 7 0,(T)

v

en notant N le cardinal du corps résiduel de Fj et 6, la composée T(UP)[1/p] —

T(U?)[1/pl/m, = E. Lorsque S(U?,W#)[mJ" # 0 on sait de plus que pg =
/J|Gal(fﬁ /F5) est potentiellement semi-stable a poids de Hodge-Tate distincts.

On normalise la correspondance de Langlands locale pour GL,(Q,) de sorte que
la représentation x; @ --- @ x, du groupe de Weil de Q, corresponde (pour des x;
génériques) a :

GLy, —n —-n 0
(215) (md5=g xal - 7" @l - P @ @ )

ott les x; dans I'induite sont vus comme caracteres de Q) via la normalisation du corps
de classe local au § 1 et ou (comme dans "'Exemple 2.1.1) B~ est le Borel inférieur.

On fixe un module de Deligne-Fontaine D de rang n sur Ly ®g, E (pour une
extension finie L de Q,, cf. § 5.1). On note W la représentation de Weil-Deligne
associée par Fontaine a D (cf. [10, § 2.2]) et I'on suppose que la représentation de
WEeil sous-jacente a W est absolument semi-simple, i.e. W est F-semi-simple. On
note 7>°(W) la représentation lisse admissible de longueur finie de GL,(Q,) sur E
correspondant a W par la correspondance de Langlands locale normalisée comme ci-
dessus puis modifiée comme dans [17, § 4]. La représentation 7°°(1¥) a un unique

constituant irréductible générique qui est en sous-objet, et si Xy est son caractere
nn=1) §
central alors ey = Xw| - |7~ 2 2oty & det(W).

On fixe également (h;)ic1,..ny dans Z" tel que hy > hy > --- > h, et on pose

A = (N)ieqr,..ny avec \; e (n — i) — h;, de sorte que A est dominant par rapport
a B~. On rappelle que L(—\) est la représentation algébrique irréductible de GL,
sur F de plus haut poids —\ par rapport a B (cf. § 3.1). On dispose donc de la
représentation localement algébrique L(—\)®@p 7> (W). Rappelons que, si a € S et si
I'on a une extension 0 — 7" — 7 — L(—A\)@pn™ (W) — 0 dans Rep%' (GL,(Q,)) avec
Fo(r') (=) ~ Ex(x-x) ®g Hom(,r)(Da(n’), —) pour un (¢, I")-module sans torsion
D, (7"), alors par le Théoreme 4.1.5 (avec la Remarque 4.2.1) et le Théoreme 3.3.1 on
a Fo(m) (=) ~ Ex(x-x) ®p Hom, 1) (Da (), =) pour un (¢, I')-module D, (7) qui est
une extension de Do(L(=\) @ 7°(W)) ~ Re(Xo Ay) /(=) par Dy(n'). On a
donc une application E-linéaire :

(216) Exty, g, (7' L(=A) @5 7°(W)) — Ext(, 1) (Da(L(=A) @5 7°(W)), Da(x")).

Pour toute racine simple a =e; —e;j1; € Souj € {1,...,n— 1} on pose :

(217) DA, W) € (AR ID) @,y Ri((5a-A) 0 Aar) @,y Rip(|- [#73H a0 41y o1y
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ou D est le (¢, I')-module sur R donné par 1'équation différentielle p-adique associée
a D (cf. §5.1). Alors D, (A, W) est, a la torsion localement constante |- |9+ +n=1y 1
pres, le (¢, I')-module libre de rang (’;) sur R associé par 1'équivalence de [4, Th. A]
au module de Deligne-Fontaine /\Zo_é D muni de la filtration :
Qp
Fil- et (AL D) = Aley,De
Fﬂ*(h+---+>\j—1+>\j+1+1)+1(Azg@pEDL) — 0.
De plus par (192) (appliqué avec hy = A\j+- -+ X1+ A1+ 1 he = A4+ A1+
et D = A7 4. pD) avec la Remarque 5.1.3 (appliquée avec § = |- [pittn=ly o), on
p
déduit un isomorphisme naturel :

(218)  Fu:Extl, ) (Re(AoAw) /(=) Da(A, W) — (Njgh pDp) ),

Soient maintenant U, W et p : Gal(F/F) — GL,(E) comme ci-dessus tels que :

i) p est absolument irréductible non ramifiée aux places de F' au-dessus de D(UP);
P

(i) S(Ue, We)ls [m,] # 0 (donc pg est potentiellement semi-stable);

(ili) pg a pour poids de Hodge-Tate hy, ..., h, et module de Deligne-Fontaine D

(en fait W est déterminé par p). Il résulte alors des normalisations, de (213) et de
[20] que l'on a pour tout U®, W¥, p vérifiant (i), (ii) et (iii) :

(219) ST, Wo)lm,] ~ (L(=\) @p (W) @p e o det

ou d(U®,p) > 1 est un entier ne dépendant que de U® et p. La filtration Fil' sur
(Bar ®q, pg) ¢ @/H) ~ Dy ~ L ®q, DSal(L/Q”) permet pour o = ¢; — ¢j11 de définir
la droite :

(220)  Fil™(pg) & Fil P+t (D) GE/Q) A Fil~hi+2 (D) GE/Q) Ao A Fil =P (D) G2/ Q)

n—j Ga n—j a
dans A% /(D] I(L/Qp)) ~ (/\L@f@pEDL)G 1(L/Qp).

Enfin, si 7/, 7” sont des représentations admissibles dans Rep%'(GL,(Q,)) et
si H est un sous-FE-espace vectoriel de dimension < 1 du FE-espace vectoriel
EXtéLn(Qp)(ﬂ'” ,m') des extensions de 7" par 7' (dans la catégorie abélienne des
représentations admissibles de GL,(Q,)), on note [H] l'unique représentation de
GL,(Q,) sur E sous-jacente a H au sens de Yoneda. Si 7y,...,m, sont admissi-
bles dans Rep%'(GL,(Q,)) avec m comme sous-représentation commune, on note
@l o B T2 By -+ By T

La conjecture suivante est une version nettement plus précise (et un peu plus
générale) de [10, Conj. 6.1.1] lorsque F = Q,, qu’elle implique (sauf I'unicité de
R dans loc.cit. dont on ne se préoccupe pas ici).
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Congecture 5.3.1. — Pour toute racine simple o = e; — e;y1 il existe une
représentation localement analytique admissible de longueur finie (A, W) de
GL,(Q,) sur E ne dépendant que de A\, W et a et vérifiant les propriétés suivantes :

(i) Fo(m*(N\, W) = Exo(x—2)®pHom(,r) (Da(A, W), =) (cf. (217) pour Do(X\,W));
(i1) Uapplication (216) pour " = w*(\, W) est un isomorphisme :
Eu ExtéLn(Qp) (TN W), L(—=X) @ 7=(W))
5 Exct{,p (Re(A o Aa)/(#'7), Da(A, W));

(111) pour U®, W, p vérifiant (i), (ii), (iii) ci-dessus, on a une injection GL,(Q,)-
équivariante (cf. (218) pour F,, (220) pour Fil7*(pg) et (219) pour d(U¥®,p)) :

a ®d(U*,p) ~
( D [Fo 5a)_1(FﬂElaX(p5))]]) ® " odet < S(UY, W)™ [m,)].
L(=N)®@pm>=(W)
Remarque 5.3.2. — (i) Les représentations 7%~ ¢+1(—) sont notées I1"~*(—) dans

[10].

(i) En général il devrait exister plus d'une représentation 7(\, W) satisfaisant toutes
les conditions de la Conjecture 5.3.1 (par exemple, si le foncteur F,, annule des consti-
tuants en cosocle de 7®(\, W), on peut les enlever de 7%(\, W)), mais il est possible
qu’il en existe une maximale pour I'inclusion.

(iii) Si les constituants de 7>°(WW) sont des sous-quotients de séries principales, on
devrait pouvoir prendre 7*(\, W) dans la catégorie C) , du § 4.1.

(iv) Pour A = 0, les auteurs aiment a penser les représentations localement analytiques

T(W) & 7*(0,W) comme une “correspondance de Langlands locale (conjecturale)
pour chaque racine simple a”.

5.4. Cas partiels ou particuliers. — On énonce et démontre divers cas partiels
de la Conjecture 5.3.1, notamment lorsque dimg W = 3 et N? # 0 sur D.

Commencons par le cas n = 2. On dispose alors de la correspondance de Lan-
glands localement analytique p, — 7" (p,) pour GLy(Q,) (normalisée de sorte que le
caractere central de m"(p,) est e~ 'det(p,)), cf. [25], [27], [26]. Via les résultats de
compatibilité local-global sur cette correspondance (cf. [34], [22], [23]), on peut ici
remplacer la Conjecture 5.3.1 par la conjecture purement locale suivante (ol « est
I'unique racine de GLy et D, W, hy, hy et A sont comme au § 5.3).

Congecture 5.4.1. — Il existe une représentation localement analytique admaissible
de longueur finie 7*(X\, W) de GL2(Q,) sur E ne dépendant que de A, W et vérifiant
les propriétés suivantes :

(i) Fo(n*(A, W) 2 Exe @ Hom,r) (Da(A, W), =) ;
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(i) Uapplication (216) pour " = w*(\, W) est un isomorphisme :
Eu ExtéLz(@p) (TN W), L(—=X) @p 7=(W))
5 Ext,ry (Re( o Aar) /(=) Do(A, W));

(iii) pour toute p, : Gal(Q,/Q,) — GLo(E) potentiellement semi-stable de poids
de Hodge-Tate hy,hy et module de Deligne-Fontaine D, on a 7" (p,) ~ [(Fa o
E) N (Fil™" (p,))] ou Fil (p,) est la filtration de Hodge sur Dy donnée par p,.

En tenant compte des normalisations, on peut vérifier que, si (i) et (ii) sont vrais,
alors (iii) est équivalent a :

Fo(m™(pp)) = Ex ®p Homr) (Drig(pp)(det(p,) '), —)
x~ Eoo ®E Hom(gp,F)(Drig(pp>7 _)

ol py o py @€ =~ p, @ det(p,) '€ est le dual de Cartier de p, et Dig(pp), Diig(fp)
les (p,I')-modules (étales) sur Ry de (respectivement) p,, p,. Rappelons également
que 7 (p,)/(L(—=A) @ 7>°(W)) ne dépend que de X et W par [25, Th. V1.6.43]. Le
théoreme suivant résume ce que 1’on sait montrer de la Conjecture 5.4.1.

Théoréme 5.4.2. — (i) La Conjecture 5.4.1 est vraie lorsque W est réductible.
(11) Si W est irréductible, pour tout p, de poids de Hodge-Tate hy,hs et module de
Deligne-Fontaine D on a un morphisme surjectif R ®p+t T (pp)Y = Dyig(pp)r de
(¢, T')-modules de Fréchet pour r > 0. De plus, si le (i) de la Conjecture 5.4.1
est vrai avec (AN, W) = 7 (p,)/(L(—=A) ®g 7°(W)), alors on a F,(m*(p,)) =~
Ex ®E Hom(¢,F)(Drig<ﬁp)7 _>'

Démonstration. — Etape 1

Soit p, : Gal(Q,/Q,) — GLy(FE) potentiellement semi-stable de poids de Hodge-Tate
hi,he et module de Deligne-Fontaine D. Pour r > 0, on a Dy(p,) = Rp @Ry,
Dyig(pp)r- On montre d’abord (sans hypothese sur W) que 'on a une surjection
R Ort ™ (pp)Y = Dyig(pp)r de (¢, I')-modules de Fréchet quitte éventuellement
a augmenter 7. La composée (cf. [26, § VI] pour les définitions, en particulier [26,
Cor. VI.12 & Cor. VI.13]) :

an . resy, . .
™ (pp)v — Drig(/)p)r X P! (Qp) — Drig(pp)r X Z), ~ Drig(ﬂp)r

donne un morphisme 7*(p,)" — Diyig(gp)r de (¢, T')-modules de Fréchet sur RE.
Soit m(p,) le Banach p-adique unitaire associée a p,, ou alternativement par [26,
Th. 0.2] le complété unitaire universel de 7*(p,), D(pp)o le (¢, I')-module continu de
pp (ie. sur & = Op[[X]][1/X]1/p]) et D(5,)5 le sous-Og[[X]][1/p]-module de D(5,)o
stable par ¢ et I défini dans [24, § I1.5]. Alors il résulte de [26, Cor. I11.22(ii)] et [26,
Prop. I11.23] (avec [24, Cor. I1.7.2]) que 'image de la composée m(p,)" — 7 (p,)" —
Dyig(p,), contient D(j,)i. Comme D(,)5, vu dans Dig(pp)y, contient une base de
Diig(pp)r sur Ry, (ce qui se déduit par extension des scalaires de [24, Cor. I11.7.2] et
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du fait que D(p,)} contient une base de D(g,)o sur £), on en déduit en particulier
que I'application obtenue par extension des scalaires R @+ T (pp)Y = Drig(pp)r

est surjective (merci a G. Dospinescu pour les références et pour cet argument !).

Etape 2

Supposons W réductible avec N = 0 sur D. Supposons d’abord W non scalaire. Alors
comme dans [10, § 3.1] la représentation 7¢(A, W) est la somme directe de deux séries
principales localement analytiques distinctes et il résulte facilement du Théoreme 3.7.1
et de (I’analogue de) [10, Lem. 3.1.1] avec le (ii) de la Proposition 5.1.2 que les (i)
et (ii) de la Conjecture 5.4.1 sont vrais dans ce cas (I’application &, est en effet
une injection entre E-espaces vectoriels de dimension 2, donc une bijection). Soit p,
comme dans 'Etape 1, alors par [48], [49] et ce qui précede, le foncteur F,(7°(p,))
est représentable par un (¢, I')-module libre de rang 2 D, (7*"(p,)) extension de deux
(¢, T)-modules libres de rang 1 (en étendant les scalaires & E). De plus, par I'Etape
1 et la définition du foncteur F,, on obtient un morphisme surjectif D, (7**(p,)) —
Dyig(pp) de (¢, T')-modules sur R, donc un isomorphisme puisque les deux sont des
modules libres de rang 2 sur Rg. Cela acheve la preuve du cas W réductible non
scalaire avec N = 0. Supposons maintenant W scalaire (et N = 0), alors les deux
séries principales localement analytiques du début sont les mémes. En prenant pour
7 (A, W) deux copies de cette série principale, on obtient de méme les (i) et (ii) de
la Conjecture 5.4.1, et dans ce cas il n’existe pas de p, comme en (iii).

Etape 3

Supposons maintenant W réductible (non scalaire) avec N # 0 sur D. Alors a
torsion pres par un caractere de Q) la représentation 7%(\, W) est comme dans [10,
Lem. 3.1.2(i)]. Par le Théoreme 3.7.1 et le Théoreme 4.1.6 (pour G = GL3) on a que
F,(m*(\,W)) est représentable par un (¢, I")-module libre de rang 2 D, (7*(\, W))
extension de deux (p,I')-modules libres de rang 1. Pour montrer D, (7*(\,W)) =~
Do (A, W), on voit aisément avec [51, Prop. 2.15] (et [52, Th. 5.11]) qu’il suffit de
montrer que cette extension est non scindée. Quitte a tordre encore par un caractere
de Q,, il existe une représentation p, semi-stable de poids de Hodge-Tate hy, ha et
module de Deligne-Fontaine D. De plus il résulte facilement de [10, Lem. 3.1.2(ii)]
et sa preuve avec (encore) le Théoreme 3.7.1 et le Théoreme 4.1.5 que le foncteur F,
appliqué a toute extension non scindée dans ExtéLQ(Qp)(ﬂa(A, W), L(=\) @7 (W)),
par exemple 'extension donnée par 7 (p,) (par [49]), est représentable par un (¢, I')-
module libre de rang 2 qui contient D, (7*(\, W)). Par I'Etape 1 et ce qui précede,
on déduit un morphisme surjectif D (7**(pp)) = Drig(pp) de (¢, I')-modules libres de
rang 2, donc un isomorphisme. En particulier on a une injection D, (7*(\,W)) <
Diyig(pp,) d’olt on déduit facilement que D, (7*(A, W)) est bien une extension non
scindée de (¢, I')-modules libres de rang 1. Un examen de tout ce qui précede (avec le
(ii) de la Proposition 5.1.2 pour dimg Ext%%r)(—, —) = 2) montre que l'on a finalement
démontré les (i), (ii) et (iii) de la Conjecture 5.4.1 dans ce cas. Cela acheve la preuve

du (i).
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Etape 4
Supposons enfin W irréductible, par I’Etape 1 il reste a vérifier la derniere assertion
en (ii). Par le Théoreme 4.1.5 et I'Etape 1, on a un morphisme surjectif de (¢, I')-

modules généralisés D, (7 (pp)) — Diig(pp) ot Do (7% (pp)) « EX([m*™(pp)]) €
Ext(,r(Re(X o Av)/(t=2), Do(A,W)).  Si Da(x*(pp)) a de la torsion
Do (7 (pp))tor, celle-ci s'injecte forcément dans R (Ao Mg )/(t'=A2")) et par ailleurs
s’envoie sur 0 dans D,ig(g,) (qui est libre), de sorte que Dy (7% (p,))/ Da(7™(pp) )tor —
Dyig(pp) (puisque ces deux R p-modules sont libres de rang 2). Si D, (7*"(pp) )tor 7 0,
on en déduit en utilisant le (i) de la Proposition 5.1.2 que les poids de Hodge-Tate
de Do (m*(pp))/Da(m*(pp))tor sONt 1 — ho, b} avec hy > 1 — hy, ce qui contredit
l'isomorphisme précédent (les poids de Hodge-Tate de p, étant 1 — hy, 1 — hy). Donc
Do (7™ (p,)) = Dyig(pp), ce qui achéve la preuve du (ii). O

Remarque 5.4.3. — (i) Lorsque N # 0 sur D et en supposant W non ramifié,
'isomorphisme F, 0 &, ExtGLQ( V(TN W), L(=\) @p7m>(W)) — DGal(L/Q”) =D
est le méme, a multiplication pres par un scalaire non nul, que l'inverse de
l’isomorphisme R' de [10, (25)], car un tel isomorphisme satisfaisant le (iii) de
la Conjecture 5.4.1 est dans ce cas unique (a scalaire pres).

(ii) Lorsque W est irréductible, on a le résultat suivant dans la direction du (i) de
la Conjecture 5.4.1. Quitte & tordre W par un caractere, il existe p, potentielle-
ment semi-stable de poids de Hodge-Tate hy, hy et module de Deligne-Fontaine D.
Au moins lorsque (hy, he) = (1,0), il résulte de [30, Prop. 8.2] que le morphisme
7 (pp)Y = Drig(pp)r dans le (ii) du Théoreme 5.4.2 induit pour 7 > 0 un morphisme
de (¢, T')-modules de Fréchet :

(7 (pp)/ (L(=A) @5 7(W)))" — Da(A, W),

Continuons avec le cas ou W est une somme directe de caracteres non ramifiés
suffisamment génériques, i.e. W = &L, nr(c;) pour des ¢; € £ tels que ¢;c; “1d {1,p}
pour i # j € {1,...,n} ot nr(z) : Q; — E est le caractere non ramlﬁe qui envoie
p € Q) sur z € E*. Le module de Deligne—Fontaine associé est D =FEfi &--- P ES,
avec ¢(f;) = ¢; fi et on a m° (W) comme en (215). Un calcul donne pour o = e; —e;41,
jed{l,...,n—1}:

@RE o)\ v‘ |n j+(n—j+1)+-+n— 1n (Hig_fPCi)_l)

ou P parcourt les sous-ensembles de {cy,...,c,} de cardinal n — j. Pour w € S,
soit nr, & nr(c,-1))| - M @nr(cy-1)| - P @ - @ nr(cy-14) (un caractere non
ramifié du tore). On définit 7*(\, W) comme la somme directe de tous les constituants
(irréductibles) F - GLn (L_( - A\),nry,) qui sont distincts quand w parcourt S,,. 11y en
a exactement ( ) cf. [10, § 3.3].
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Théoréme 5.4.4. — Supposons W = @', nr(¢;) avec cicj_1 ¢ {1,p} pouri#j.
(1) On a Fo(m*(A\, W) ~ Ex(X-2)®r Hom, ry(Da(A, W), —).
(i) L’application (216) pour " = 7%\, W) est un isomorphisme :

Eun: ExtéLn(Qp) (7ro‘(/\, W), L(—\) ®g WOO(W))
5 Exct{,r (Re(A o Aa)/ (' 7), Da(X, W)).

(#i1) Soit US, W9, p vérifiant les points (i), (i1), (iii) du § 5.3 tels que UP est suffisam-
ment petit, p est résiduellement absolument irréductible et p|Ga1(fi/F5) est cristalline
pour v|p, v # @ avec les ratios des valeurs propres du Frobenius distincts de 1,p,
alors sous les hypothéses standard de Taylor-Wiles on a une injection GL,(Q),)-
équivariante :

«

( D [(Fao Sa)_l(Fﬂ?aX(%))]]) @ "t o det = S(UY, W)™ [m,).

L(=\)@pm> (W)

Démonstration. — Le (i) suit facilement des définitions et du (i) du Corollaire 3.7.8.
Pour le (ii), il suffit de montrer que I'application est injective puisque les deux FE-
espaces vectoriels sont de dimension (?) : par le Corollaire 5.2.6 pour celui de gauche
et en utilisant le (ii) de la Proposition 5.1.2 pour celui de droite. Autrement dit
il suffit de montrer que &, envoie I'unique extension non scindée de FE’I“”(L*(SOC .
A),nr,) par L(—\) @g 7 (W) vers une extension non nulle de (¢, I')-modules a
droite. Cela découle facilement du Théoreme 3.7.1 appliqué a la série principale
(IndGL"(Q”)(—/\) ®p nry,)* (qui contient 'unique extension non scindée ci-dessus, cf.

B~ (Qp)
(206)) avec le (ii) de la Proposition 2.3.4 appliquée avec 7’ = 0. Enfin le (iii) résulte
facilement de [16, Cor. 5.16] avec [18, Th. 1.3] et de [10, Prop. 3.3.2]. O

Rappelons que les “hypotheses standard de Taylor-Wiles” dans le (iii) du Théoreme
5.4.4 sont les suivantes (cf. par exemple [18, § 1]) : p > 2, F'//F" non ramifié avec
Y1 ¢ F, G quasi-déployé en toute place finie, U, hyperspécial en toute place finie v
de F inerte dans F' et p(Gal(F/F({/1))) adéquat ot1 5 est la réduction (irréductible)
de p modulo p.

Terminons ce paragraphe avec le cas important dimp W = 3 et N2 # 0 sur D
(certains résultats étant démontrés dans les paragraphes suivants). Quitte a tordre D
par un caractere de Q,', on suppose de plus ¥ non ramifié, i.e. on a pour un ¢ € E* :

o(fs) = cfs N(fs) = fo
(221) D=Efi®Ef® Ef; o(f2) = cp~'fo N(f:) = h
p(fi) = e ?h N(fi) = 0
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et 7°(W) = St5° ®g (nr(c) o det) ou St5° est la représentation lisse de Steinberg de
GL3(Q,). On vérifie alors que D, (A, W) est (& isomorphisme pres) 'unique (¢, I')-
module de de Rham de la forme :

De1—e2()‘v W) = (RE(‘ : ’2) - RE(’ : D - RE) ORp RE(m27h2 nr(cil))

) DO W) = (Ri(|- [F) — Ri(|- ) — Rir) @rep R (510 nr(c=2)

ou D; — D, désigne une extension non scindée du (¢, T')-module Dy par le (¢, T')-

module D;. Les représentations 7%(\, W) ont été construites dans [10, § 4.5]. On
rappelle juste ici qu’elles sont dans la catégorie C , du § 4.1 et ont la forme :

(223) C104,1 — Oa,Z — Ca,S I Coa,4 I Ca,5

ou C,; est irréductible si i € {1,3,5} et est une somme directe de deux irréductibles si
i €{2,4} (cf. [10, § 4.1] ot C,,; est noté CiwCysii e {2,4}), et on C; — Oy désigne
encore une extension non scindée de Cy par Cy. De plus on a F,,(C;) = Ex(X-1) ®p
Hom(, 1) (Da(Cas), —) avec Do(Coi) = Rp(z> 2| - |2 nr(c™?)) si i € {1,3,5} et

a = ey — ey, Do(Cosi) = Rp(a® M) . |2 nr(c2)) sii € {1,3,5} et a = ey — es,
Da(Cay) = 08 € {2,4}.

Soit p, : Gal(Q,/Q,) — GL3(E) semi-stable de poids de Hodge-Tate hy, ho, hs et
module de Deligne-Fontaine D comme ci-dessus. On suppose de plus que le (¢, I')-
module sur R associé a p, vérifie les hypotheses de généricité dans la derniere partie
de [14, § 3.3.4] (que I'on ne rappelle pas ici, elles sont par exemple satisfaites lorsque
p >3, hi =hy+1=hs+2et p, admet un réseau stable dont la réduction p, a
tous ses sous-quotients de dimension 2 non scindés, cf. [14, Prop. 3.30 & Prop. 3.32]).
Alors dans [14, § 3.3.4] est associé & un tel p, pour a € S une extension non scindée
™(pp) € ExtéLn(@p)(wa()\, W), L(—\) ®g 7>°(W)) ne dépendant que de p,,.

Les deux théoremes suivants résument 1’essentiel de ce qui est connu dans la direc-
tion de la Conjecture 5.3.1 lorsque dimg W = 3 et N2 # 0.

Théoréme 5.4.5. — Supposons dimp W =3 et N? # 0.
(i) On a Fo(m*(A\,W)) =~ Ex(x-2)®g Hom, ry(Da (X, W), —).
(i) L’application (216) pour " = (X, W) est un isomorphisme.

Théoréme 5.4.6. — Supposons dimgy W =3 et N2 # 0.

(i) Pour tout p, : Gal(Q,/Q,) — GL3(E) semi-stable comme ci-dessus, la
représentation w*(p,) détermine hy, ho, hs, D, Fily*(p,) et ne dépend que de
ces données.

(i) Soit U®, W, p wvérifiant les points (i), (ii), (i) du § 5.3 et tels que
hi = he + 1= hg+ 2, U, est mazimal si v|p, v # @, p est absolument irréductible et
les sous-quotients de dimension 2 de plgar,r,) sont non scindés (cf. [14, Th. 1.1]).

Alors on a une injection GL3(Q,)-équivariante :

®d(U?,p)

(772 (pg) DrL—npr=m) T2 *(pg)) ® "t odet — S(UC, W)™ [m,].
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Le (ii) du Théoreme 5.4.6 est déja dans [14, Th. 1.1] (et ne contient donc rien de
nouveau). Lorsque hy, ha, hs ne sont plus nécessairement consécutifs, il est con-
jecturé dans [14, Conj. 1.2] que la somme amalgamée (7% (pg) BL(—\)@preW)
27 (p5)) @ €™t o det se plonge encore dans S, W#)2m,]. Le (i) du Théoréme
5.4.6 sera montré au § 5.5. Notons qu'il dit que les représentations 7*(p,) et [(F, o
&) HFil™ (p,))] contiennent ezactement la méme information, et la conjecture qui
suit (purement locale) est donc tres naturelle.

Conjecture 5.4.7. — Pour tout p, : Gal(Q,/Q,) — GL3(E) semi-stable comme
ci-dessus, on a 7 (pp) =~ [(Fu 0 Ea)HFILL™(pp))]-

On termine ce paragraphe avec la preuve du Théoreme 5.4.5 (voir § 5.5 pour celle
du (i) du Théoréme 5.4.6). Quitte & tordre 7*(\, W) et 7°°(W) par un caractére non
ramifié, on peut supposer ¢ = 1 (cf. la derniere assertion de la Remarque 2.3.7) et par
symétrie, il suffit de traiter le cas a = e; — e5. On commence par la preuve du (i).

Etape 1

Par I()222) et le paragraphe qui le suit, D, (A, W) est I'unique (¢, I')-module sur Ry de
de Rham de la forme Dy(Co5) — Da(Cas) — Da(Cay). Berivons Cy; = CL, & C2,
si i € {2,4} avec les deux facteurs directs irréductibles. En utilisant par récurrence
le Théoreme 4.1.6 en partant de 7' = C,, 5 puis en considérant successivement 7" =
Cly 1" =Chy " = Cos, " = Cly, 1 = C%y et @ = Cyy (et en augmentant
7" a chaque étape via le Théoreme 4.1.6) on obtient F,(7*(\,W)) ~ E(x_))®g
Hom(%p)(ﬁa()\, W), —) olt Da(A, W) est un (¢, I')-module sur Ry sans torsion de
la forme D,(Chs) - - Da(Cas) - - Da(Can), la notation Dp -- Dy désignant une
extension quelconque (i.e. possiblement scindée) de Dy par D;.

Etape 2 B

On montre que toutes les extensions dans D, (A, W) sont non scindées. On com-
mence par D, (Cy3) -~ Do(Cyh1). On note I & (Indéﬁ"@%%h (@,)(5a - A))™ et
= déf Lp, (Q _ an (.3 :

I'= (IndBf((Bp%LPa(Qp)(—sa A @e (|- [7'®]-|®1))™ (ou selon la notation usuelle

on voit —s, - A comme caractere algébrique de 7'(Q,)). Par [10, Lem. 3.1.2(i)] on
a une unique représentation de Lp, (Q,) sur E de la forme [ — L(—\)p, — 7. En
fait, si 'on note Dy = Ef; & Ef; le module de Deligne-Fontaine de dimension 2
oit {90(]3) = | {N(f2) = h

p(fi) = p'fi \WN(A) = 0
sociée, on a [ — L(—=A)p, — T ~ 7((A\1,\2), W) g (—A3) ou X est le produit
tensoriel extérieur d'une représentation de GLy(Q,) et d'une représentation de Q.
Un examen de la preuve de [10, Prop. 4.4.2] montre que 'on a une injection :

et Wy la représentation de Weil-Deligne as-

G(Qp ~y\ an
m— (Indf' %) (1 — L(=\)p, — 7))
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ou 7 est une représentation dans C), de la forme 7” - - - (C’a,l — Cho— Cag,)

avec les constituants de 7 tous de la forme F5_ (L™ (w - \),7¥) pour des 7 non
génériques. Il résulte du Théoreme 4.1.6 que 'on a :

Fa(ﬂ-) = EOO(X*))@E HOH’l( ) (Da(ca 3) - Da(Ca 1) 5 _)
et du Théoréme 3.7.2 suivi du (i) du Théoreme 5.4.2 que 'on a :

Fo (md5%) (1= L(-X)p, — T))™)
~ Fol(x-2) Qp Hom, 1) ( Da(ca,?)) - Da(c@vl) 7_)

ot Dy (Cy3) — Do(Cy 1) est 'unique extension non scindée ([51, Prop. 2.15] et [52,
Th. 5. 11]) Par le (ii) de la Proposition 2.3.4 (appliquée avec 7" = 0) l'injection
(Ind (I L(—=X)p, — 7)) induit une surjection de (¢, I')-modules :

Da(Ooc,?)) - Da(Ca,l) - Doe(coc,3) - = Da(CaJ)

qui doit donc étre un isomorphisme. La preuve pour la deuxieme extension
Dy (Ca5) - - Do(Cy3) est analogue en remplagant [ — L(—\)p, — J par son tordu
par le caractere |dete| ™ Mg |- |? de Lp, (Q,) (cf. [10, Prop. 4.4.4]).

Etape 3

On montre que D, (A, W) est un (¢, I')-module de de Rham. Soit 7 une extension dans
Extgy,, @) (T A W), L(—=X) ®p 7>°(W)) telle que I'on a une extension non scindée
o L(—=\) @ m°(W) — C4,1 en sous-objet de m (c’est possible par [10, § 4.6]). 11
résulte de [10, § 4.1 & Prop. 4.6.1 & Lem. 5.3.1 & (53)] avec [12, Cor. 2.5] (on laisse
les détails faciles au lecteur) que 'on a un isomorphisme :

(224) - =~ ff;;, (Ul(g) D) L~ (N py 18 St5°)

ol St5° est la représentation de Steinberg lisse de GL2(Q,) et 7" a tous ses constituants
de la forme FS (L~ (w-\), %) pour des 7% non génériques. Il résulte du Théoreéme
4.1.6 que l'on a F, (7" --7') = F,(7), d’ont par (224) et le (i) du Corollaire 3.7.8
Fo (") o Eoxo(x-2)®g Hom, ry(REg(2? "), —). Autrement dit, par le Théoréme 4.1.6
appliqué a 7 on a F,(7) ~ Eo(X-x)®g Hom, r)(Da(m), —) avec Do (7) de la forme :

Rig(z>7"2] - *) — Rp(2*™"2| - |) — Rp(z*™M) = Dy(\, W) — Rp(a> 1) /(t"7"2).
Or, c’est un exercice facile en utilisant 2 — hy < 2 — hy et ’'équivalence de catégories
exactes entre modules filtrés et (p,')-modules de de Rham ([4, Th.A]) de vérifier
que toutes les extensions de Rp(2*") par Rp(z> 2| - |2) — Rp(z®"2|-|) sont des

(¢,T)-modules de de Rham (et méme semi-stables). En particulier, Du(\, W) est

aussi de de Rham (car Do (X, W)[1/t] = Do(m)[1/t], cf. la discussion avant (197)).
Cela termine la preuve du (i) du Théoreme 5.4.5.
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On démontre maintenant le (ii) du Théoreme 5.4.5. Comme les deux es-
paces sont de dimension 3 (utiliser le (ii) de la Proposition 5.1.2 pour celui de
droite), il suffit de montrer linjectivité de &,. Si m est une extension dans
ExtéLn(Qp)(ﬂa()\, W), L(=\) ®g nm(W)), par le Théoreme 4.1.6 (ou le Théoreme
4.1.5) et le (i) on a F, (1) = Eu(x-x) ®p Hom(, 1y(Dqa(7), —) pour un (¢, I')-module
D, () qui est une extension de Rp(x?~h)/(t"1="2) par D,(\,W). En procédant
comme dans 'Etape 3 de la preuve du (i), il suit de [10, § 4.6] qu’il existe une
base 1, 2, m3 de Extgy (@) (TN W), L(=A) @p 7°(W)) telle que m; contient en
sous-quotient une representatlon indécomposable 7} de la forme :

T L L(=X) @p (W) — Can
™ o L(=)\) @ m® (W) — Ch2 — Ca3

e éf L(—A)@E’/TOO(W)— ,174—00[75.

De plus, on a des isomorphismes par [10, § 4.1 & Prop. 4.6.1 & Lem. 5.3.1 & (53)]
avec [12, Cor. 2.5] :

- ]—“]% (U(g) D) L~ (V)p,, 18p St5°)

. Lpg(Qp) — o0
- -my = Fp(U(0) @y L Wess (Indg g 00, o -7 @1 @1)7)

wf -y e FO(U(0) @y L (Va7 B (S8 ©p |dets])

Py

ot dety est le déterminant pour GL2(Q,) et 7/ n’a que des constituants FS (L™ (w -

A), %) pour des 7% non génériques. On en déduit facilement comme dans I’Etape 3
avec le Théoreme 4.1.6 et le (i) du Corollaire 3.7.8 que D, (m;) est une extension non
scindée de Rg(z?~M)/(th="2) par D, (A, W) de la forme :

Do(m) =~ Rp(z*™"2[-[*) — Rp(a? 2| |) — Rp(z*"2) — Rp(z*™)/(t" ")

Do(m) =~ Rp(a*™"2]-?) — Rp(a® 2| [) — Rp(2*""2)
—~
Rp(a®~M)/(t" ")

Do(ms) =~ Rp(x>"2[-?) — Rp(@® "] [) — Rp(a®"?).
——

Rp(z*M)/(th ")

)

Les trois extensions D, (m1), Du(m), Dg(ms) forment clairement une base de
Ext%%F)(RE(a:Z*hl)/(thl*’”),Da()\, W)), d’ou le résultat.

5.5. Preuve du Théoréme 5.4.6. — On montre le (i) du Théoréeme 5.4.6 en uti-
lisant les résultats de 'appendice (Proposition 6.2.10). La preuve est essentiellement
indépendante des autres résultats de cet article.
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On conserve les notations des paragraphes précédents. Soit D un (¢, ')-module
(libre de rang fini) sur R et Wi(D) le Biz-module avec action semi-linéaire de
Gal(Q,/Q,) associé (cf. § 5.1). 1l suit de la définition du foncteur (exact) Wi que
'on a des applications canoniques pour ¢ = 0,1 (et méme pour tout i, cf. [51, § 2.1]
et [52, Th. 5.11)) :

(225) Hi, r)(D) — H'(Gal(Q,/Qy), Wik (D))-

En composant (225) & droite avec I'application déduite de Wik (D) — Wik (D)/(1),
on définit :

déf —
(226) Hyyp (D) = ker (H, (D) — H'(Gal(Q,/Qy), Wir(D)/(1)))-
Rappelons qu'un (@,_T)—module D sur Ry est dit de Hodge-Tate si le rang de D est
dimp 3",y H(Gal(Qy/Qy), W (D)1 Wi (D)).

Lemme 5.5.1. — Supposons D de Hodge-Tate et soit D" un (¢, ')-module extension
de Rg par D. Alors E[D'| C Hr(D) si et seulement si D' est de Hodge-Tate.

Démonstration. — La suite exacte 0 — D — D’ - Rr — 0 induit une suite exacte
de Biz-modules avec action semi-linéaire de Gal(Q,/Q,) :

0 — Wir(D) — Wi(D') — Big ®q, E — 0
qui (en regardant la multiplication par ¢ € Bjy) induit une suite exacte :
0 — Wik(D)/(t) — Wir(D")/(t) — Bir/(t) ®g, £ — 0.
On en déduit un diagramme commutatif (avec H'(—) pour H'(Gal(Q,/Q,), —)) :

0 — HY (D) — H (D) » B HY, (D)
Wi (D) Wi () Wi (D)
0 — H' (%) H (Z457) E HY (Z87)-

Comme limage de E dans la fleche du haut a droite est E[D'] et comme

H°(Gal(Q,/Q,), t'Biz /t™™ Biz) = 0 sii # 0, on en déduit facilement le lemme. [
déf déf déf

On pose ky = hy —2, kg = ho— 1 et k3 = hg, on adonc ky > ko > k3 (et kj = —\;

avec les notations du § 5.3). Soit D; de la forme Dy ~ Ry(e2x*) R (exk?)

(i.e. une extension non scindée). C’est un (¢, I')-module de de Rham, et méme semi-
stable. De plus, par [14, (2.2)] le cup-produit induit un diagramme commutatif
d’accouplements :

Ext{,r(Re(2™),D1) x  Ext{,p(D1,Dy) Y. E

(227) | dl |
Ext{,(Re(@*),D1) x Ext{, (D, Re(ez*)) Y. F
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ou lapplication x est surjective et l'accouplement du bas est parfait ([14,
Prop. 2.3(2)]). Soit k) Yy + (ka2 +1 — k3), on a aussi un diagramme commutatif
d’accouplements parfaits (noter que k} > ko et rappelons que ky + 1 > k3) :

Ext{,r(Re(2™),D1) x Ext{,p (D1, Re(ez*2)) Y F

(228) | il H
Ext{,r(Rp(z**1),Dy) x Ext{, (D1, Rp(ez*)) Y F

qui se déduit des accouplements parfaits ([47, § 5.2]) :

_ U -
H(I%F)(Dl(x k3)) X H(l%r)(Dlv(gxkz)) N HZP’F)('RE(E:UM kg))

| w |

_1— , U -
H(lw,F)<D1($ 1 kz)) X H(I@,F)(Di/<5xk2)) - H(Q(p,l")<RE(€xk2 k3))

ot DY est le (¢, I')-module dual de D; (notons que DY (e2*2) o~ Dy (z=17F2)Y (egh2~Fs)).
Lemme 5.5.2. — (i) On a les égalités :
dimp Ext(,  (Rp(z"7), D) = dimg Ext(, (D1, Rp(e2*2)) = 2.

(i) Dans le diagramme (228) l'application u est surjective et l'application j injective.

Démonstration. — Le (i) se déduit facilement de [51, Prop. 2.15] et [52, Th. 5.11]
(qui incluent le cas p = 2). Montrons le (ii). Soit D « Dy(z717%2) et Dggr(D) le
E-espace vectoriel filtré de dimension 2 associé au (¢, I')-module de de Rham D (par
exemple par [4, Th. A]). On a Fil'(Dgr(D)) = (Fil'(War (D)) @ /) pour i € Z (cf.
(51, Def. 1.17]) ott War(D) = Bar® 52 Wik(D) = Wi (D)[1/#] avec W (D) comme
au § 5.1 et Fil'(War(D)) = t'Wji (D) (en particulier Fil’(War(D)) = Wi (D)). La
forme de D montre que, pour i € Z, on a Fil'( Dar(D)) = Dar(D) sii < —(k1—ky+1),
Fil'(Dggr(D)) est une droite si —(k; — k2 + 1) < i < 0 et Fil'(Dgg(D)) = 05si 0 < 1.
Comme D est de de Rham, on a un isomorphisme compatible a Gal(Q,/Q,) et aux
filtrations Bar ®g, Dar(D) = War(D), d’olt on déduit par ce qui précede :

Wik(D) = Y #Bf; g, Fil'(Dar(D))

i+j=0

(230) ~ Bfy®q, E ® t" Bl ®q, E.
Utilisant le Lemme 5.1.1 avec (230) (et H*(Gal(Q,/Q,), t! Biz /t' T Biy) = 0si j # 0),
on obtient dimp H), 1 (D/(¢*>7*%1)) = 1. On a par ailleurs une suite exacte :
(231) 0 — H{,py(Dy(z™"7*2) ftRe ) — H o (Dy (7)) = Hi,py(Dy(a7772)).

Comparant (231) et (229), on déduit de ce qui précede dimpgker(u) = 1. Par [14,
Lem. 2.2], on a dimg Exté%r) (Re(z*2), D) = 3, ce qui implique finalement la surjec-
tivité de u par (i). La preuve de l'injectivité de j est analogue et laissée au lecteur. [
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On note Dy 'unique (¢, I')-module de de Rham de la forme (cf. (222)) :
RE(EEQIL'IC?fl) — RE<€CEk2) — RE({L‘k2+1)
~ (Re(|- ") — Re(]-]) — R ) ®rg Rp(a™7).

Proposition 5.5.3. — Soit D une extension de Rp(x*) par Dy telle que N? # 0
sur Dar(D) = Dg(D) (cf. [51, § 1] pour les notations, cf. aussi la preuve du (ii) du
Lemme 5.5.2) et notons u(D) le “pull-back” de D le long de Rg(z*?*1) — Rp(z*).
Alors le dual u(D)V est une extension (non scindée) de Rp(c 2x=")/(tFr=FT1) par
Dy .

Démonstration. — Notons que par [28, Lem. 3.2] I'hypothése N? # 0 sur Dqr(D)
implique que le (¢,T')-module en sous-objet D; n’est pas cristallin. L’application u
en (228) s’inscrit dans un diagramme commutatif :

Ext'(Rp(z*s), Rp(e%a})) —— Ext(Rp(z*s), Dy) Ext'(Rp(z*s), Rp(ca?))
Ext(Rp(z*211), Rp(e?2h)) —= Ext(Rp(zF*1), D)) —— Ext(Rp(z*t1), Rp(cxk?)).
Via les isomorphismes Ext%%r) (Re(2%), Rp(exh?)) =~ H(l%r) (Rp(exk27hs)) et

Ext(,ry(Re(e®™), Rp(ea®)) ~ H, 1y (Re(ex™)), uy est Vapplication naturelle ;

(¢
(232) (O H(l%r) (Rp(exk27Fs)) — H(l%r) (Re(sz™))
ot dimp H(, y(Re(ex" 7)) = 2 et dimp H, ) (Re(ez™")) = 1. Un argument

comme dans la preuve du (ii) du Lemme 5.5.2 (en plus simple) donne que u; est sur-
jectif. Par ailleurs il suit facilement de [51, Prop. 2.7] que dimp H j(Rp(ex*> 7)) = 1
et Hy(Rp(ex™)) = 0, de sorte que Hj(Rg(ex*7*)) est inclus dans le noyau de
(232), et qu'il lui est méme égal puisque u; est surjectif en comparant les dimen-
sions. Donc ker(u;) s’identifie aux extensions qui sont cristallines. Comme N? #

0 sur Dqygr(D), le quotient Rp(ex*?) — Rp(ex*) de D n’est pas cristallin. Par
le diagramme commutatif et la discussion ci-dessus, on en déduit que le quotient
R (exk?) — Rp(ex*2™) de u(D) est une extension non scindée, i.e. u(D) est de la

Re(ex?) Re(xF*1) et donc :

forme Rp(e%2™)

(233) u(D)Y ~ Rp(z7%1) — Rp(e71z™F2) Rp(e2x ).

Comme u(D)" est de de Rham avec en quotient D qui n’est pas cristallin, on
en déduit facilement que le “pull-back” de u(D)V le long de Rp(e 2z *2t1) —
RE(e72x7") est isomorphe & Dy, puis le résultat. O

On note Extir(Dy, D) (resp. Ext;(Dl,Dl) C Extyp(D1, D)) le sous-E-
espace vectoriel de Ext%%F)(Dl,Dl) des extensions qui sont de Hodge-Tate
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(resp. de de Rham). En voyant un élément de Ext%%F)(Dl,Dl) comme un

(p,T)-module D; sur R/ Y Rp ®p Ele]/(€*) qui déforme D;, on définit

Exty(Dy,D;) C Ext(lwp)(Dl,Dl) comme le sous-espace des extensions telles
~ déf
que /\%’E[e]/(e?)Dl ~ A%, Dy ®p Ele]/(¢?). Enfin on pose Extyp,(Di,Di) =

Extyr (D1, Dy) NExty, (D, Dy).

Lemme 5.5.4. — On a dimpg Exty(Dy, D1) = 3 et dimp Extyyp 4 (D1, Dy) = 2.

Démonstration. — Soit 51 une déformation de D; sur Ry (2, les poids de Sen de

D, sont de la forme (k1 + 2+ dye, ko + 1 + dye) pour (dy,dy) € E?, ce qui donne une
application E-linéaire naturelle :

(234) Ext{, (D1, D1) — E%, [Di] — (dy, do).

Montrons que cette application est surjective. Si Dy est cristallin, cela suit facilement
de [2, Prop. 2.3.10] appliqué au raffinement Rp(ex®*!) — Rp(e22*~1) de D;. Si
Dy est (semi-stable) non cristallin, pour tout (dy,ds) € E?, en utilisant [14, Th. 2.7]
(appliqué a D) il n’est pas difficile de trouver D, € Ext%w7r)(D1, D) triangulin de
parametre (gl, 32) tel que (k1 + 2 + dye, ko + 1 + dae) sont les poids de Sen respectifs
de gl, 52 (la condition dans loc.cit. sur gl, 52 donne en fait ici une condition vide sur
dy,dy). On a par ailleurs [Di] € Exthp(Dy, D) si et seulement si di = dy = 0 :
utiliser par exemple que 1'on peut toujours tordre D; par un caractere non ramifié
pour le rendre étale, donc provenant d’une représentation galoisienne de Hodge-Tate.
Comme dimpg Ext%%r)(Dl, D;) = 5 ([14, Lem. 3.5]), on obtient la premiere égalité.
Pour la deuxiéme, notons que la restriction de (234) & Exty(D;, D;) a pour image la
droite {(z, —x),r € E} — E?. Comme dimy Ext},(D;, D1) = 3 ([14, Lem. 3.9]), on
en déduit dimg Extyyp ,(D1, Dy) = 2. O

Lemme 5.5.5. — On a dimg Extyyp (D1, Rp(ez”?)) = 2.

Démonstration. — L’isomorphisme Ext(w Dy, Rp(ex*?)) ~ H} ,F)(Dlv(ex’”)) in-

( (¢
duit un isomorphisme Extj(D;, Rp(ex® )) HT(DV(ex’“Q)). Par ailleurs une

preuve analogue & celle de (230) donne Wi (DY (ex*2)) ~ (Bl @t~ +1=R) BT Y ®q,
E, qui implique en particulier (avec H*(Gal(Q,/Q,),t' Bix/t/*'Biz) = 0si j # 0) :

dimg H' (Gal(@,/Q,). Win (D} (e2)) /(1)) = 1.

Comme dimpg Ext%%r)(Dl,RE(ex’”)) = 3 (cf. [14, Lem. 3.5]), on en déduit
dimg Extyp (D1, Re(ex®2)) > 2 par la définition de Hj(DY(s2*2)). Par ailleurs,
I'injection (venant de Dy — Rp(exk?)) :

EXt%%F) (RE(gka)’ ReE (gxb)) — Ext%so,r) (Da, RE(€$k2>>
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induit un isomorphisme (en utilisant que tout sous-(¢, I')-module d'un (¢, I')-module
de Hodge-Tate tel que le conoyau n’a pas de torsion est encore de Hodge-Tate) :

(235)  Extip(Re(ez™), Rp(ex*?)) ~ Extip(D1, Rp(ez®2)) N EXt%%F)(RE(Exb), R (ex*?))

(le terme de droite est clairement inclus dans celui de gauche, qui a seulement dimen-
sion 1, d’ou un isomorphisme). Comme par ailleurs :

Extyp(Re(ex*), Rp(ex™)) ~ Exty(Rp(ex™), Rp(ea®)) ~ H, (Rp) € Hl,(RE),
il existe des extensions de Rp(ex*?) par Rp(ex*?) qui ne sont pas de Hodge-Tate,
d’ott on déduit par (235) :

Extyyp (D1, Re(ex™)) C Ext(, (D1, Re(ez™)).

Cela implique dimp Extp(Dy, Re(ex)) < 2 et termine la preuve. O

Remarque 5.5.6. — Si D est un (p,I')-module et D’ un sous-(¢, ')-module de
méme rang que D, alors D’ de Hodge-Tate n’implique pas D de Hodge-Tate (con-
trairement au cas de Rham). Par exemple, si D est une extension Rg par Rg qui
n’est pas de Hodge-Tate, son “pull-back” le long de "R — Rpg est de Hodge-Tate
pour tout n > 0.

Comme pour (235), on vérifie que la surjection x en (227) induit une suite exacte :
(236) 0 — Extyp(D1, Rp(e?2™)) — Bxtip(Dy, D1) — Extip (D1, Re(ex®?)).

Lemme 5.5.7. — (i) On a Exty(Dy, Rp(e*2*")) = Extyp(Dy, Rp(e?24)).
(i) Supposons Dy mnon cristallin, alors dimg Extyp(Dy, Re(e?2®)) = 1 et
Uapplication k en (236) est surjective.

Démonstration. — (i) Notons d’abord que Extl(D;, Rg(e?2™)) ~ H(DY (e22%1)) ot
x € {(¢,T),9,HT}. Considérons les applications naturelles :

(287) HE, py(DY (22")) — H (Qal(@,/Q,), Wi (DY (£%2))
— H'(Gal(@,/Q,), Wi (DY (22)) /().

Comme pour (230) on montre Wi (DY (e2z%)) =~ (B @ tF "™ B ) ®q, E, d’olt on
déduit que la seconde application en (237) est une bijection de E-espaces vectoriels
de dimension 1. Par [51, Def. 2.4 & Lem. 2.6] on en déduit (i).

(ii) Supposons D; mnon cristallin, comme Dj(e'z™) ~ Rg(e) — Rp(z*2~F)
est aussi (semi-stable) non cristallin, on déduit de [51, Prop. 2.7] que l'on a
HY(Dy(e7'a™™)) = Hp(Dy(e"'z™™)) ~ E. Par ailleurs par [14, Lem. 3.5]
on a dimg H (DY (e*2")) = 2. 1l suit alors de [51, Prop. 2.11] (avec [52,
Th. 5.11]) et (DY (%2*))Y(e) ~ Dy(e7'z™") que l'on a dimg H)(Dy (e*2%)) = 1 =
dimg Exty (D1, Rg(e?2*)). On en déduit le (ii) avec (i), le Lemme 5.5.4 et le Lemme
5.5.5. -
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Remarque 5.5.8. — Dans le (ii) du Lemme 5.5.7, si D; est cristallin on peut mon-
trer que dimp Extyp(Dy, Re(e22F)) = 2, et dans ce cas x en (236) n’est donc pas
surjective (par le Lemme 5.5.4 et le Lemme 5.5.5).

Lemme 5.5.9. — On a im(j) = Extyy(Dy, Rp(ex™)) C Ext,p (D1, Rp(ezh?))
(voir (228) pour j).

Démonstration. — Soit k) comme en (228), on a un diagramme commutatif (en no-

tant & droite H'(—) pour H(Gal(Q,/Q,), —)) :
H(lw,F)(Dlv(Exké)) — i (tké_MW;R(Dlv(mUb))

| d

Hi, (DY (ex*)) ——  H'(Wi(Dy(ex")))  —— H'(Wir(DY(e2"))/(t)).

Comme ki) — ky > 1, on a voj = 0, donc im(j) C Hyip(DY(ex*)). Mais par
I'injectivité de 7 ((ii) du Lemme 5.5.2), le (i) du Lemme 5.5.2 et le Lemme 5.5.5, ces
deux espaces ont méme dimension (= 2), d’ou le résultat. O

Proposition 5.5.10. — (i) L’accouplement du bas en (227) induit un accouplement
parfait Ext{, oy (Rp(x*), Dy) x Extyp (D1, Re(e2®)) 5 E.

(i) Si Dy est non cristallin, on a un diagramme commutatif d’accouplements com-
patible via la surjection u avec le diagramme commutatif (227) :

Ext{,ry(Rp(z®*1), D) x  Extip(Dy, Dy) —— E

(238) | dl |
Ext(,r(Re(z®t1),Dy)  x  Extip(Di, Re(ez*2)) SN 1)

Démonstration. — Le Lemme 5.5.9 et l’injectivité de j ((ii) du Lemme 5.5.2) per-
mettent de remplacer Ext( (D1, Re(ex*2)) par im(j) = Extip (D1, Re(ex*?)) dans
'accouplement parfait du bas en (228), d’ou (i). L’accouplement du haut en (238)
est alors défini en décrétant que ker(x) annule Ext ry(Re(2™*1), Dy). Les dernitres
assertions du (ii) découlent du (ii) du Lemme 5.5. 7 et du (i). O

Remarque 5.5.11. — Dans le (ii) de la Proposition 5.5.10, si D; est cristallin on
a encore un diagramme commutatif comme en (238), mais dans ce cas k n’est plus

. . 1 1 « bl 9
surjective (Remarque 5.5.8) et on ne peut utiliser Extyp (D1, D) pour “caractériser
des vecteurs dans EXt%Lp,F) (Rg(xk2*Y), Dy).

En remplagant D; par une extension (semi-stable) non cristalline Dy o~
Rp(exk?) — Rp(z*), on obtient la proposition suivante par des arguments
similaires.
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Proposition 5.5.12. — (i) L’injection Rp(*x") — Rp(e?x*2~1) induit une ap-
plication surjective :

' Ext{, ry (D2, Rp(e%2™)) — Ext{, (D2, Rp(e*2™7)).

(ii) Soit D une extension de Dy par Rg(e2x®) avec N? # 0 sur Dar(D) = Dy (D)
et u'(D) le “push-forward” de D le long de Rp(e2xk) — Rp(e?x*2~1), alors /(D)
est une extension (non scindée) de Rp(x*?)/t*+1=Fs par Dy.

(#i) Le diagramme commutatif d’accouplements (cf. [14, (2.8)]) :

Ext{,r (D2, Re(e22™))  x  Ext{,(Da, Ds) Y. B

H | H

EXt( F)(D27RE( 2 kl)) X EXt (RE(?:Q; ) DQ) —> E

induit un diagramme commutatif d’accouplements :

@]

Exté%r)(DQ,RE(g%krl)) X Extiyp(Ds, Ds) — > FE

H | H

EXt%@,F)(D%RE(ngkQ_l)) X EXtHT(RE(@C 2), Dy) Y F

ou l'application k est surjective et ['accouplement du bas est parfait.

Par [14, Lem. 3.29], il existe a € E* et une représentation p; : Gal(Q,/Q,) —
GLy(E) tels que Dy ~ Dijg(p1) ®@ry RE(nr( )) (ot Diyig(p1) est le (o, I')-module

sur Rp associé a p;). On note 7r“m(D1) = 7(p1) ® nr(a) o det ou " (py) est la
représentation localement analytique de GL2(Q,) associée a p; via la correspondance
de Langlands localement analytique pour GL(Q,) ([25], [26]). On suppose que p;
admet un Op-réseau invariant dont la réduction p;y satisfait [14, (A.2)]. Par [14
Prop. 3.30], on a alors une bijection naturelle :

(239) pLL : Ext(, (D1, D1) — Exteyp, g, (7" (D1), 7 (D1)).

Noter que la normalisation de la correspondance de Langlands localement analytique
(ou p-adique) que l'on utilise ici est celle de [14, § 3.2.3] tordue par le caractere
e 'odet. Explicitement, notons Hom( ', E) les morphismes de groupes continus pour
la structure additive sur E, et soit 0 # n € Ly (D; : RE( 2zk)) € Hom(Q), E)

. 9 . . 1 ¢ i 1,
(cf. [14, Cor. 2.9] et noter que D est determlné par e2zM | ex*? et n), alors on a

T (Dy) ~ m(v12,m) ® € o det ou 1y 2 = (kl, ko) et la représentation m(vy9,n) est la
représentation localement analythue de longueur finie définie dans [14, (3.26)] (notée
(A, ¢) dans loc.cit.).

Si V, W sont des représentations admissibles dans Rep%'(GL2(Q,)) telles que le
centre Z(gl,) de U(gl ) (resp. le centre Zgr,(Q,)) agit sur V, W par le méme ca-
ractere, on note Extl (W, V) (resp. Exty, (W, V), resp. Extilnﬂ 7(W,V)) le sous-espace
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de ExtéLQ(Qp)(VV, V') des extensions sur lesquelles Z(gl,) (resp. Zar,(Q,), resp. Z(gl,)
et Zar,(Q,)) agit par ce caractere.

Proposition 5.5.13. — Avec les mnotations précédentes, supposons de plus
Endg. @, 0, (P1) = ki, alors (259) induit une bijection :
(240) Extir (D1, D1) — Ext! (7*(Dy), 7" (Dy)).

inf

Démonstration. — Par (260), la deuxieme partie du (i) du Lemme 6.2.2 (en tor-
dant par ¢ o det) et [14, Lem. 3.25(2)], on a si 7 est lisse Exty (7™ (Dy), 7™ (Dy)) ~
Exti  (7*"(Dy), 7"(D;)). Si 7 est lisse, par [14, Lem. 3.11(3)] et le Lemme 5.5.4 on
a aussi Exty(Dy, D1) ~ Extyp(Dy, Dy). La bijection en (240) découle alors de [14,
Lem. 3.28] dans ce cas.

Soit 7(pr) la repésentation de GLy(Q,) sur kg associée a py via la correspondance
de Langlands modulo p (normalisée de sorte que le caractere central de m(py) est
g det(p,)), et T(p1) la repésentation de Banach unitaire de GLy(Q,) sur F associée
p1 via la correspondance de Langlands p-adique. On utilise les notations de [14, § A.2].
Comme Endg, g, /q,)(P1) = k& (le corps résiduel de £), on a comme en [14, (A.7)] un

isomorphisme Def 51 ortho = Def (noter que notre 7(p,) est celui de loc.cit. tordu

par £ 'odet, ce qui est sans conséquence). Soit ¢ « det(py), alors (e~ est le caractere
central de 7(p;). Comme en [14, (A.9)] (on utilise ici aussi Endg, g /g, (P1) = ki),

-1 ~ ¢ A ¢e™! ¢ =
1) ortho = Def,- ou Defﬁ(m,Olrtho (resp. Def?) désigne le
sous-foncteur de Def(57) ortho (resp. de Defr) des déformations avec caractere central
égal & (e7! (resp. avec déterminant égal & (). Par le méme argument que dans la

preuve de [14, Cor. A.2], on voit que le foncteur de Colmez V induit une bijection :

on a un isomorphisme Deffri

(241) V : Exty(T(p1), 7(p1)) — Exty(p1, p1)

ot Ext,(p1, p1) désigne les déformations de p; sur Ele]/(¢?) de déterminant (. Par la
preuve de [14, Prop. 3.30], on en déduit facilement que (239) induit un isomorphisme :

(242) Exty(Dy, D1) — Extgyp,g,).2(7*"(D1), 7 (D))

Soit p, € Exty,(p1,p1), et @ I'image réciproque de p; via V. Par [26, Th. I11.45], on
a un morphisme équivariant sous l'action de GL2(Q,) :

(243) Me.-1(D(pr)o) — 7/7002(@)

dont les noyau et conoyau sont de dimension finie sur E, ou D(p;)o est le (¢, T')-
module continu de p; et le foncteur Il;..-1 est comme dans loc.cit. Comme 7 est
isomorphe & une extension de 7(p;) par m(p;), on voit (par la structure de 7**(D;))
que 72(@) = 0 et que 7 n’a pas de quotient de dimension finie équivariant sous
'action de GL2(Q,). Donc (243) est une application surjective Il..-1(D(p1)o) — 7.
Par [29, Th. 3.3] (qui fait 'hypothése que p; est absolument irréductible, mais le
méme argument s’applique au cas ou Endgag, (p1) >~ E), si p; est de Hodge-Tate
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alors IT;.-1(D(p1)o)™ a un caractere infinitésimal, donc 7" aussi par ce qui précede.
On en déduit que I'inverse de V induit une injection (ot 7**(p1) = 7(p1)*") :

(244) Extyr 4 (p1, p1) = Bxtiye 2 (7™ (p1), 7 (p1))-
Donc (242) induit une injection :
(245) Extyp 4 (D1, D1) < Exti ,(7**(D1), 7 (Dy)).

En outre, il est clair que Ext (D, D1) n'est pas contenu dans Exty(Dy, Dy) (cf. [14,
Th. 2.7 & Lem. 3.11(2)]). Par [14, Lem. 3.11(3)] et le Lemme 5.5.4, on en déduit :

Ex’c;(D17 Dy) + Ext%{Tz(Dl, Dy) = Extlp(Dy, Dy).

L’injection (245) combinée avec I'injection (260) ci-dessous et le premier isomorphisme
de [14, Lem. 3.28] induisent alors une injection :

(246) Extyr (D1, D) < Exti (7*(Dy), 7" (Dy)).

inf
En comparant les dimensions (par le Lemme 5.5.4 et le (i) du Lemme 6.2.2), on voit
que (246) est une bijection. O

On note St3° (v 2) & L(vy2) ®g St3° ou L(vy2) est la représentation algébrique de
GL3(Q,) sur E de plus haut poids vy 5 (par rapport au Borel supérieur de GLy(Q,)),
y ¢ (K1, ko, k3) = =X et v (v) © L(v) ®p vy ol vy « (Indgjif@(@’;) 1)*°/1 pour
i € {1,2}. Par [14, (3.90)] on a une suite de morphismes : Z

(247) EXt%cp,F) <D17 Dl) ;) EXtéLz(Qp) (7T(l/172, 7’]), 7T<1/172, 77))
- EXt%}Lg(@p)(Stgo(Vl,Q)y m(v1,2,7)) — EXt%;Lg(@p)(U;Z— (v), Hl(Va 77)+)

ol la premiere application est (239) (en tordant par e ! o det a droite), ou IT' (v, )™
est la représentation définie au début de [14, § 3.3.4] et ou l'on renvoie a [14,
(3.87) & Lem. 3.42(1)] pour I’application ¢.

Proposition 5.5.14. — Supposons que n ne soit pas lisse, alors ’accouplement par-

fait dans [14, Th. 3.45] induit un diagramme commutatif d’accouplements parfaits
(voir [14, Rem. 3.41] pour 11' (v, n) ):

Bxti,n)(Re(2"), D1) X Bxtor,q,) vy ), 1M wn)*) —— B

(1) g T H

EXt%Lp,F) (RE("L‘k2+1)7 Dl) X EXt%}Lg(Qp) (U;);zl (V)7 Hl(”a Tl)) L> E.

Démonstration. — Par la phrase qui suit [14, (3.90)], la composée en (247) se fac-
torise a travers un isomorphisme :

(249) Ext(,,r) (D1, Ri(2™€)) = Extey, g, (V- (), 1T (v, 7) ).

2
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Par la Proposition 5.5.13, la surjection en (259) et la Proposition 6.2.10, (247) induit :

(250) Ethl-IT(D17D ) _> Ethnf( (V1,27n)7ﬂ-<yl Qan))

— Extiyg(St5°(v1,2), w(11,2, 1)) N EXtGLg(Q )( " (v), 11 (v, n)).

Comme (247) se factorise a travers (249), on voit que (250) induit une surjection (via
le (ii) du Lemme 5.5.7) :

Ethl-IT(Dlv RE (‘gxk2)) - EXt(llLs(@p) (Ulojzf (V)’ I <V7 77))7

qui est un fait un isomorphisme en comparant les dimensions (voir le Lemme 5.5.5 et la
preuve de [14, Prop. 3.49]). Par construction, on a donc un diagramme commutatif :

Extip(Dy, Rp(ex??)) —— EXtGL3(Qp)(U  (v), I (v, n))

! |

Ext(, r) (D1, Ru(ex™)) —— Extayg,) (05 (), 1T )*h).

La proposition en découle avec la Proposition 5.5.10 et [14, Th. 3.45]. O

Par le méme argument en utilisant la Proposition 5.5.12 et un analogue symétrique
de la Proposition 6.2.10, on obtient la proposition suivante.

Proposition 5.5.15. — Soit 0 # 1 € Lry(Dy : Rp(ea™)) € Hom(Q), E) (cf.
(14, Cor. 2.9]), alors l’accouplement parfait dans [14, Th. 3.50] induit un diagramme
commutatif d’accouplements parfaits :

00 U
Ext(, (D2, Re(e?2)) X Extéh(@p)(vpf(u),Hz(y,n’)Jr) —— F

o 1 |

Ext{, (D2, Rp(2™27)) x Extiy, g, (v ()H?(m)) Y. E.

On peut enfin montrer le (i) du Théoreme 5.4.6. Quitte a tordre p, et les
représentations de GL3(Q,) par nr(c™!), on peut supposer ¢ = 1. Soit Dig(p,) le
(p,I')-module de p, sur Rg et Dy (resp. Ds) l'unique sous-(p,I')-module (resp.
I'unique quotient) de Diig(p,) de rang 2, donc E[Dyi(py)] C Ext%wvr)(RE(xk?’),Dl)
et aussi E[Dyg(py)] C Ext( ) (D2, Rp(e?2*1)).  Notons 77(p,)~ T'unique
extension de vp_(l/) par Hl(z/ 77) (avec les mnotations précédentes) telle que

E[re=(p,)"] C ExtGL3(Qp)( > (v),[IY(v,n)) est lorthogonal de E[u(Dyig(pp))]

via l'accouplement parfait du bas de (248) (ou les espaces ont dimension 2). Donc
la représentation 7 ~°(p,)” est unique a isomorphisme pres, et elle détermine
et ne dépend que de u(Dyig(pp)). On définit 727 (p,)” de maniere analogue en
utilisant D, et I'accouplement parfait du bas de (251). La représentation 7%~ (p,)~
détermine et ne dépend que de v/ (Dyig(pp)). 11 suit facilement de la Proposition 5.5.3,
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du (ii) de la Proposition 5.5.12, du (ii) de la Proposition 5.1.2 et de la fonctorialité
dans [4, Th. A] que la représentation 7%(p,)~ pour o € S détermine et ne dépend que
hi, ha, ha, D et Fill®™(p,) (noter que u(Dyig(pp))Y @, Ri(e3271T727F) est isomorphe
au (p,T')-module qui correspond via [4, Th. A] & A%ZD muni de la filtration & un cran
Fil™" ™" (ALD) = ALD, Fil " "(ALD) = Fil"2(D) A Fil"(D) = Fil*™_ (pp)).
Par la fin de [14, § 3.3.4] et [10, Rem. 4.6.3], la représentation 7*(p,) contient
7 (pp)~ et ces deux représentations se déterminent 1'une l'autre. Le (i) du Théoreme

5.4.6 en découle.

6. Appendice

Le but de cet appendice est de montrer la Proposition 6.2.10 ci-dessous, essentielle
dans la preuve du (i) du Théoreme 5.4.6.

6.1. Calculs de Lie. — On commence par des calculs techniques d’invariants sous
I'unipotent dans des modules de Verma généralisés pour gl.

On a besoin de plusieurs notations : r < (93), 9% (99), 5% (1 9), 3 < (3 9)
et ¢ ¥ h? — 2h + 4ry = b2 + 2h + 4yr € U(gl,) 1'élément de Casimir. Rappelons que
le centre Z(gl,) de U(gl,) est isomorphe a la E-algebre polynomiale Elc, 3]. On note
désormais P, o P. ., = (G(%Q G*Ll) C GL3, Ly o Lp,, py (resp. ) la Qp-algebre de
Lie de P1(Q,) (resp. L1(Q,)), N1 = Np,, ny la Q,-algebre de Lie de N;(Q,), et on

note avec un — en exposant les opposés : P, p;, nj ... On note aussi :

8) L d—éf<886> ‘@f( 00
0 =19 I3 =100 D= 00
0 0 10
0 0 0—

i 00

00 0

01 1

00 0
) ot (180) 5 (300) 5= (318
0 D3 = 00 L= 0 27 \00-1
Nous utiliserons les relations de commutations suivantes entre ces éléments :

(1207 = i — a0y ((ra — 1) — bo)

O = 9P +rans

L0 = 95+ a0y n

L0y = 95—y ((rs — 1) — (b1 + bo))
bavy’ = 95’ha + (—7r3)yy°

rg—1

(195’ = 05'n — 7shan;

def
b =
déf
N2 =

coo o000
—HOO OO

(252)

On fixe deux entiers ki, ky € Z tels que ky > ky > 0 et M un U(gly) ®q, L-
module quelconque tel que 3(u) = (k1 + k2)u pour tout u € M. On voit M comme
U(ly)-module via U(l;) ~ U(gly) ®g U(gl;) — U(gly), i.e. le facteur gl; de [; agit
trivialement sur M, puis comme U(p;)-module via p; — .
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Lemme 6.1.1. — (i) Le E-espace vectoriel HO(ny, U(gly) @) M) = (U(gls) @ uipy)
M)[ny] est engendré par les éléments de M et les vecteurs de la forme v =
S s T @ v pour v € Zsg et v; € M vérifiant (avec vi_y =0 sii=0) :

(253) Z(h + 2r — (k’l —f—kQ))UZ = 2(T+2—i)Uvi_1
(r+2—14)(b—2r + (k1 + k2))viey = —2igv;.

(ii) Supposons qu’il existe s € Z>y tel que (¢ — (k1 — ko) (k1 — k2 + 2))*(u) = 0 pour
tout w € M, alors pour v # 0 comme dans le (i) on ar = ko our = ky + 1 et
c(v;) = (k1 — ko) (k1 — ko + 2)v; pour tout v;.

Démonstration. — (i) Tout élément v € U(gls) Qup,) M ~ Uny) ®p M s’écrit de
maniere unique :

(254) v= Y 05R0E @ Uy

T2,m3€L>0

Un calcul utilisant (252) donne :

205205 @y ) = 95095 ® (ra(ba — 12 — 75 4 1)vyy 1y ) + 05205 @73910p 1,
13(D52 05 @Vpy ) = V5205 ' ® (Ts(fh +bhy—rg—r3+ 1)Ur2,r3) + 05 Y5 @1l Ury s -
En utilisant (254) on en déduit rov = r3v = 0 si et seulement si pour tout 79, 73 € Zsg :

(255) {(m + 1)(ba — 12 — 73)Urgi10g + (3 + 1)910p py1 = 0
(r3+1)(b1 + b2 — 19 = 73)Vpy pyp1 + (12 + 181011, = 0.
Via l'action de [} sur M comme ci-dessus et I'hypothese sur I'action de 3, on voit que
b agit comme —@ et (b1 + h2) comme PR "ot (255) est équivalent & :
{(7’2 + 1)( — # — Ty — 7”3)Ur2+1,r3 + (13 + 1)90py g1 = 0
(ra + 1) (B — 1y — rg) vy, g1+ (12 4 Divny g1y = 0.
On en déduit (i) en remarquant que v — 3 _, (Z:;Lol e0s T T QU 41-) € M.
(ii) En appliquant ¢ & la premiere équation en (253) on a (avec th = bhr — 2¢) :
i(h+2r —2— (k1 + ko))zv; = pi(h + 2r — (k1 + k2))v; = 2(r + 2 — 0)xhv—4
et en appliquant h + 2r — 2 — (k; + ko) a la seconde :
—2i(h+2r—2— (k1 +k2))rv; = (r+2—1i)(h+2r—2— (k1 + ko)) (5 —2r+ (k1 + k2) ) vi—1.
Ces deux égalités impliquent pour ¢ € {0,...,r + 1} (donc r+2 —i #0) :
(h% — 2 + dxn) vy = cv_y = (ky + ko — 2r)(ky + ko + 2 — 2r)v;_1.
De plus, par 'hypothese en (ii) on en déduit pour i € {0,...,r+ 1} et v;_; #0:
(kv + ko —2r)(ky + ko +2 = 2r) = (k1 — ko) (k1 — ko + 2),
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d’ott r = kg ou r = k; + 1. De méme on obtient ¢(v;) = (k1 — ko) (k1 — ka2 + 2)v; pour
i €{0,...,74 1} en appliquant b — 2r + 2+ (k; + k2) & la premiere équation en (253)
et y a la seconde, d’ou (ii). O

Le lemme technique suivant sera important dans la suite.

Lemme 6.1.2. — Soit u € M tel que ¢(u) = (ky — ko) (k1 — ko + 2)u, alors on a :

ko+1

Z h52 T @u; € HO (n, Ulgly) @upy) M)
i=0

)

ot ug L ghrtly e u <H (- br2o) +2§ - ‘7)> (H (b + (k1 — ko) + 2j)>rk2+l_iu-

J=1 j=1
Démonstration. — Posons ag = 1et, pouri € {1,...,ky+1}, a; = [[i, (—25),
alors (—20)a; = (s +2 — i)ai 1. On a (avee b — g +2¢) :
(kz —|— 2 — Z)(b —|— ]{?1 — l{fz)ui_l
i—1
= (ko +2 = i)(b + by — k)ait ( [T (0 + O = ko) +25) )2
j=1
i—1
= (k2 +2—id)a;ar(b + k1 — k2 + 2)(1_[ (h +ky — ko + 25 + 2)>xk2+1—1u
j=1

Avec ¢(u) = (k1 — k2)(k1 — k2 + 2)u, on a aussi par ailleurs :

Z(b - (kl - k2>)uz
= ia(h” + 20 — (b = k)(ky — ko + 2)) (T (0 + (b = k) 429) )6+~

= iag(—or) (T (0 + (k= k2) +25) )"+~

=2
1—1

= 2(]{?2 +2— i)ai_11)<H (b + (k)l — k?g) + 2j)>;k2+2—iu _ Z(kg +92— i)t)uz‘—l
J=1

en utilisant encore th = bhr — 2r pour I'avant-derniere égalité. Le lemme suit alors du
Lemme 6.1.1 appliqué avec r = ks. [
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6.2. Extensions avec un caractere infinitésimal. — On démontre la Proposi-
tion 6.2.10.

On conserve les notations du paragraphe précédent et celles du § 5.5. On rappelle
que v19 = (ki,k2), n : QF — E est un morphisme continu de groupes (pour la
structure additive a droite), St3°(v12) = L(v12) ®p St3° et que l'on dispose de la
représentation localement analytique de longueur finie 7(v12,7) ([14, (3.26)]). On
suppose dans la suite que 7(v4 2, 1) vérifie [14, Hyp. 3.19]. C’est une hypothese faible.
En effet, par la discussion qui suit [14, Lem. 3.29], quitte & tordre m(v;2,7) par un
caractére non ramifié on peut supposer 7(v12,7) =~ T%(p) ou p : Gal(Q,/Q,) —
GLo(E) et m*(p) correspond a p via la correspondance de Langlands localement
analytique pour GLy(Q,) ([25], [26]). Si p admet un Opg-réseau invariant dont la
réduction p satisfait [14, (A.2)], alors [14, Hyp. 3.19] est vérifiée par [14, Prop. 3.30].

Lemme 6.2.1. — (i) Le centre Z(gly) agit sur w(vy2,m) par Uunique caractére & tel
que £(3) = k1 + ko et £(¢) = (k1 — ko) (k1 — ko + 2).

(ii) On a dimpg Extmf(St;O(yw), m(v12,1m)) = 2.

(#i) On a dimg EXtmf’Z(Stgo<V172), m(v12,m)) = 1.

Démonstration. — (i) Il est clair que Z(gl,) agit sur St3°(v42) par . Par [59,
Prop. 3.7], pour V € Z(gl,) on a un morphisme GLy(Q,)-équivariant V — (V) :
m(v12,m) — 7(v12,7n), qui induit donc un morphisme (v 2,7)/St5°(v12) = w(v12,7).
Comme le socle de 7T(V1 2,7) est St5°(v12), on en déduit (i).

(ii) Comme dimpg EXtGL2 )(St3°(v12), m(v12,m)) = 4 ([14, Lem. 3.17(ii)]), on peut
associer a cet espace une extenswn T(v12,m) de Sto°(v12)%* par m(vi12,7m). Soit
V € Z(gly), le morphisme GLy(Q,)-équivariant V — &(V) : 7w(v12,m) — 7(v12,7m)
est nul sur 7(vy2,m) par (i), donc se factorise comme suit :

%(I/LQ, 77) —» St;o(yl72)@4 — St;o(l/Lz) — %(V1,2777).

On en déduit que le sous-espace de ExtéLQ(@p) (St3°(v1,2), m(v12,m)) des extensions sur
lesquelles V agit par £(V) est au moins de dimension 3. Appliquant ceci & V = ¢ et
V = 3, on en déduit dimp Ext{ (St5°(v19), m(v1.2,m)) > 2 puisque Z(g) ~ E|c, 3]. Soit

m(v12,m)” la sous-représentation de m(v42,7n) définie en [14, (3.23)], par [14, (3.29)]
on a une injection :

(256) Extgr,@,) (St (v1.2), m(11.2,m) ) <= Extn, g, (St5°(11,2), w(v1.2,m)),

et il suit de [14, Lem. 3.17(2) & (4)] que dimpg EXtGL2 ) (St5°(v12), T(vi2,m)7) = 3.
De plus, par [14, Lem. 3.20(2)], le foncteur de Jacquet- Emerton (par rapport au Borel
supérieur) induit une bijection (avec les notations de loc.cit. a droite) :

(257) EXt%}LQ(Qp)(Stgo(VIQ)a 7T(V1,27 m°7) — EXt%“(Qp) (51/1,2(‘ ’ ‘ ® ’ ’ ’_1)7 51/1,2(’ ’ ‘ ® ’ ’ ’_1>)7I'

On voit une extension a droite dans (257) comme un caractere du tore 7(Q,) a
valeurs dans (El[e]/(e?))* et on la note d,,,(| - [® |- [7")(1 4 We) avec ¥ = (1)1, 1)5)
ot ¢; : QF — E (par définition de I'espace a droite on a ¢, — 1y € En). Si V est
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Pextension de St5°(1,2) par m(v1,2,m) associe & 0, , (|- | @ |-|71)(1+ We) par (257),
il suit de [14, Rem. 3.21] et de la définition du foncteur de Jacquet-Emerton que 'on
a une injection b-équivariante :

(258) Suo([- @] 71+ We) = V

ou b est la Q,-algebre de Lie de B(Q,) et l'action de n a gauche est triviale. Un
examen de l'action de 3 et ¢ = h% + 2h + 4hr sur 'image de (258) (en utilisant que ¢
annule cette image) donne que, si V' a un caractere infinitésimal et si 7 n’est pas lisse,
alors 1, = 1, € Eval. Par (257) cela implique dimg Ext} ;(St3°(v1.2), (v12,7)7) < 1,
i.e. dimpg (ExtgLQ(Qp)(Stgo(ng), T(v1,2,m)7) NExt (St3°(112), m(v12,m))) < 1 qui im-
plique dimg Ext. (St3°(v12), 7(112,7)) < 2 (par les dimensions de ces deux espaces).

On en déduit (ii) dans le cas n non lisse. Si 7 est lisse, I'injection (v 2) < 7(v12,7)
(cf. [14, § 3.2.2] pour (v 2)) induit un isomorphisme :

EXtéLQ(@p)(Stgo(Vl,Z)aT(”m)) — EXt%;LQ(Qp)(StSO(VLQ)a77(’4,2»77))-

Par une variante facile de la preuve de [14, Lem. 3.20], le foncteur de Jacquet-Emerton
induit un isomorphisme :

EXté}Lg(Qp)(Stgo(Vl,Q)v [<V172)) — EthT(Qp) (61/1,27 51/1,2)

d’ott on déduit comme précédemment dimg Ext] (St3°(v12), 7(v19,7)) < 2.

(iii) Par [14, Lem. 3.17] on a dimgExty(St3°(v12),7(v12,m)) = 2. Comme
Exty (St3°(v12), St (112)) = 0 alors que Ext! (St5°(v12), 7(v12,7)) contient claire-
ment (via St3°(v12) < 7(v12,m)) 'unique extension localement algébrique non
scindée de St°(v12) par lui-méme, on en déduit dimp Extiy ,(St3°(v12), T(v12,7)) <
1. Soit Ext, (St3°(r12), m(v1,2,7)) le sous-espace des extensions sur lesquelles 3 agit

par ki + ko. On a clairement une inclusion :
Exty (St3°(v1,2), m(v1,0,m)) + Extipe (St (v1 ), w(v1 2,m)) C Bxt (St5°(11,2), (11,2, m))-

Comme Ext; (St3°(v12), w(v12,7)) # ExtéLQ(Qp)(Stgo(uLg), m(v12,m)) (par exemple par
(257) et (256)), on en déduit dimp Exty ,(St5°(v1,2), 7(v1,2,7)) > 1 en comparant les
dimensions. Cela termine la preuve de (iii). O

Le lemme suivant est utilisé au § 5.5.
Lemme 6.2.2. — (i) On a une suite exacte courte :
(259) 0 = Extr, g, (m(V1.2,1) /S5 (V12), T (112,m)) = Extine(m(v12,7), w(v12,7))
— Ext} (St3°(v12), 7(v12,m)) — 0.

En particulier, dimg Ext] (7(v19,7n), 7(112,1)) = 3.

(i) Soit EXt;(ﬂ'(VLQ, n),m(v12,m)) le sous-espace engendré par les extensions 7 telles
que les vecteurs localement algébriques de T contiennent strictement St3°(v12) (cf. la
discussion avant [14, Lem. 3.25]). On a une injection naturelle :

(260) EXt;(W(Vlz, n),m(vi2,m)) = EXtilnf(W(Vlz, n), T(v1.2,M)).
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Démonstration. — (i) Par [14, (3.28)], on a une suite exacte comme en (259) avec
Ext{ , remplacé par ExtéLQ(Qp). Il suffit donc de montrer que toute extension 7 de
m(v12,m) par m(vy2,n) admet un caractere infinitésimal si et seulement si sa sous-
représentation 7y donnée par “pull-back” le long de St3° (v 2) < m(v12,7) admet un
caratere infinitésimal. Le sens “seulement si” est clair. Si 7y admet un caractere in-
finitésimal &, alors pour tout V € Z(gl,), le morphisme V—¢(V) : 7 — 7 se factorise
a travers /Ty ~ m(v12,1)/St3°(v1,2)) — 7. Comme le socle socar,(q,) T(v1,2,7) de
m(v12,m) est St3°(v12), le morphisme V — &(V) est nul. Le sens “si” en découle. La
seconde partie de (i) découle alors de [14, Lem. 3.17(2)] et du (ii) du Lemme 6.2.1.

(i) Si & € Exty(m(v1,2,n), m(r12,7)), on voit facilement que St3°(1,2) a multiplicité 2
dans la sous-représentation localement algébrique 78 de 7. Pour tout V € Z(gl,),
V — &(V) annule 78 (ol ¢ est le caractere infinitésimal).  Utilisant (encore)
SOCGLy(q,) T(V1,2:M) = St57(v1,2), on en déduit que V — £(V) annule tout 7. O

On note 7(v12,n)™ T'unique extension non scindée de St3°(vy2) par m(v19,7m) (2
isomorphisme pres) avec un caractere central et un caractére infinitésimal donnée par
le (iii) du Lemme 6.2.1. La représentation localement analytique 7(v;,7)™ X 1 de
P(Q,) est en particulier un U (p;)-module.

Lemme 6.2.3. — Pour tout u € St3°(v12), il eziste :

ko+1

~ déf i hatli o ~ in
u = ZUQU§ i ® U € H° (01, Ulgls) @uipy) (m(v1,2,m) fgl))

tel que Ug,11 a pour image u via la surjection naturelle m(vy9,1)™ — St3°(v19).

s . . o0 [ —7 k
Démonstration. — Soit v € St3°(112) tel que (szl(—’”;—jj))(n 2 (ky — ko) +
2j))v = u (en notant que h+ ki — ko + 25 est une bijection sur St3°(v42) pour 1 < j <
ks +1). Soit © un relevé arbitraire de v dans 7T(V1 2, )™ via (19, 7)™ — St3°(1v19).

Le résultat suit du Lemme 6.1.2 appliqué a v = v. O]

Soit Rep%"*(L1(Q,)) la sous-catégorie pleine de Rep'(L1(Q,)) des représentations
qui sont unions croissantes de B H-sous-espaces stables sous Zr, (Q,) (cf. [33]). Pour
V' dans Rep%”*(L1(Q,)), suivant [33] on note Ig_L‘"’ (V) la sous-représentation fermée

1

de (Indl(ili3 (@) V) engendrée par U'image de V @ 6p, < Jp, ((IndS" (@) Ve (33,

(Qp) P (Qp)
Lem. 0.3]) dans (Indglj?g@’;) V)2 via le relevement canonique :
1 p
GL3(@p) an GLS(Qp)
(261) Jpl((IndPI, o0, V) ) — (Ind o) V)™

ou 0p, est le caractere module de P;(Q,) et Jp le foncteur de Jacquet-Emerton

relativement & P;. Rappelons que I'application (261) dépend du choix d’'un sous-

groupe ouvert compact de N1(Q,) = Np, (Q,) mais pas la représentation [SI“(V). Le
1

lemme facile suivant sera utile.
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Lemme 6.2.4. — Soit 0 — V; — Vo — V5 — 0 une suite exacte courte dans
Repy ™ (L1(Qy))-
(i) Linjection naturelle (IndS"* Q]”)V)"”1 < (IndS™ Q’”)V)"’““ induit une ingection

oL oL P (Qp) Pr(Qp)
(i) La surjection naturelle (IndG'L3 Q) V)2 — (In q¢s (@) V3)® induit une surjection

G G P (Qp) P (Qp)
L2 (Vo) — T2 (Va).

Démonstration. — Le lemme suit facilement des définitions et du diagramme com-
mutatif de suites exactes :
0 —— Vi ®E op, E— Vo ®p op, —_— Vs ®p dp, — 0

| | |

GLS Qp) an GLS(QP) GLS Qp) an
0 —— (Indpy W Vi)™ —— (Indpy Vo)™ —— (Indpg ) Va)™ —— 0.
]

Soit v ¥ (k1, k2, k3) vu comme poids dominant (par rapport au Borel supérieur de

GL3), on utilise dans la suite les notations de [14, §§ 3.2.2, 3.3.1 & 3.3.3], sauf que
I'on remplace A, A\; 2 par v, v 2 et que la “dot action” est ici par rapport au Borel
inférieur (cf. § 3.1) alors que dans loc. cit. elle est par rapport au Borel supérieur. Ainsi
par exemple la représentation I(s- A 2) de [14, § 3.2.2] devient ici I(—s- (—v12)), le
U(gly)-module L(—s;-\) de [14, § 3.3.1] devient L™ (s; - (—v)), etc. Pour i € {1,3,5}

on note aussi C; e e1—epi €6 Co; o Cey—eqi (cf. (223)).

On note V; ¥ L L(v) ®g (IndGL?g@’;) Ste° X 1) (cf. [10, (53)]), Vo 'unique sous-

représentation de (IndgL‘zQQ’;) I(—s-(—v12))Xz*)™ donnée par FS,LB(L_(sl (—v)), 1K

(In dng(g&;) 1)*) (une extension non scindée de C; = fG_LS(L_ (s1-(=v)), 1 KSt5)
2

par FE(L (st (~), 1)), V3 % L) @ (nd S0 1) ot

Vi & Oy = FER (L (1 (=), |- | B (nd g2 | @ 1))

™~ S0CGLy(Qy) (IndGL3 Q’;) I(—s-(—12)) K xk3)an

ou B, (Q,) est le Borel des matrices triangulaires inférieures dans GL2(Q)).
Lemme 6.2.5. — OnaV; ~ [GL3(St2 (v19)Raks), V) IGL“([( s (—v19))Xaks),
Vs ~ [SII“**(L( 12) K ak3) et Vy =~ Ig’llf([( s (—12)) K ka).

Démonstration. — On montre I’énoncé pour Vs, les autres cas étant analogues ou plus

simples. Pour tout constituant irréductible W de (IndGlL‘“j(((@%) I(—s-(—vy2))Rzhrs)an [V,
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(cf. laliste [14, (3.70)]), on montre que (I(—s-(—v;2))Xz")®@gdp, n’est pas une sous-
représentation de Jp, (W). En effet, si l'on a (I(—s- (—v12))X2")@pdp, < Jp, (W),
alors en appliquant Jpnz, puis [40, Th. 5.3(2)], on en déduit une injection 7'(Q,)-
équivariante :

(262) O (- F@1@|-[7%) = Jp(W).
Mais on déduit facilement de [13, Th. 4.3] et [53, Cor. 3.2.11] (et de la structure des

modules de Verma pour gl;) que (262) ne peut exister. Cela implique que l'image

de (I(—s - (—112)) K 2%) @ 6p, < JPI((IndijBEQ@g) I(—s - (—112)) K 2k3)™) tombe

dans Jp,(V2), et donc par définition ]S%z”(l( s (—v12)) ®a™) — V,. Un argument

analogue montre aussi que (I(—s - (—vy3)) X 2%) ®g dp, ne peut se plonger dans
Jp, (F§?3(L’(31 -(=v)),1)). On en déduit ISI:3([(—S (—112)) K ahs) ~ V. O

Soit W ¥ ker ((Indgj?&f@(@g) 7(v12,n) K k) — I (v, 1)) (cf. la discussion qui suit

[14, Rem. 3.41]), alors WV est isomorphe a une extension de L(v) par v} (v). On note
2

VY I'unique sous-représentation de (Ind 3((@(@1)’)
P

de TT' (v, n) par W (cf. [14, Lem. 3.40 & Rem. 3.41] pour IT' (v, n)).

m(v12,m) X 2k3) qui est une extension

Lemme 6.2.6. — On a une injection ISI:3(7T(V172,77) X zks) — V qui est un isomor-
1
phisme si n n’est pas lisse.

Démonstration. — Par le méme argument que celui dans la preuve du Lemme
6.2.5, on montre que, pour tout constituant irréductible W de (Ind 3((@(@1;) m(v12,m) X
p

xk3)n /Y "aucun des constituants irréductibles de 7 (vy 2, n)Xz* ne peut s’injecter dans
Jp, (W). On en déduit que I'injection 7 (vy9,n) X zks — Jpl((IndGIiS(Q”) m(v12,m) X

P (Qp)
x*3)an) se factorise par Jp, (V) et donc [1(;’53 (m(v19,m) K 2™) C V. Par le Lemme
1
6.2.4 et le Lemme 6.2.5, on montre facilement que tous les V; pour i = 1,...,4

apparaissent comme sous-quotients de ISII? (m(v12,m) X 2*). Lorsque n n’est pas

lisse, par la structure de V (cf. [14, § 3.3.3|, cf. aussi [14, Rem. 3.41] avec [55,

Lem. 4.31 & Lem. 4.34] pour la structure de II*(v, 7)), il n’est pas difficile de montrer
IndGL3(QTJ)

P (Qp)
le constituant V,. Cela termine la preuve. O

que V est la plus petite sous-représentation de ( 7(v1.2,n) K x#)™ contenant

3(Qp)
Py (@p)
extension de IT' (v, n)* par W (cf. [14, § 3.3.4] pour IT'(v,n)"). La représentation V'

est donc aussi une extension de Cy; = .7:](3}?3([7(32 - (—v)),St5° X 1) par V. Par [64,
Cor. 4.9, (4.41), (4.42) & (4.44)], il n’est pas difficile de vérifier que 'on a :

(263)  Exta,g,)(St3°(v), Can) = Extoy, g, (St37(v )77253(?(82'(—7/)71)):0-

Notons V' I'unique sous-représentation de (Ind 7(v19,m) K zk3)™ qui est une



154 C. BREUIL & Y. DING

La deuxieme nullité avec [28, Lem. 2.24] impliquent :
(264) EXti, (g, (St5°(0), I (v, ) /1T (1)) = 0.
Par [14, (3.87) & (3.77)] on a une application naturelle :
L ExtéL2 @) (St5°(v12), w(v12,m)) — EXtéLS(Qp) (U;Z_(V)’ I (v, n)")
telle que, pour V € ExtGLQ( ) (5t5°(v1,2), T(v12,m)), la représentation (V') est un

sous-quotient de (IndGL3(Qp V X ks)am 11 suit de (264) qu'il existe une unique sous-

(Qp)
représentation +(V)* de (Indgj?&f@@’s V K z*3)an qui est une extension de V; = L(v) ®p
1 P
(IndgLiQQ”) St5? X 1) par V' telle que «(V') est un sous-quotient de ¢(V)*. On peut
visualiser la représentation ¢(V')* comme suit (son socle v3’ (v) étant a gauche) :
2
vp- () St5°(v) ————— Cor
Fol (L (s (=) ) — Crg ————Gry e
L) ———— v (v) Cus (1) St5°(v)

ol 51,2 = .7-"GL3( (8281 - (—1)),1). On voit que la représentation +(V)* est de la
Coa

forme W — (V) — St3°(v), et aussi de la forme ¥V —— V1.

Lemme 6.2.7. — Soit V une extension de St5°(v12) par w(v12,m). On a une injec-
tion I}(jEf"(V X zks) < (V). De plus, si n n'est pas lisse, les assertions suivantes
1

sont équivalentes :

(i) Ip=(V Rak) € o(V)*
(ii) Co1 n'est pas un constituant de ]SE:”(V X ks ),

1

(iii) le sous-quotient Coq — — Up. ( ) de (V) est scindé.

Démonstration. — La premiere assertion se démontre par le méme argument que pour
la premiere assertion du Lemme 6.2.6. Supposons maintenant 7 non lisse. L’injection
m(v12,m) — V et le Lemme 6.2.4 donnent une injection :

Y ~ ISIES(W(VLQ,T]) X zF3) < IS}”(V X 3.
Par le Lemme 6.2.4 et le Lemme 6.2.5, on sait aussi que ISE3 (V X z*3) contient deux
1

copies de V;. Par la discussion précédant ce Lemme 6.2.7, on en déduit facilement

'équivalence entre (i) et (ii). Si le sous-quotient Chj — - V5 ( ) de (V) n'est pas
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scindé, on obtient facilement que (V)" est la plus petite sous-représentation fermée

de (Indgii(g@’;) V K z*3)an qui contient (en sous-quotient) V, et deux copies de V;, d’ott
1 p
II(EI_LS (VRzks) ~ 1(V)*. Cela montre (i) = (ii) (et aussi (ii) = (iii)). Réciproquement,

supposons ce sous-quotient de ¢(V) scindé. Avec (263) on en déduit «(V)*t/V ~
V) @ Uy et en particulier que t(V)* contient une sous-représentation de la forme
Y — V1, qui doit contenir ISI“(V X 2%3) par le méme argument que pour la premiere

assertion du Lemme 6.2.6. Cela montre (iii) = (ii) et termine la preuve. O

Remarque 6.2.8. — Sin est lisse, on peut encore montrer par des arguments simi-
laires que les (ii) et (iii) du Lemme 6.2.7 sont équivalents.

Lemme 6.2.9. — Si n n'est pas lisse, alors Cay; n'est pas un constituant de
I](EES' (m(v12,m) ™ K 2%2) (cf. avant le Lemme 6.2.3 pour 7w(vy2,n)™).
1

Démonstration. — En tordant par 7% o det, on peut supposer k3 = 0 (et k; > ky >
0). Les injections naturelles (cf. par exemple (64) pour la seconde) :

CE(N(Qp), m(112,m)™ K1) = C2(N1(Qp), T(v1,2,m)™ K1)
GL3(Qp) inf an
—> (Indpf?&(@p) 7T<l/172,’l7) |X 1)
induisent par [33, (2.8.7) & (2.5.27)] un morphisme (U(gl;), P1(Q,))-équivariant :

(265) 11 : Ulgly) ®u(py) Co°(N1(Qp), m(vi2,n)™ K1) — (Indﬁ?*(f@%) (v, )™ K 1)™

dont 'image tombe dans I}S’E3 (m(v12,m)™ X 1). De plus par [33, (2.8.7)] le morphisme
1
11 se factorise comme suit (cf. [33, Def. 2.5.21] pour CP) :

(266) Ul(gls) ®uge) C*(N1(Qy), m(vag, )™ B 1) — CP(N(Qy), m(va0,m) ™ K1)
- an(Nl(Qp)7 E) R (W(VLQ,T])M X 1),
ot ny agit sur C2(Ny(Q,), E) ®@g (m(v1.2,m)™ K1) via I'action diagonale avec 'action
triviale sur le deuxiéme facteur. Comme H°(ny,C?(N1(Q,), E)) ~ C=(N1(Q,), F)
on a:
H° (ny, C"(N1(Qy), B) ®p (m(v12,)" K1) = CZ(N1(Q,), B) @ (w(v12,1)™ K1)
~ C®(N1(Qp), m(vr 2, n)™ K 1).
Appliquant H%(ny, —) & (266) et comme n; annule C°(Ny(Q,), m(v1.2, 7)™ X 1), on
déduit que (265) induit un morphisme encore noté ¢; :
u t HO (ng, Ulgly) ®u ) C (N1 (Qyp) (11,2, )™ RL)) = C°(N1(Qy), (11,2, )™ X1)
— ISEg(W(Vl,m n)™M K1)

L’énoncé du Lemme 6.2.3 est encore valable, par la méme preuve, en remplagant
Sto°(112) par CP(N1(Q,),St3°(r12) X 1) et le py-module 7(vy9,7)™ X 1 par
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C>®(N1(Qp), m(v12,m)™ X 1) (en remarquant que le facteur en plus C°(N1(Q,), E)
n’affecte pas l'action de p;). Donc, pour tout v € CX(N;(Q,),St5°(r12) X 1),
il existe w dans la source de ¢; vérifiant les conditions du Lemme 6.2.3. Soit
v =1,(u) € C(N(Qp),m(v12,n)™ K1), on a donc ¢1(u — 1 ®v) = 0. On a par
ailleurs un diagramme commutatif :

0 —— (r(r,2,m)R1)®pdp, —— (r(v12,N)™R1)®pdp, — (St5°(1,2) B 1) ®p dp,
0 —— Tp, (V) —— Tp (I (2, B1)) ——— Ty (1522 (n(v1,2,m) ™ ©1)/V)
1 1
GL3 inf GL3 inf
0 —— % ey ]P’ (m(v1,2,m)™ K1) ey IP’ (m(v1,2,m)™ K1)V
1 1

qui induit un diagramme commutatif avec fleches horizontales surjectives :
U(gl3) @up,) C(N1(Qp), w(v1,2,m)™ B1) —— Ul(als) @up,) C°(N1(Qp), St5° (v1,2) K 1)
It (r(v 2 )™ ®1) — L2 ((vr,m)™ ©1)/V
ou t est induit par la composée verticale de droite du diagramme juste avant. Soit

0# u e CP(N1(Qp), St (112)X1), comme 3 (u—1®v) = 0 on a te(pr(u—1®wv)) = 0.
Mais pr(u — 1 ® v) # 0 puisque, par construction (cf. Lemme 6.2.3), il contient le

terme non nul t)/;”Jrl ® u. On en déduit que I'application ¢y n’est pas injective.
Supposons maintenant que Ch; apparaisse dans I§E3 (m(v19,m)™ X 1).  Par
1

I'équivalence entre (ii) et (iii) dans le Lemme 6.2.7 et le fait que I'unique extension
non scindée de V; par Cy; est isomorphe a fgf‘?’((U(gl?)) Sueny L™ (=v)p)Y, St37 K1)
1

ot (—)Y est la dualité en [41, § 3.2] (car d’une part on a dimpg ExtéLB(Qp)(Vl, Ce1) <1
par [14, Lem. 3.42(2)] et (263), d’autre part ]—"SI”((U(gl3)®U(p;)L_(—u)p1)V, St3°X1)

est une telle extension non scindée par [53, Cor. 3.2.11]), on obtient :
IEES(W(VL% MRV~ -7:1%3 ((U(gls) Ou(pr) L™(=v)p)", St W 1).

Mais alors il suit de [13, Prop. 3.4] que Papplication to doit étre injective, ce qui est
une contradiction. O

Proposition 6.2.10. — Sin n’est pas lisse, alors la composée :

Extin (St5°(v1,2), 7(11,2,7)) <= EXtéLz(@p)(Stgo(Wz%W(V1,2,77))
—L> EXtéLg(Qp) (U;Z* (V)a Hl(”a T])+)
se factorise en un isomorphisme :

(267) Extl (St (v12), m(v1,2,m)) — EXt%}Lg(Qp) (U;Z— (v), I (v, m)).
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Démonstration. — On montre d’abord que pour V € Ext! (St3°(v12), 7(v12,7)), le

sous-quotient Ca; — - U}'Z—(V) de «(V) est scindé. SiV € Extiy ,(St3°(v12), m(11.2,m)),
ie. V.~ w(v9,n)™, cela suit du Lemme 6.2.9 et de l'équivalence entre (ii)
et (iii) du Lemme 6.2.7. Si V est isomorphe au “push-forward” (le long de
St5°(v12) < m(v12,7m)) de 'unique extension localement algébrique non scindée de
Sto°(v12) par St3°(v12), en utilisant 'argument dans la preuve de [14, Lem. 3.44(2)]
et [14, Prop. 3.35] il n’est pas difficile de montrer que ¢(V') est isomorphe au “push-

forward” (le long de St3°(v) < II'(v,7)") d’une extension de v () par St3°(v), et
2

donc Cy1 — — U;Z— () est encore scindé dans ¢(V). Par le (i) du Lemme 6.2.1, ces
deux extensions V' forment une base de Ext/ ;(St5°(v12), 7(v12,m)). L’application en
(267) s’obtient donc en “oubliant le constituant Cs,” dans ¢(V') (ce que I'on peut

faire car Co1 — — U;‘;— () est scindé). Comme 7 n’est pas lisse, par [14, Lem. 3.44(2)]

et la preuve du Lemme 6.2.1, on voit que Papplication (267) est injective. Comme
dimp Extey, g, (05 (v), 111 (v,n)) = 2 (cf. la preuve de [14, Prop. 3.49]), elle est
P 2

bijective en comparant les dimensions. O]

Remarque 6.2.11. — Si n est lisse, 'énoncé du Lemme 6.2.9 est encore vrai (et la
preuve est bien plus facile). Par contre 'application (267) n’est plus injective.
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