
1.练习
考虑如下统计模型 (⽐如神经⽹络）

我们有数据  但是 的误差是 

如何⽤反问题或者数据同化的⽅法，来更好预测新的 对应的 ?

𝑦 = 𝑓(𝑥, 𝜃)

( , ) 𝑖 = 1, 2,⋯𝑁𝑥𝑖 𝑦𝑖 𝑦𝑖  (0, )𝜎2

𝑥 𝑦

反问题⽅法

当我们同时使⽤所⽤数据

数据同化⽅法

数据是在线接受的

𝑦 = [ , ,⋯ ] (𝜃) = [𝑓( , 𝜃), 𝑓( , 𝜃),⋯ 𝑓( , 𝜃)] 𝜂 ∼  (0, 𝐼)𝑦1 𝑦2 𝑦𝑁 𝑥1 𝑥2 𝑥𝑁 𝜎
2

𝜃 = 𝜃  = 𝑖𝑑𝑒𝑛𝑡𝑖𝑡𝑦

𝑦 = 𝑓(𝑥, 𝜃) + 𝜂 𝜂 ∼  (0, ) (𝜃) = 𝑓(𝑥, 𝜃)𝜎2

2. 练习
考虑如下常微分⽅程描述的系统

我们知道函数 , 以及在时刻  的观测 ，即  向量的
某个分量的信息，观测误差是 

如何⽤反问题或者数据同化的⽅法，来更好预测时间 后的系统状态  ?

= 𝑓(𝑥, 𝑢) 𝑥 ∈
𝑑𝑥

𝑑𝑡
𝑅𝑁𝑥

𝑓(⋅, ⋅) = 𝑖(𝑖 = 1, 2,⋯𝑁)𝑡𝑖 𝑥[𝑖mod ]𝑁𝑥 𝑥

 (0, )𝜎2

𝑡𝑁 𝑥

反问题⽅法

假设我们在时刻  的观测是 , 我们的反问题需要同时反演参数 和初始状态

其中 , ， 噪⾳满⾜ 。 给定 , 我们可以求解常
微分⽅程，假设解是 ，我们的模型  是常微分⽅程求解器，我们需要求解 :

给定先验分布，求解了反问题后，我们就有参数 和初始状态 的估计，可以更好预测时间

后的系统状态 。

𝑡𝑖 𝑦𝑖 𝑢 𝑥0

𝑦 = (𝜃) + 𝜂

𝑦 = [ , ⋯ , ]𝑦1 𝑦2 𝑦𝑇 𝜃 = [ ; 𝑢]𝑥0 𝜂 ∼  (0, 𝐼)𝜎2 𝜃

𝑥(𝑡)  𝑡 ∈ [0, ]𝑡𝑁

(𝜃) = [𝑥( )[1 mod ], 𝑥( )[2 mod ] ⋯ 𝑥( )[𝑁 mod ]]𝑡1 𝑁𝑥 𝑡2 𝑁𝑥 𝑡𝑁 𝑁𝑥

𝑢 𝑥0 𝑡𝑁
𝑥



数据同化⽅法

假设我们在时刻  的观测是 , 根据参数 和初始状态 的先验分布，⽣成参数 和初始状

态 , ⽤数据同化⽅法同时修正 参数 和状态 :

其中 , 观测噪⾳满⾜ 。 对于预测步：给定  和 ,
我们的演化算⼦  ⽤  作为当前状态， 作为参数，求解常微分⽅程，得到 时刻的

解 ，  保持不变。 对于分析步：我们的观测算⼦  从 

得到第  维的分量信息。

在时刻  时，我们就有参数 和状态 的估计，可以更好预测时间 后的系统

状态 。

𝑡𝑖 𝑦𝑖 𝑢 𝑥0 𝑢(0)

𝑥(0) 𝑢𝑡 𝑥𝑡

[ ]𝑥( )𝑡𝑛+1

𝑢( )𝑡𝑛+1

𝑦𝑛+1

= ([ ])𝑥( )𝑡𝑛

𝑢( )𝑡𝑛

= ([ ]) + 𝜂𝑛+1
𝑥( )𝑡𝑛+1

𝑢( )𝑡𝑛+1

𝑛 = 0, 1,⋯𝑁 − 1 𝜂 ∼  (0, )𝜎2 𝑥( )𝑡𝑛 𝑢( )𝑡𝑛
 𝑥( )𝑡𝑛 𝑢( )𝑡𝑛 𝑡𝑛+1

𝑥( )𝑡𝑛+1 𝑢( ) = 𝑢( )𝑡𝑛+1 𝑡𝑛 𝑛+1 [ ]𝑥( )𝑡𝑛+1

𝑢( )𝑡𝑛+1
𝑛 + 1mod𝑁𝑥

𝑡𝑁 𝑢 := 𝑢( )𝑡𝑁 𝑥( )𝑡𝑁 𝑡𝑁
𝑥

思考

上述算法中的观测算⼦ 和演化算⼦ 都是假设我们能精确求解常微分⽅程。 ⽽现实中，我们
通常会进⾏时间离散，⽐如采⽤向前欧拉⽅法求解这个系统，

其中时间步⻓是 , 因此我们需要把反问题⽅法中的观测算⼦ 替换为对应的离散后的算⼦

， 数据同化的演化算⼦ 替换为对应的离散后的算⼦ ，这会引⼊⼀些误差，稍微改变我

们的问题。
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