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本堂课⼤纲

Ø 课程内容简介

- 概率测度空间
- 概率测度空间的度量
- 随机过程



概率测度空间
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Ø 空间

度量空间 𝑋

𝑥

- 点的集合， 比如欧式空间𝑅!

Ø 度量空间 𝑋

- 定义任何两个元素之间有距离
非负性：𝑑 𝑥, 𝑦 ≥ 0

且 𝑑 𝑥, 𝑦 = 0等价于𝑥 = 𝑦
对称性：𝑑 𝑥, 𝑦 = 𝑑 𝑦, 𝑥
三角不等式： 𝑑 𝑥, 𝑦 ≤ 𝑑 𝑥, 𝑧 + 𝑑 𝑧, 𝑦 𝑦

⇒
拓扑空间：开集、闭集等
连续映射： 𝑓: 𝑋" → 𝑋! 连续 ⟺ 任意𝑋!中

的开集𝑈， 𝑓#" 𝑈 是𝑋"中的开集



概率测度空间
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Ø 概率测度空间

概率测度空间𝒫

𝜌

𝜇 𝐴 = 𝑃 𝑥 ∈ 𝐴 𝐴 ⊂ 𝑅$

离散： 𝜇 = ∑% 𝑝%𝛿&!
连续有密度： 𝜇 𝑑𝑥 = 𝜌 𝑥 𝑑𝑥

密度函数的集合 ： {𝜌: 𝑅$ → 𝑅}
- 𝜌 𝑥 ≥ 0
- ∫ 𝜌 𝑥 𝑑𝑥 = 1

- 𝜌 ∈ 𝐶'(𝑅$)

𝜌∗

注：除非特殊说明，本课程假设概率测度的密度函数存在



概率测度空间

Ø 参数化的概率测度空间
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⾼斯密度空间 { 𝑚, 𝐶 , 𝐶 ≻ 0}

𝜌 𝜃 = 𝒩(𝜃;𝑚, 𝐶)

简化的⾼斯密度空间 { 𝑚, 𝛿 , 𝛿 > 0}
𝜌 𝜃 = 𝒩(𝜃;𝑚, 𝛿!𝐼)

混合⾼斯密度空间 { 𝑤), 𝑚), 𝐶) )*"
+ , 𝐶) ≻ 0,𝑤) ≥ 0} 

𝜌 𝜃 = ∑)*"+ 𝑤)𝒩 𝜃;𝑚), 𝐶)  ∑)*"+ 𝑤) = 1
……
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Ø 推前算⼦ (pushforward operator)

概率测度空间

概率测度空间𝒫

𝜌

可测函数：

𝑇: 𝑅$ → 𝑅$"

推前算⼦：

𝑇#: 𝒫 → 𝒫-

𝑇#𝜌是⼀个概率密度函数：

M
&"∈/

𝑇#𝜌 𝑥- 𝑑𝑥- : = M
0&∈/

𝜌 𝑥 𝑑𝑥 𝜌∗



概率测度空间的度量
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Ø 距离函数

- 全变差距离 (total variation)

𝑑01 𝜌, 𝜌′ =
1
2
M|𝜌 − 𝜌-| 𝑑𝜃 =

1
2
𝜌 − 𝜌- 2#

- 海林格 (Hellinger) 距离

𝑑3 𝜌, 𝜌′ =
1
2
M 𝜌 − 𝜌-

!
𝑑𝜃

"
!
=

1
2

𝜌 − 𝜌- 2$

Ø 练习

验证𝑑01和𝑑3是距离



概率测度空间的度量
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Ø 练习

- 良定性
0 ≤ 𝑑01 𝜌, 𝜌- ≤ 1 0 ≤ 𝑑3 𝜌, 𝜌- ≤ 1

- 等价性
1
2
𝑑01 𝜌, 𝜌- ≤ 𝑑3 𝜌, 𝜌- ≤ 𝑑01 𝜌, 𝜌-

- 其它估计

𝑑01 𝜌, 𝜌- =
1
2
sup
4 %5"

𝔼6 𝑓 − 𝔼6" 𝑓

𝔼6 𝑓 − 𝔼6" 𝑓 ≤ 2 𝑓 '𝑑01 𝜌, 𝜌-

𝔼6 𝑓 − 𝔼6" 𝑓 ≤ 2 𝔼6 𝑓! + 𝔼6" 𝑓!
"
!𝑑3 𝜌, 𝜌-



概率测度空间的度量
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Ø 这些距离函数的问题

- 并没有考虑概率测度空间的⼏何性质

𝑑 𝜌", 𝜌! = 𝑑 𝜌", 𝜌7

- 当我们对不同的对象 (如概率分布或图像)求平均(重⼼)，
希望得到的结果仍然是⼀个相似的对象
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Ø 最优传输问题 (optimal transport problem)

𝜌/ 𝜃

𝜌8 𝜃

𝜃

𝑐(𝜃", 𝜃!)

inf
0
Z𝑐 𝜃, 𝑇(𝜃) 𝜌/ 𝜃 𝑑𝜃

𝑇#𝜌/ = 𝜌9

最优传输问题

Monge 问题 (1781)
𝑇∗:最优传输映射 (optimal transport map)

对于⼀般测度，
解不⼀定存在！
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Ø 最优传输问题

𝜌/ 𝜃

𝜌8 𝜃

𝜃

𝑐(𝜃", 𝜃!)

inf
:
Z𝛾 𝜃", 𝜃! 𝑐 𝜃", 𝜃! 𝑑𝜃"𝑑𝜃!

M𝛾 𝜃", 𝜃! 𝑑𝜃! = 𝜌/ 𝜃"

M𝛾 𝜃", 𝜃! 𝑑𝜃" = 𝜌9 𝜃!

𝛾 𝜃", 𝜃! ≥ 0

最优传输问题

Kantorovich 问题 (1942)
𝛾∗:最优耦合 (optimal coupling、
optimal transport plan)



12

Ø 最优传输问题

𝜌/ 𝜃

𝜌8 𝜃

𝜃

𝑐(𝜃", 𝜃!)

sup
4,<

M𝜌/ 𝜃 𝑓 𝜃 + 𝜌9 𝜃 𝑔 𝜃 𝑑𝜃

𝑓 𝜃" + 𝑔 𝜃! ≤ 𝑐 𝜃", 𝜃!

最优传输问题

Kantorovich 对偶问题
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Ø Wasserstein-p 距离 (𝑝 ≥ 1, Leonid Vasershtein, 1969)

𝜌/ 𝜃

𝜌8 𝜃

𝜃

𝑊= 𝜌/, 𝜌9 = inf
:

Z𝛾 𝜃", 𝜃! 𝜃" − 𝜃! !
=𝑑𝜃"𝑑𝜃!

"/=

M𝛾 𝜃", 𝜃! 𝑑𝜃! = 𝜌/ 𝜃 M 𝛾 𝜃", 𝜃! 𝑑𝜃" = 𝜌9 𝜃

𝛾 𝜃", 𝜃! ≥ 0

概率测度空间的度量

𝑐 𝜃", 𝜃! = 𝜃" − 𝜃! !
=
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Ø Wasserstein-1距离 (Earth Mover distance)

概率测度空间的度量

𝑐 𝜃", 𝜃! =∥ 𝜃" − 𝜃! ∥!

成本函数是欧⼏里得距离， 更贴近物理运输成本

Ø Wasserstein-2距离

𝑐 𝜃", 𝜃! = 𝜃" − 𝜃! !
!

成本函数是平⽅距离 ， 导致它的优化目标更倾向于短
距离的调整， 更适用于平滑变形。多用于 描述流体动
⼒学、⼏何优化
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Wasserstein-1距离

⼀般的最优输运问题可以转化为

sup
4,<

M𝜌/ 𝜃 𝑓 𝜃 + 𝜌9 𝜃 𝑔 𝜃 𝑑𝜃

𝑓 𝜃" + 𝑔 𝜃! ≤ 𝑐 𝜃", 𝜃!

当𝑐 𝜃", 𝜃! =∥ 𝜃" − 𝜃! ∥!， 我们有

𝑊" 𝜌/, 𝜌9 = sup
?
M𝜌/ 𝜃 ℎ 𝜃 − 𝜌9 𝜃 ℎ 𝜃 𝑑𝜃

|ℎ 𝜃" − ℎ 𝜃! | ≤∥ 𝜃" − 𝜃! ∥!

Kantorovich 对偶问题



𝜌/和𝜌9是两个概率密度函数，对于Kantorovich问题,

𝛾∗ = inf
:
Z𝛾 𝜃", 𝜃! 𝜃" − 𝜃! !

!𝑑𝜃"𝑑𝜃!

M𝛾 𝜃", 𝜃! 𝑑𝜃! = 𝜌/ 𝜃" M𝛾 𝜃", 𝜃! 𝑑𝜃" = 𝜌9 𝜃!

𝛾 𝜃", 𝜃! ≥ 0
那么存在⼀个凸函数 𝜑: 𝑅$ → 𝑅，使得 𝐼, ∇𝜑 #𝜌/ = 𝛾∗。
且如果存在凸函数 𝜓: 𝑅$ → 𝑅，使得∇𝜑#𝜌/ = 𝜌9，那么
⼏乎处处∇𝜑 = ∇𝜓 = 𝑇(Monge 问题)。

注：这里𝜌9可以换成概率测度 𝜇9

16

Wasserstein-2距离

Brenier 定理
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Wasserstein-2距离

对于Kantorovich问题,

𝛾∗ = inf
:
Z𝛾 𝜃", 𝜃! 𝜃" − 𝜃! !

!𝑑𝜃"𝑑𝜃!

M𝛾 𝜃", 𝜃! 𝑑𝜃! = 𝜌/ 𝜃" M𝛾 𝜃", 𝜃! 𝑑𝜃" = 𝜌9 𝜃!

𝛾 𝜃", 𝜃! ≥ 0
定义

𝑇@ 𝜃", 𝜃! = 1 − 𝑡 𝜃" + 𝑡𝜃!
那么

𝜌@ = 𝑇@#𝛾
∗

是连接𝜌/和𝜌9的匀速测地线 (constant-speed geodesic)。

测地线
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Wasserstein-2距离

𝑊!
! 𝜌/, 𝜌9 = inf

A&
M
B

"
M ∥ 𝑣@ 𝜃 ∥!! 𝜌@ 𝜃 𝑑𝜃𝑑𝑡

𝜕𝜌@
𝜕𝑡

+ ∇C ⋅ 𝜌@𝑣@ = 0

𝜌 0, 𝜃 = 𝜌/ 𝜃 𝜌 1, 𝜃 = 𝜌9 𝜃

𝜌@为连接𝜌/和𝜌9的匀速测地线。

动⼒学观点 (Dynamic formulation, Benamou,Brenier,1999)



19

Ø 测地线

概率测度空间的度量

在数据处理中，用于理解和预测数据插值和演变



20

Ø Wasserstein 重⼼ (barycenter)

𝜌∗ = argmin6k
D*"

E

𝑊=
=	(𝜌, 𝜌D)

概率测度空间的度量

用于图像平均、分布对齐等
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Ø 𝑓-散度

𝐷4 𝜌 ∥ 𝜌∗ = M𝜌∗𝑓
𝜌
𝜌∗

𝑑𝜃

其中𝑓是凸函数， 𝑓 1 = 0。

琴⽣不等式：

𝔼6∗ 𝑓 𝜓 𝜃 ≥ 𝑓(𝔼6∗ 𝜓 𝜃 )

∑D 𝜌∗ 𝜃D 𝑑𝜃𝑓 𝜓 𝜃D ≥ 𝑓 ∑D 𝜌∗(𝜃D)𝑑𝜃𝜓 𝜃D
因此

𝐷4 𝜌 ∥ 𝜌∗ ≥ 0

概率测度空间的“伪度量”
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Ø KL-散度

𝑓 = 𝑥 log 𝑥 	 KL 𝜌 ∥ 𝜌∗ = M𝜌log
𝜌
𝜌∗

𝑑𝜃

KL[𝜌 ∥ 𝑍𝜌∗] = KL[𝜌 ∥ 𝜌∗] − log(𝑍)

Ø反向 KL-散度

𝑓 = − log 𝑥 	 KL 𝜌∗ ∥ 𝜌 = M𝜌∗log
𝜌∗

𝜌
𝑑𝜃

Ø 𝜒!-距离

𝑓 = (𝑥 − 1)!	 𝜒! 𝜌 ∥ 𝜌∗ = M
𝜌!

𝜌∗
𝑑𝜃 − 1

概率测度空间的“伪度量”
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Ø 最⼤均值差异(maximum mean discrepancy，MMD)

概率测度空间的“伪度量”

给点任意函数类𝐹

MMD 𝜌, 𝜌∗ = sup
4∈F

𝔼6 𝑓 𝜃 − 𝔼6∗ 𝑓 𝜃

离散情况：

MMD 𝑋, 𝑋∗ = sup
4∈F

1
𝑚
k
%

𝑓 𝑥% −
1
𝑛
k
%

𝑓 𝑥%∗

𝐹 = {𝑓: 𝑓 ' ≤ 1} ，𝐹 = span{𝑥, 𝑥!}……
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- 概率分布的比较提供严谨的数学框架（比如收敛性）
-提供了在⾼维分布之间进⾏优化的可能性

概率测度空间

Ø 概率测度空间的度量、伪度量

Ø 概率测度空间 概率测度空间𝒫

𝜌

- 密度函数的集合 ： {𝜌: 𝑅$ → 𝑅}
- 𝜌 𝑥 ≥ 0
- ∫ 𝜌 𝑥 𝑑𝑥 = 1
- 𝜌 ∈ 𝐶'(𝑅$)

𝜌∗



随机过程
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Ø 布朗运动

Robert Brown于 1827 年在显微镜下观察浸泡在⽔
中的植物花粉，首次描述了这⼀现象。



随机过程
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Ø 随机过程

- 随机过程是描述系统在时间上随机变化的数学模型

- 如果系统状态服从⼀个概率测度，概率测度在概率密
度函数空间的演化



随机过程
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Ø 随机过程、⾼斯过程

- 欧式空间的概率密度 𝜌: 𝑅$ → 𝑅	
- 函数空间的概率密度 𝜌: 𝐶[0,1] → 𝑅	



随机过程
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Ø 布朗运动 𝐵@ @GB ∈ 𝑅$

1. 𝐵B = 0
2. 独立增量：对于任意0 ≤ 𝑡" < ⋯ < 𝑡)，随机变量

(𝐵@# , 𝐵@$ − 𝐵@# , ⋯ , 𝐵@( − 𝐵@()#)相互独立

3. 稳定增量和正态性 ：对于任意0 ≤ 𝑠 < 𝑡 < ∞，
𝐵@ − 𝐵H ∼ 𝒩(0, 𝑡 − 𝑠)

4. 𝐵@ @GB关于 𝑡⼏乎处处连续



随机过程
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Ø 随机微分⽅程 𝜃@ @GB ∈ 𝑅$

𝑑𝜃@ = 𝑏 𝜃@, 𝑡 𝑑𝑡 + 𝜎 𝜃@, 𝑡 𝑑𝐵@ 𝜃B = 𝜃(0)

其中𝑏：R$×𝑅 → 𝑅$， 𝜎：R$×𝑅 → 𝑅$×$，𝑑𝐵@满⾜

𝑑𝐵@ ∼ 𝒩 0, 𝑑𝑡

数值计算：𝜃@JK@ − 𝜃@ ≈ 𝑏 𝜃@, 𝑡 Δ𝑡 + 𝜎 𝜃@, 𝑡 (𝐵@JK@ − 𝐵@)
≈ 𝑏 𝜃@, 𝑡 Δ𝑡 + 𝜎 𝜃@, 𝑡 𝒩 0, Δ𝑡

𝒩 0, Δ𝑡 ≈ Δ𝑡



随机过程
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𝜃@ @GB ∈ 𝑅$满⾜𝑑𝜃@ = 𝑏 𝜃@, 𝑡 𝑑𝑡 + 𝜎 𝜃@, 𝑡 𝑑𝐵@， 定义

𝑋@ = 𝑓 𝑡, 𝜃@ ，那么 𝑋@ @GB ∈ 𝑅满⾜

𝑑𝑋@ = 𝜕@𝑓 𝜃@, 𝑡 𝑑𝑡 + ∇C𝑓 𝜃@ 0𝑏@𝑑𝑡

+
1
2
∇C
!𝑓 𝜃@, 𝑡 : 𝜎@𝜎@0𝑑𝑡 + ∇C𝑓 𝜃@, 𝑡 0𝜎 𝜃@, 𝑡 𝑑𝐵@

伊藤（It�o）公式
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𝜃@ @GB ∈ 𝑅$满⾜𝑑𝜃@ = 𝑏 𝜃@, 𝑡 𝑑𝑡 + 𝜎 𝜃@, 𝑡 𝑑𝐵@，若

𝜃@ ∼ 𝜌@，那么

𝜌̇@ = −∇C ⋅ 𝑏@𝜌@ +k
%

k
D

𝜕!

𝜕%𝜕D
[𝐷%D 𝜌@]

其中 𝐷 = "
!
𝜎@𝜎@0

系统（参数）在时间上随机变化 ⟺ 概率测度的演化

Fokker Planck⽅程



随机过程
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Ø 布朗桥 𝛽@ @GB ∈ 𝑅$

𝐵@|𝐵0 = 0

直接构造：

𝛽@ = 𝐵@ −
𝑡
𝑇
𝐵0, (𝛽@#𝛽@$⋯𝛽@()

𝑑
= (𝐵@#𝐵@$⋯𝐵@(|𝐵0)

Karhunen-Loève展开：

𝛽@ =k
%*B

𝑎%
2 sin 𝑘𝜋𝑡𝑇
𝑘𝜋

𝑎% ∼ 𝒩(0,1)

随机常微分⽅程:

𝑑𝑋@ = −
𝑋@
𝑇 − 𝑡

𝑑𝑡 + 𝑑𝐵@
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Ø 最优输运问题

https://arxiv.org/pdf/2407.18163

