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本堂课⼤纲

Ø 课程内容简介

- 重要性采样 (Importance sampling)
- 卡尔曼⽅法 (Kalman methodology)
- 标准化流 (Normalizing flow)



𝜌!"#$ 𝜃; 𝑦 ∝ 𝜌(𝑦|𝜃)𝜌!%&"% 𝜃 ∝ 𝑒'(!(*, ,)

𝜌!"#$ 𝜃; 𝑦 =
1
𝑍
𝑒'(!(*, ,)

Φ. 𝜃, 𝑦 =
1
2
∥ Σ/

'01 (𝑦 − 𝒢 𝜃 ) ∥1 +
1
2
∥ Σ2

'01 𝜃 − 𝑟2 ∥1

Ø 后验分布

贝叶斯反问题

Ø 贝叶斯反问题
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𝑦 = 𝒢 𝜃 + 𝜂 𝜂~ρ/ 𝜃~𝜌!%&"%
Ø 假设

⾼斯先验分布: 𝜌!%&"% 𝜃 = 𝒩(θ; 𝑟2, Σ2)
⾼斯噪⾳: ρ/ = 𝒩(𝑥; 0, Σ/)



贝叶斯采样、推理

Ø 有未知归⼀化常数的⽬标分布
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𝜌∗ 𝜃 =
1
𝑍
𝑒'(!(*)

- 计算⽬标分布的期望、协⽅差等

- 计算⽬标函数的期望 𝔼 𝑓 = ∫ 𝑓(𝜃)𝜌∗ 𝜃 𝑑𝜃
- ⽣成服从⽬标分布的样本 𝜃4 ∼ 𝜌∗ 𝜃

已知
未知

Φ. 𝜃, 𝑦 =
1
2
∥ Σ/

'01 (𝑦 − 𝒢 𝜃 ) ∥1 +
1
2
∥ Σ2

'01 𝜃 − 𝑟2 ∥1



贝叶斯采样、推理
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Ø 基于输运的⽅法（直接近似的⽅法）

暴⼒⽹格搜索：假设𝑁* = 2,

𝜃5,6 = [−𝐿 + 1 5'0
7'0

𝐿, −𝐿 + 1(6'0)
7'0

𝐿]

𝑍 = ∑𝜌∗ 𝜃5,6 Δ𝑥Δ𝑦

输运： 𝜃6 ∼ 𝜌!%&"% 𝒯𝜃6 ∼ 𝜌∗

- 重要性采样
- 卡尔曼⽅法

- 标准化流⽅法
⋯⋯
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Ø 蒙特卡洛⽅法

计算：𝔼8∗ 𝑓 = ∫ 𝑓 𝜃 𝜌∗ 𝜃 𝑑𝜃

采样：{𝜃6} ∼ 𝜌∗ 𝜃

𝔼8∗ 𝑓 ≈ 𝜌∗9:
; 𝑓 =

1
𝐽
M
6<0

;

𝑓 𝜃6

重要性采样
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蒙特卡洛⽅法收敛性

对于 𝑓: 𝑅7# → 𝑅，Var8 𝑓 = 𝔼8 𝑓 − 𝔼8𝑓
1
< +∞

我们有

𝔼8
1
𝐽
M
6<0

;

𝑓 𝜃6 − 𝔼8 𝑓 = 0

𝔼8
1
𝐽
M
6<0

;

𝑓 𝜃6 − 𝔼8 𝑓

1

=
Var8 𝑓

𝐽

重要性采样



重要性采样
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Ø 重要性采样

𝜌∗ 𝜃 =
1
𝑍
𝑒'( * 𝜌(𝜃)

采样：{𝜃6} ∼ 𝜌(𝜃)
计算：Φ 𝜃6

计算权重：𝑤6 = =$% #&

∑&'(
) =$% #&

= 0
;

=$% #&

(
)
∑&'(
) =$% #&

输运： 𝜃6 → {𝑤6𝜃6}

𝜌∗ 𝜃 ≈M
6<0

;

𝑤6𝛿 𝜃 − 𝜃6

𝔼8∗ 𝑓 ≈ 𝜌∗?@
; 𝑓 =M

6<0

;

𝑤6𝑓(𝜃6)



重要性采样
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重要性采样⽅法收敛性

对于 𝑓: 𝑅7# → 𝑅， 𝜒1[𝜌∗ 𝜌 = ∫ 8∗
*

8
𝑑𝜃 − 1，

我们有

sup
A +B0

	𝔼8 𝜌∗?@
; 𝑓 − 𝔼8∗ 𝑓 ≤ 2

1 + 𝜒1[𝜌∗‖𝜌]
𝐽

sup
A +B0

𝔼8 𝜌∗?@
; 𝑓 − 𝔼8∗ 𝑓

1
≤ 4

1 + 𝜒1[𝜌∗‖𝜌]
𝐽



Ø 练习（Rosenbrock 函数 ）
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𝑦 = 𝒢 𝜃 + 𝜂

𝒢 𝜃 = 𝜃1 − 𝑐0𝜃01
𝜃0

𝑦 = 0
1

⾼斯先验分布： 𝜌!%&"% 𝜃 = 𝒩(𝜃; 0, 10
1

101
)

⾼斯噪⾳： ρ/ = 𝒩 𝑥; 0,
0
02*

1
后验分布： 𝜌∗ 𝜃 = 0

C
𝑒'( * 𝜌!%&"% 𝜃

考虑： 𝑐0 = 10'1，1，计算𝜃的期望。

重要性采样



重要性采样
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Ø 练习（Rosenbrock 函数 ）

𝑐0 = 10'1 𝑐0 = 1

𝐽

norm(𝜌∗?@
; 𝜃 − 𝔼8∗ 𝜃 ) 

norm(𝔼8∗ 𝜃 )
?



重要性采样
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Ø 练习（Rosenbrock 函数 ）

𝑐0 = 10'1 𝑐0 = 1
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Ø 优点

- 有收敛性保证

重要性采样

Ø 缺点

- 收敛很慢，尤其是 𝜒1[𝜌∗ 𝜌 较⼤的时候



⾼斯先验分布: 𝜌!%&"% 𝜃 = 𝒩(θ; 𝑟2, Σ2)
⾼斯噪⾳: ρ/ = 𝒩(𝑥; 0, Σ/)

卡尔曼(Kalman)⽅法
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Ø 贝叶斯法则

𝜌 𝜃 𝑦 =
𝜌(𝜃, 𝑦) 
𝜌 𝑦

=
𝜌 𝑦|𝜃 𝜌 𝜃

𝜌 𝑦

𝜌!%&"% 𝜃 → 𝜌 𝜃, 𝑦 → 𝜌!"#$ 𝜃

Ø 贝叶斯反问题
𝑦 = 𝒢 𝜃 + 𝜂 𝜂~ρ/ 𝜃~𝜌!%&"%

Ø 假设



卡尔曼⽅法
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Ø 先验分布

𝜌!%&"% 𝜃 = 𝒩 𝑟2, Σ2

Ø𝜃 和 𝒢 𝜃 + 𝜂 的联合分布

Ø 后验分布（条件分布）

𝜌 𝜃|𝒢 𝜃 + 𝜂 = 𝑦 = 𝒩 𝑚 , 𝐶

𝑚 = 𝑟2 + h𝐶*,( h𝐶,,)'0(𝑦 − i𝑦)

𝐶 = Σ2 − h𝐶*,( h𝐶,,)'0 h𝐶*,,

𝜌 𝜃 , 𝒢 𝜃 + 𝜂 ≈ 𝒩
𝑟2
i𝑦 , Σ2 h𝐶*,

h𝐶*,, h𝐶,,

!𝑦 = 𝔼 𝒢 𝜃 + 𝜂 )𝐶!" = Cov 𝜃, 𝒢 𝜃 + 𝜂 )𝐶""= Cov 𝒢 𝜃 + 𝜂



卡尔曼⽅法
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Ø 如何计算

i𝑦 = 𝔼 𝒢 𝜃 + 𝜂 h𝐶*, = Cov 𝜃, 𝒢 𝜃 + 𝜂 h𝐶,,= Cov 𝒢 𝜃 + 𝜂

⾼斯先验分布: 𝜌!%&"% 𝜃 = 𝒩(θ; 𝑟2, Σ2)
⾼斯噪⾳: ρ/ = 𝒩(𝑥; 0, Σ/)

Ø 贝叶斯反问题
𝑦 = 𝒢 𝜃 + 𝜂 𝜂~ρ/ 𝜃~𝜌!%&"%

Ø 假设



𝒢 𝑟2
Σ2∇𝒢 𝑟2 D

∇𝒢 𝑟2 DΣ2∇𝒢 𝑟2 + Σ/

Ø 泰勒展开线性化

17

𝒢 𝜃  ≈ 𝒢 𝑟2 + ∇𝒢 𝑟2 (𝜃 − 𝑟2)

扩展(Extended)卡尔曼⽅法

𝜌!%&"% 𝜃 = 𝒩 𝑟2, Σ2 𝜂 ~𝒩(0, Σ/)

i𝑦 = 𝔼 𝒢 𝜃 + 𝜂 ≈

h𝐶*, = Cov 𝜃, 𝒢 𝜃 + 𝜂 ≈

h𝐶,, = Cov 𝒢 𝜃 + 𝜂 ≈
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扩展(Extended)卡尔曼⽅法

Ø 线性贝叶斯反问题

𝐶!"#$ = Σ2 − Σ2𝐺D 𝐺Σ2𝐺D + Σ/
'0
𝐺Σ2

𝑚!"#$ = 𝑟2 − Σ2𝐺D 𝐺Σ2𝐺D + Σ/
'0
(𝐺𝑟2 − 𝑦)

Ø 扩展卡尔曼⽅法

𝐶!"#$ = Σ2 − Σ2∇𝒢D ∇𝒢Σ2∇𝒢D + Σ/
'0
∇𝒢Σ2

𝑚!"#$ = 𝑟2 − Σ2∇𝒢D ∇𝒢Σ2∇𝒢D + Σ/
'0
(𝐺(𝑟2) − 𝑦)



Ø 输运
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扩展(Extended)卡尔曼⽅法

𝒯:𝒩 𝑟2, Σ2 → 𝒩 𝑚, 𝐶

𝜌!%&"% 𝜃 → 𝜌 𝜃, 𝑦 → 𝜌!"#$ 𝜃



对于⾼斯分布 𝜃 ∼ 𝒩(𝑚, 𝐶) ∈ 𝑅7# , 我们选取2𝑁* + 1 个
𝜎点， 𝜃2 = 𝑚，对 𝑗 = 1,2⋯ ,𝑁*

𝜃6 = 𝑚 +	𝑐6[ 𝐶 ]6 𝜃6E7# = 𝑚 −	𝑐6[ 𝐶 ]6

其中 [ 𝐶 ]6 是𝐶的Cholesky分解的第 𝑗个列向量，那么

𝔼[𝒢 𝜃 ] ≈ o𝔼 [𝒢 𝜃 ] ≔ ∑5<2
17#𝑊5

F𝒢 𝜃5 	

Cov 𝒢0 𝜃 , 𝒢1 𝜃 ≈

∑5<2
17#𝑊5

G(𝒢0 𝜃5 − o𝔼[𝒢0(𝜃)])(𝒢1 𝜃5 − o𝔼[𝒢1(𝜃)])D

参数： 𝑐5， 𝑊5
F , 𝑊5

G

无迹变换

无迹(Unscented)卡尔曼⽅法



对于⾼斯分布 𝜃 ∼ 𝒩 𝑚, 𝐶 ∈ 𝑅7#，我们有

𝒢 𝜃 = 𝒢 𝑚 + ∇𝒢𝛿𝜃 +
1
2
∇1𝒢𝛿𝜃⨂𝛿𝜃 +

1
6
∇H𝒢𝛿𝜃⨂𝛿𝜃⨂𝛿𝜃

+𝒪 𝛿𝜃I

𝔼[𝒢 𝜃 ] = 𝒢 𝑚 +
1
2
∇1𝒢𝐶 + 𝒪( 𝐶 1)

Cov 𝒢0 𝜃 , 𝒢1 𝜃 = ∇𝒢0𝐶∇𝒢1J + 𝒪( 𝐶 1)

无迹(Unscented)卡尔曼⽅法

Ø 无迹变换



当 1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑁*

𝑊6
F = 𝑊6E7#

F M
5<2

17#

𝑊5
F = 1 𝑊6

G = 𝑊6E7#
G =

1
2𝑐61

我们有：

∑5<2
17#𝑊5

F𝒢 𝜃5 	 = 𝒢 𝑚 +

+∑6<0
7# 𝑐61𝑊6

F∇1𝒢[ 𝐶 ]6⨂[ 𝐶 ]6 + 𝒪 𝐶 1

∑5<2
17#𝑊5

G(𝒢0 𝜃5 − o𝔼[𝒢0(𝜃)])(𝒢1 𝜃5 − o𝔼[𝒢1(𝜃)])D

= Cov 𝒢0 𝜃 , 𝒢1 𝜃 + 𝒪( 𝐶 1)

无迹变换

无迹(Unscented)卡尔曼⽅法



当 1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑁*
𝑊6

F = 𝑊6E7#
F ∑5<2

17#𝑊5
F = 1 𝑊6

G = 𝑊6E7#
G = 0

1G&
*

期望近似误差：
∑6<0
7# 𝑐61𝑊6F∇1𝒢[ 𝐶 ]6⨂[ 𝐶 ]6 −

0
1
∇1𝒢𝐶 + 𝒪 𝐶 1

⽅差近似误差：𝒪( 𝐶 1)

无迹变换

无迹(Unscented)卡尔曼⽅法

我们选取： 𝑐6 = 𝑎，𝑊6
G = 0

1K*

⼆阶精度：𝑊6
F = 0

1G&
* , 𝑊2

F = 1 − ∑6
0
G&
* = 1 − 7#

K*

⼀阶精度：𝑊2
F = 1， 𝑊6F = 0



Ø 输运
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无迹(Unscented)卡尔曼⽅法

𝒯:𝒩 𝑟2, Σ2 → 𝒩 𝑚, 𝐶

𝜌!%&"% 𝜃 → 𝜎−点 → 𝜌 𝜃, 𝑦 → 𝜌!"#$ 𝜃



Ø 蒙特卡洛⽅法
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集合卡尔曼⽅法

{𝜃6} ~𝜌!%&"% 𝜃 = 𝒩 𝑟2, Σ2 𝜂~𝒩(0, Σ/)

i𝑦 =
1
𝐽
M
6<0

;

𝑦6 𝑦6 = 𝒢( 𝜃6)

i𝑦 = 𝔼 𝒢 𝜃 + 𝜂 ≈ i𝑦

h𝐶*, = Cov 𝜃, 𝒢 𝜃 + 𝜂 =
1

𝐽 − 1
M
6<0

;

(𝜃6 − 𝑟2)(𝑦6 − i𝑦)D

h𝐶,, = Cov 𝒢 𝜃 + 𝜂 =
1

𝐽 − 1
M
6<0

;

(𝑦6 − i𝑦)(𝑦6 − i𝑦)D + Σ/



Ø 输运
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集合(Ensemble)卡尔曼⽅法

𝒯: {𝜃6} → 𝒩 𝑚, 𝐶

𝜌!%&"% 𝜃 → 𝜌 𝜃, 𝑦 → 𝜌!"#$ 𝜃



Ø 输运
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𝒯: {𝜃6} → {𝒯𝜃6}

𝜌!%&"% 𝜃 → 𝜌 𝜃, 𝑦 → 𝜌!"#$ 𝜃

集合(Ensemble)卡尔曼⽅法



Ø 练习：计算𝒢(𝜃)分布

𝜃~𝒩 10
10 , 1 0

0 1 𝒢(𝜃) =
1 + 𝜃(.)0 + 𝜃(0)0

exp
1 !
0
+ 𝜃(0)

2

卡尔曼⽅法

扩展卡尔曼⽅法 无迹卡尔曼⽅法 集合卡尔曼⽅法 标准
𝐽 = 1 𝐽 = 5 𝐽 = 50 𝐽 = 10!



Ø 练习：计算𝒢(𝜃)分布

𝜃~𝒩 1
1 , 1 0

0 1 𝒢(𝜃) =
1 + 𝜃(.)0 + 𝜃(0)0

exp
1 !
0
+ 𝜃(0)

2

卡尔曼⽅法

扩展卡尔曼⽅法 无迹卡尔曼⽅法 集合卡尔曼⽅法 标准
𝐽 = 1 𝐽 = 5 𝐽 = 50 𝐽 = 10!



30

Ø 优点

- ⾼效、实⽤

卡尔曼⽅法

Ø 缺点

- 没有收敛性

- 只适⽤于后验分布接近⾼斯分布的情形

更通⽤的近似



Ø 有未知归⼀化常数的⽬标分布

标准化流(Normalizing flow)
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Ø 标准化流

基于神经⽹络的映射 𝒯77: 𝑅7# → 𝑅7#

{𝜃6} ∼ 𝜌!%&"% → {𝒯77 𝜃6 } ∼ 𝜌∗

神经⽹络𝒯77 	：参数化的（⾮线性）映射，能⾃动计算

关于参数或输⼊的导数

𝜌∗ 𝜃 =
1
𝑍
𝑒'(!(*)



Ø 诱导测度(Pushforward)

标准化流

32

𝒯: 𝜃 → x𝜃 = 𝒯 𝜃

𝒯: 𝜌 → y𝜌 = 𝒯#𝜌 𝜌 𝜃 = y𝜌 𝒯 𝜃 |∇*𝒯 𝜃 |

{
*∈M

𝜌 𝜃 𝑑𝜃 ={
N*∈𝒯(M)

y𝜌 x𝜃 𝑑 x𝜃

= {
*∈M

y𝜌 𝒯 𝜃 ∇*𝒯 𝜃 𝑑𝜃

𝒯'0: x𝜃 → 𝜃 = 𝒯'0 𝜃

𝒯'0: y𝜌 → 𝜌 = 𝒯'0# y𝜌 y𝜌 x𝜃 = 𝜌 𝒯'0 x𝜃 |∇N*𝒯
'0 x𝜃 |
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Ø KL-散度

KL 𝜌 ∥ 𝜌∗ = {𝜌log
𝜌
𝜌∗

𝑑𝜃

- KL 𝜌∗ ∥ 𝜌∗ = 0
- KL 𝜌 ∥ 𝜌∗ ≥ 0
- KL 𝜌 ∥ 𝑍𝜌∗ = KL 𝜌 ∥ 𝜌∗ − log(𝑍)

标准化流



训练神经⽹络 𝒯77: {𝜃6} ∼ 𝜌!%&"% → {𝒯77 𝜃6 } ∼ 𝜌∗

min77 KL 𝒯77#𝜌!%&"% ∥ 𝜌∗

= min77∫ 𝒯77#𝜌!%&"% log 𝒯77#𝜌!%&"% + Φ.(𝜃) 𝑑𝜃

采样： x𝜃6 = 𝒯77 𝜃6 ∼ 𝒯77#𝜌!%&"%

计算⽬标函数，更新神经⽹络

∫ 𝒯77#𝜌!%&"% log 𝒯77#𝜌!%&"% + Φ. 𝜃 𝑑𝜃 ≈

	 0
;
∑6<0
; log 𝜌!%&"% 𝜃6 ∇N*𝒯77

'0 x𝜃6 + Φ. x𝜃6
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Ø 标准化流

标准化流



神经⽹络设计，计算 ∇*𝒯77'0 x𝜃6

映射可逆、容易计算关于输⼊的导数

35

Ø 标准化流

标准化流

𝒯77 = 𝑓P ∘ 𝑓P'0 ∘ ⋯ ∘ 𝑓0

𝑓5包含仿射耦合层：
𝑦0:R = 𝑥0:R

𝑦RE0:7# = 𝑥RE0:7# ⊙ exp(𝑠 𝑥0:R ) + 𝑡 𝑥0:R

随机打乱维度： 𝑦0:7# → 𝑦5(:53#

Ø 实值⾮体积保持模型
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Ø 标准化流

标准化流



⽣成模型 (Generative model)
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Ø 有未知归⼀化常数的⽬标分布

𝜌∗ 𝜃 =
1
𝑍
𝑒'(!(*)

Ø ⽣成模型

已知：{𝜃6
ST$T} ∼ 𝜌∗ 𝜃

⽣成： {𝜃6} ∼ 𝜌∗ 𝜃



训练神经⽹络 𝒯77: {𝜃6} ∼ 𝜌!%&"% → {𝒯77 𝜃6 } ∼ 𝜌∗

min77 KL 𝜌∗ ∥ 𝒯77#𝜌!%&"%

= max77
1
𝑛
M
6<0

U

log 𝒯77#𝜌!%&"%(𝜃6
ST$T)

= max77
1
𝑛
M
6<0

U

log 𝜌!%&"% 𝒯77'0𝜃6
ST$T ∇N*𝒯77

'0 𝜃6
ST$T
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Ø 标准化流

标准化流



训练神经⽹络 𝒯77: {𝜃6} ∼ 𝜌!%&"% → {𝒯77 𝜃6 } ∼ 𝜌∗

min77 KL 𝜌∗ ∥ 𝒯77#𝜌!%&"%

= max77
1
𝑛
M
6<0

U

log 𝒯77#𝜌!%&"%(𝜃6
ST$T)

= max77
1
𝑛
M
6<0

U

log 𝜌!%&"% 𝒯77'0𝜃6
ST$T ∇N*𝒯77

'0 𝜃6
ST$T
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Ø 标准化流

标准化流



扩展阅读

40

Ø 重要性采样
迭代的思路: Beskos, Alexandros, et al. "Sequential Monte Carlo methods for 
Bayesian elliptic inverse problems." Statistics and Computing 25 (2015): 727−737.

Ø 卡尔曼⽅法

Ø 基于⾮线性映射的输运⽅法

第四种卡尔曼⽅法: Arasaratnam, Ienkaran, and Simon Haykin. "Cubature kalman 
filters." IEEE Transactions on automatic control 54.6 (2009): 1254-1269.

迭代的思路: Huang, Daniel Zhengyu, et al. "Efficient derivative-free Bayesian 
inference for large-scale inverse problems." Inverse Problems 38.12 (2022): 125006.
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