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本堂课⼤纲

Ø 变分推理的要素
- 概率密度空间
- 能量泛函
- 度量、距离

Ø Wasserstein 梯度流
- Langevin 动⼒学
- ⾼斯变分推理

Ø Fisher-Rao 梯度流
- ⽣灭过程
- ⾃然梯度下降法
- 指数分布族

Ø 仿射不变性



贝叶斯采样、推理

Ø 有未知归⼀化常数的⽬标分布
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𝜌∗ 𝜃 =
1
𝑍
𝑒"#!(%)

- 计算⽬标分布的期望、协⽅差等

- 计算⽬标函数的期望 𝔼 𝑓 = ∫ 𝑓(𝜃)𝜌∗ 𝜃 𝑑𝜃
- ⽣成服从⽬标分布的样本 𝜃' ∼ 𝜌∗ 𝜃

已知
未知

Φ" 𝜃, 𝑦 =
1
2
∥ Σ#

$%& (𝑦 − 𝒢 𝜃 ) ∥& +
1
2
∥ Σ'

$%& 𝜃 − 𝑟' ∥&



变分推理
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Ø 变分推理

4

minimize( ℰ 𝜌

度量 𝑀 𝜌
距离 𝒟 𝜌) , 𝜌*

概率测度空间𝒫

极⼩值接近 𝜌∗

𝜌 梯度
下降
法
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ℰ 𝜌; 𝜌∗

满⾜：
ℰ 𝜌; 𝜌∗ ≥ 0 ℰ 𝜌∗; 𝜌∗ = 0

- 能量泛函不⼀定是距离
- 能量泛函⽤于区分两个分布、量化两个分布的差异

能量泛函 (energy functional)

Ø 概率测度空间上的能量泛函

Ø KL-散度

𝑓 = 𝑥 log 𝑥 	 KL 𝜌 ∥ 𝜌∗ = >𝜌log
𝜌
𝜌∗

𝑑𝜃

KL 𝜌 ∥ 𝑍𝜌∗ = KL 𝜌 ∥ 𝜌∗ − log(𝑍)



最速梯度下降法
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Ø 最速梯度下降法

minimize+ 𝑓 𝑥

𝑥,-. = 𝑥, − 𝛼 ∇𝑓 𝑥,

∇𝑓 𝑥, = argmax
/

𝛿𝑓
𝛿𝑥 𝑥, ⋅ 𝑣

𝑣, 𝑣

函数的变化量
𝛿𝑓
𝛿𝑥

𝑥, ⋅ 𝑣

= lim
0→2

𝑓 𝑥, + 𝜖𝑣 − 𝑓 𝑥,
𝜖

长度



最速梯度下降法
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Ø 流形上的最速梯度下降法

minimize+∈ℳ 𝑓 𝑥

在流形 ℳ	(⽐如三维空间的曲⾯、概率测度空间等)上，

- 如何定义长度 
- 如何定义导数

ℳ

𝑇+ℳ

𝑥5



度量
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Ø 流形上的度量

ℳ

𝑇+ℳ

- 在点𝑥的切空间：𝑇+ℳ
- ⽅向向量： 𝑣 ∈ 𝑇+ℳ
- 曲线： 𝑥5: 0,1 → ℳ

𝑥̇5 = 𝑣5
- 曲线长度：∫2

. 𝑔+ 𝑣5 , 𝑣5 𝑑𝑡

- 度量： 𝑔+: 𝑇+ℳ×𝑇+ℳ → 𝑅62
- 度量矩阵：𝑀 𝑥 : 𝑇+ℳ → 𝑇+∗ℳ

𝑔+ 𝑣, 𝑣 = 𝑀 𝑥 𝑣, 𝑣

- 测地线 (geodesics)：过两点

距离最短的曲线

𝑥5
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Ø 练习：三维欧式空间 𝑅7

度量

在点𝑥的切空间：
𝑇+𝑅7 = 𝑅7

度量： 𝑔+ 𝑣5 , 𝑣5 = 𝑣5 , 𝑣5 , 𝑀 𝑥 = 𝐼

曲线： 𝛾: 0,1 → 𝑅7
𝑥̇5 = 𝑣5

曲线长度： ∫ 𝑣5 ⋅ 𝑣5𝑑𝑡 = ∫ 𝑔+ 𝑣5 , 𝑣5 𝑑𝑡
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Ø 练习：欧式空间𝑅7中的球⾯𝑆8

度量

球坐标(𝜑, 𝜃)表⽰：
𝜑, 𝜃 → sin 𝜑 cos 𝜃 , sin 𝜑 sin 𝜃 , cos 𝜑

在点𝑥的切空间能参数化为：
𝑇+𝑆8 = 𝑅8

曲线： 𝛾: 0,1 → 𝑆8
   𝑥̇5 = 𝑣5 , 𝑣5 = (𝜑̇5 , 𝜃̇5)

度量： 𝑔+ 𝑣5 , 𝑣5 = 𝜑̇58 + 𝜃̇58 sin8 𝜑 = 𝑀+𝑣5 , 𝑣5
𝑀 𝑥 = 1

sin8 𝜑
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Ø 练习：庞加莱圆盘𝐷

度量

𝐷 = {𝑥 ∈ 𝑅8, 𝑥 8 ≤ 1}

在点𝑥的切空间能参数化为：
𝑇+𝐷 = 𝑅8

曲线 𝛾: 0,1 → 𝐷: 𝑥̇5 = 𝑣5

度量： 𝑔+ 𝑣5 , 𝑣5 = 𝑀 𝑥 𝑣5 , 𝑣5

𝑀 𝑥 =

9

."+()"+))
)

9

."+()"+))
)
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Ø 练习：庞加莱圆盘𝐷

度量

极坐标(𝑟, 𝜃)表⽰： 𝑟, 𝜃 → 𝑟 cos 𝜃 , 𝑟 sin 𝜃

在点𝑥的切空间能参数化为：
𝑇+𝐷 = 𝑅8

曲线 𝛾: 0,1 → 𝐷: 𝑥̇5 = 𝑣5 , 𝑣5 = (𝑟̇5 , 𝜃̇5)

度量： 𝑔+ 𝑣5 , 𝑣5 = 𝑀 𝑥 𝑣5 , 𝑣5

𝑀 𝑥 =

9
.":) )

9:)

.":) )

度量矩阵的形式会
随内积定义⽽改变！



最速梯度下降法
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Ø 流形上的最速梯度下降法

minimize+∈ℳ 𝑓 𝑥

在流形 ℳ	(⽐如三维空间的曲⾯、概率测度空间等)上，

- 如何定义长度 
- 如何定义导数

ℳ

𝑇+ℳ

𝑥5



度量
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Ø 流形上的度量

流形上的函数或泛函 (functional)
𝑓：ℳ → 𝑅

第⼀变分 (first variation) 𝑣 ∈ 𝑇+𝒫

𝛿𝑓
𝛿𝑥
𝑣 = lim

0→2

𝑓 𝑥 + 𝜖𝑣 − 𝑓 𝑥
𝜖

Gâteaux 导数：

𝛿𝑓
𝛿𝑥

∈ 𝑇+∗𝒫

ℳ

𝑇+ℳ

𝑥5



最速梯度下降法

15

Ø 流形上的最速梯度下降法

minimize+∈ℳ 𝑓 𝑥

𝑥,-. = 𝑥, − 𝛼 ∇𝑓 𝑥,

∇𝑓 𝑥, = argmin
/

𝛿𝑓
𝛿𝑥 𝑥, ⋅ 𝑣

𝑀(𝑥,)𝑣, 𝑣

= 𝑀 𝑥, ". 𝛿𝑓
𝛿𝑥

𝑥,

函数的变化量
𝛿𝑓
𝛿𝑥

𝑥, ⋅ 𝑣

= lim
0→2

𝑓 𝑥, + 𝜖𝑣 − 𝑓 𝑥,
𝜖

长度



变分推理
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Ø 变分推理

16

minimize( ℰ 𝜌

度量 𝑀 𝜌
距离 𝒟 𝜌) , 𝜌*

概率测度空间𝒫

极⼩值接近 𝜌∗

𝜌 梯度
下降
⽅法
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Ø 概率测度空间

概率测度空间

概率密度空间：𝒫 = 𝜌 ∈ 𝐶;, ∫ 𝜌𝑑𝜃 = 1
线性切空间：𝑇(𝒫 ⊆ 𝜎 ∈ 𝐶;, ∫ 𝜎𝑑𝜃 = 0

概率测度空间𝒫

极⼩值 𝜌∗

𝜌
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ℰ 𝜌 = KL 𝜌 ∥ 𝜌∗ = >𝜌log
𝜌
𝜌∗

𝑑𝜃

第⼀变分 (first variation) 𝜎 ∈ 𝑇(𝒫

𝛿ℰ
𝛿𝜌

𝜎 = lim
0→2

ℰ 𝜌 + 𝜖𝜎 − ℰ 𝜌
𝜖

= ∫ 𝜎log (
(∗

𝑑𝜃

Gâteaux 导数：

𝛿ℰ
𝛿𝜌

= log 𝜌 − log 𝜌∗ − 𝔼([log 𝜌 − log 𝜌∗]

能量泛函 (energy functional)

Ø KL-散度
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Ø 最优传输问题

𝜌) 𝜃

𝜌< 𝜃

𝜃

𝑊8
8 𝜌) , 𝜌* = inf

=
i 𝜃 − 𝑇 𝜃 8

8𝜌) 𝜃 𝑑𝜃

𝑇#𝜌) = 𝜌*

Wasseratein-2度量

Monge 问题 (1781)

𝜃. − 𝜃8 8
8
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Ø 最优传输问题

𝜌) 𝜃

𝜌< 𝜃

𝜃

𝜃. − 𝜃8 8
8

𝑊8
8 𝜌) , 𝜌* = inf

?
i𝛾 𝜃., 𝜃8 𝜃. − 𝜃8 8

8𝑑𝜃.𝑑𝜃8

>𝛾 𝜃., 𝜃8 𝑑𝜃8 = 𝜌) 𝜃.

>𝛾 𝜃., 𝜃8 𝑑𝜃. = 𝜌* 𝜃8

𝛾 𝜃., 𝜃8 ≥ 0

Wasseratein-2度量

Kantorovich 问题 (1942)
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Wasserstein-2度量

𝑊8
8 𝜌) , 𝜌* = inf

/+
>
2

.
> ∥ 𝑣5 𝜃 ∥88 𝜌5 𝜃 𝑑𝜃𝑑𝑡

𝜕𝜌5
𝜕𝑡

+ ∇% ⋅ 𝜌5𝑣5 = 0

𝜌2 𝜃 = 𝜌) 𝜃 𝜌. 𝜃 = 𝜌* 𝜃

𝜌5为连接𝜌)和𝜌*的匀速测地线。

动⼒学观点 (Benamou, Brenier, 2000)
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Wasserstein-2度量

定义Wassserstein-2黎曼度量：

𝑔(
@) 𝜎, 𝜎 = inf

/
∫ ∥ 𝑣 ∥88 𝜌𝑑𝜃 , 𝜎 = −∇% ⋅ (𝜌𝑣)

使⽤拉格朗⽇乘⼦法，我们可以进⼀步得到：
𝑣 = ∇%𝜓 𝜎 = −∇% ⋅ 𝜌∇%𝜓

度量可以简化为：
𝑔(
@) 𝜎, 𝜎 = ∫ ∥ ∇%𝜓 ∥88 𝜌𝑑𝜃 , 𝜎 = −∇% ⋅ (𝜌∇%𝜓)

Wasserstein-2 距离可以表述为：

𝑊8
8 𝜌) , 𝜌* = inf

A+
∫2
.𝑔(+ 𝜎5 , 𝜎5 𝑑𝑡

𝜎5 	和𝜌5 (连接𝜌)和𝜌*)满⾜：
𝜕𝜌5
𝜕𝑡

+ ∇ ⋅ 𝜌5∇%𝜓5 = 0 𝜎5 = −∇ ⋅ 𝜌5∇%𝜓5

黎曼⼏何表述 (Otto calculus, 2001)
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Wasserstein-2度量

给定Wassserstein-2黎曼度量：

𝑔(
@) 𝜎, 𝜎 = > ∥ ∇%𝜓 ∥88 𝜌𝑑𝜃 , 𝜎 = −∇% ⋅ (𝜌∇%𝜓)

Wassserstein-2度量矩阵：
𝑀@)(𝜌)𝜎 = 𝜓

其中𝜎和𝜓满⾜：

−∇% ⋅ 𝜌∇%𝜓 = 𝜎 𝑔(
@) 𝜎, 𝜎 = >𝜓𝜎𝑑𝜃

即
𝑀@) 𝜌 ".𝜓 = 𝜎 = −∇% ⋅ 𝜌∇%𝜓

黎曼⼏何表述 (Otto calculus, 2001)



Wasserstein变分推理

24

Ø Wasserstein梯度流

24

梯度
下降
法

𝜕𝜌5
𝜕𝑡

= −∇@)ℰ 𝜌5

= −𝑀@) 𝜌5 ". 𝛿ℰ
𝛿𝜌

𝜌5

= ∇% ⋅ 𝜌5∇%
Bℰ
B(

𝜌5

= ∇% ⋅ 𝜌5∇%(log 𝜌5 − log 𝜌∗)

Wasserstein梯度流是⾼维偏微分⽅程！
难以求解！

- 设计新的算法
- 收敛性分析（研究像Langevin 动⼒系
统这样的Monte Carlo ⽅法的收敛性）



假设𝜃2 ∼ 𝜌2，对于Langevin 动⼒系统

𝑑𝜃5 = −∇% ΦD + 2𝑑𝑊5

那么𝜃5 ∼ 𝜌5， 𝜌5满⾜

𝜕𝜌5
𝜕𝑡

= ∇% n 𝜌5∇% ΦD +∇%𝜌5

Langevin 动⼒学

25

Langevin 动⼒学采样

还有其它动⼒系统，对应的Fokker Planck⽅程是这
样吗？
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Metropolis-Hastings Langevin 算法

提议核： 𝑞 ⋅,⋅ ∶ 𝑅E,×E, → 𝑅-

修正： 𝑎 𝜃, 𝜃′ = min (∗ %- G(%-,%)
(∗ % G(%,%-)

，1

Ø Metropolis-Hastings 算法

Ø Metropolis-Adjusted Langevin 算法（MALA）

𝜌∗ 𝜃 ∝ 𝑒"#!(%)

梯度下降⽅法： 𝜃 → 𝜃 − 𝜖∇%ΦD(𝜃)
ΦD 𝜃 − 𝜖∇%ΦD 𝜃 < ΦD 𝜃 𝜌∗ 𝜃 − 𝜖∇%ΦD 𝜃 > 𝜌∗ 𝜃

𝑞 𝜃, 𝜃′ = 𝒩 𝜃I; 𝜃 − 𝜖∇%ΦD 𝜃 , 𝛿8𝐼

𝑎 𝜃, 𝜃′ = min
𝜌∗ 𝜃I 𝒩 𝜃;	𝜃I − 𝜖∇%ΦD 𝜃I , 𝛿8𝐼
𝜌∗ 𝜃 𝒩 𝜃I; 𝜃 − 𝜖∇%ΦD 𝜃 , 𝛿8𝐼

，1



我们对𝜌5进⾏⾼斯近似𝜌5 ≈ 𝜌J+ = 𝒩(𝑚5 , 𝐶5)

𝑑𝑚5

𝑑𝑡
= >∇% n 𝜌J+∇% ΦD +∇%𝜌J+ 𝜃 𝑑𝜃 = −𝔼(.+ ∇%ΦD

𝑑𝐶5
𝑑𝑡

= >∇% n 𝜌J+∇% ΦD +∇%𝜌J+ 𝜃 − 𝑚5 𝜃 − 𝑚5
= 𝑑𝜃

= 2𝐼 − 𝔼(.+ ∇%∇%ΦD 𝐶5 − 𝐶5𝔼(.+ ∇%∇%ΦD

⾼斯近似的Wasserstein 梯度流

27

⾼斯变分推理

⾼斯积分



给定𝜌∗,存在𝛼 > 0， 对于任何𝜌

>𝜌 ∇% log
𝜌
𝜌∗ 8

8
𝑑𝜃 ≥ 2𝛼>𝜌 log

𝜌
𝜌∗
𝑑𝜃

Log-Sobolev 不等式

28

收敛性分析

那么沿着Wasserstein梯度流

𝜕𝜌5
𝜕𝑡

= ∇% ⋅ 𝜌5∇%(log 𝜌5 − log 𝜌∗)

我们有指数收敛

KL 𝜌5 ∥ 𝜌∗ ≤ 𝑒"8K5KL 𝜌2 ∥ 𝜌∗



如果 𝜌∗是对数凹(log-concave)的密度函数，

−∇%∇% log 𝜌∗ ≥ 𝛼𝐼

那么𝜌∗满⾜Log Sobolev 不等式

∃𝛼 > 0,> 𝜌 ∇% log
𝜌
𝜌∗ 8

8
𝑑𝜃 ≥ 2𝛼>𝜌 log

𝜌
𝜌∗
𝑑𝜃, ∀𝜌

Bakry- {Emery 定理

29

收敛性分析



收敛性分析
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Ø 对数凹密度函数

−∇%∇% log 𝜌∗ ≥ 𝛼𝐼 (∇%∇%ΦD ≥ 𝛼𝐼)

KL散度在Wasserstein 度量下是强凸的。即从𝜌2出发
⽅向为𝜎2到𝜌.的测地线满⾜：

KL 𝜌. ∥ 𝜌∗ ≥ KL 𝜌2 ∥ 𝜌∗ + 𝑔(/
@) ∇@)KL 𝜌2 ∥ 𝜌∗ , 𝜎2

+
𝛼
2
𝑊8

8 𝜌2, 𝜌.

Ø凸函数

∇+∇+𝑓 ≥ 𝛼𝐼	 (𝛼 > 0)
𝑓 𝑦 ≥ 𝑓 𝑥 + ∇𝑓 𝑥 = 𝑦 − 𝑥 +

𝛼
2
𝑦 − 𝑥 8

8



Wasserstein变分推理

31
31

Monge 问题 (1781)
Kantorovich 问题 (1942)
动⼒学观点 (Benamou, Brenier, 2000)
Wasserstein-2 度量 (Otto Calculus, 2001)
Wasserstein 梯度流

- 设计变分推理算法

- 收敛性分析（研究像Langevin 动⼒系统这样的
Monte Carlo ⽅法的收敛性）



32

Fisher-Rao度量

给定Fisher-Rao黎曼度量：

𝑔(LD 𝜎, 𝜎 = >
∥ 𝜎 ∥88

𝜌
𝑑𝜃

Fisher-Rao度量矩阵：

𝑀LD 𝜌 𝜎 =
𝜎
𝜌
∶= 𝜓

其中𝜎和𝜓满⾜：

𝑔(LD 𝜎, 𝜎 = >𝜓𝜎𝑑𝜃 = > ∥ 𝜓 ∥88 𝜌𝑑𝜃

即
𝑀LD 𝜌 ".𝜓 = 𝜎 ≔ 𝜌𝜓 − 𝔼([𝜓]

黎曼⼏何表述 (Rao, 1945)
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Fisher-Rao度量

给定任意微分同胚：
𝑇: 𝑅M → 𝑅M

Fisher-Rao 度量

𝑔(LD 𝜎, 𝜎 = >
∥ 𝜎 ∥88

𝜌
𝑑𝜃

是唯⼀ (相差⼀个常数)的度量满⾜

𝑔=#(
LD 𝑇#𝜎, 𝑇#𝜎 = 𝑔(LD 𝜎, 𝜎

微分同胚不变性 (diffeomorphism invariance)

Martin Bauer, Martins Bruveris, and Peter W Michor. Uniqueness of the 
Fisher–Rao metric on the space of smooth densities. Bulletin of the London 
Mathematical Society, 48(3):499–506, 2016.



Fisher-Rao变分推理

34

Ø Fisher-Rao梯度流

34

梯度
下降
法

𝜕𝜌5
𝜕𝑡

= −∇LDℰ 𝜌5

= −𝑀LD 𝜌5 ". 𝛿ℰ
𝛿𝜌

𝜌5

= 𝜌5
Bℰ
B(

𝜌5 − 𝔼(+[
Bℰ
B(

𝜌5 ]
= 𝜌5 log 𝜌∗ − log 𝜌5

−𝜌5𝔼(+[log 𝜌
∗ − log 𝜌5]

- 收敛性分析
- 设计新的算法



沿着Fisher-Rao梯度流
𝜕𝜌5
𝜕𝑡

= 𝜌5 log 𝜌∗ − log 𝜌5 − 𝜌5𝔼(+[log 𝜌
∗ − log 𝜌5]

我们有

−
𝑑
𝑑𝑡

KL 𝜌5 ∥ 𝜌∗ + KL 𝜌∗ ∥ 𝜌5
≥ KL[𝜌5 ∥ 𝜌∗] + KL[𝜌∗ ∥ 𝜌5]

我们有指数收敛
KL[𝜌5 ∥ 𝜌∗] + KL[𝜌∗ ∥ 𝜌5]

≤ 𝑒"5(KL 𝜌2 ∥ 𝜌∗ + KL 𝜌∗ ∥ 𝜌2 )

对偶梯度⽀配 (dual gradient dominance, Carrillo 等, 2024)

35

收敛性分析

对𝜌∗没有要求，但需要 KL 𝜌2 ∥ 𝜌∗ + KL 𝜌∗ ∥ 𝜌2 < ∞
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收敛性分析

Ø 梯度流数值模拟(𝑑 = 1)



定义

𝛼5(𝜃) = −ΦD(𝜃) − log 𝜌5(𝜃) − 𝔼(+[−ΦD − log 𝜌5]

考虑⽣灭过程：

假设{𝜃2
N} ∼ 𝜌2 如果𝛼5 𝜃5

N > 0 (或者𝛼5 𝜃5
N < 0), 𝜃5

N以
1 − 𝑒"|K+|M5的概率复制(或者湮灭)。

那么{𝜃5
N} ∼ 𝜌5， 𝜌5满⾜

𝜕𝜌5
𝜕𝑡

= 𝜌5𝛼5

⽣灭过程

37

⽣灭过程(birth-death process)

{𝜃5
N}	位置不能改变， KL 𝜌∗ ∥ 𝜌2 = ∞，不能收敛？



⾼斯变分推理
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Fisher-Rao度量下，我们有
𝑑𝑚5

𝑑𝑡
= −𝐶5𝔼(.+[∇%ΦD]

𝑑𝐶5
𝑑𝑡

= 𝐶5 − 𝐶5𝔼(.+ ∇%∇%ΦD 𝐶5

当⽬标分布是⾼斯，ΦD = − .
8
𝜃 − 𝑚∗ =𝐶∗1((𝜃 − 𝑚∗)，⾃

然梯度下降⽅法指数收敛

𝐶5". = 𝐶∗1( + 𝑒"5(𝐶2". − 𝐶∗
1()

𝑚5 = 𝑚∗ + 𝑒"5𝐶5𝐶2".(𝑚2 − 𝑚∗)

⾃然梯度下降法



⾼斯变分推理

⾼斯变分推理

39

min
J
KL 𝜌J ∥ 𝜌∗

其中 𝜌J = 𝒩 𝜃;𝑚, 𝐶 ， 𝑎 = [𝑚, 𝐶]

极⼩值点满⾜

∇PKL 𝜌J ∥ 𝜌∗ = 𝔼(. ∇%ΦD = 0

∇QKL 𝜌J ∥ 𝜌∗ = −
1
2
𝐶". +

1
2
𝔼(. ∇%∇%ΦD = 0

当ΦD是强凸函数时，极⼩值点唯⼀。



⾼斯变分推理
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导数满⾜

∇PKL 𝜌J ∥ 𝜌∗ = 𝔼(.[∇%ΦD]

∇QKL 𝜌J ∥ 𝜌∗ = −
1
2
𝐶". +

1
2
𝔼(.[∇%∇%ΦD]

梯度下降⽅法

𝑑𝑚5

𝑑𝑡
= −𝔼(.+[∇%ΦD]

𝑑𝐶5
𝑑𝑡

=
1
2
𝐶5". −

1
2
𝔼(.+[∇%∇%ΦD]

梯度下降⽅法



⾼斯变分推理
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MP+
M5

= −𝔼(.+ ∇%ΦD

𝑑𝐶5
𝑑𝑡

= 2𝐼 − 𝔼(.+ ∇%∇%ΦD 𝐶5 − 𝐶5𝔼(.+ ∇%∇%ΦD

Ø ⾼斯近似的Wasserstein变分推理：

Ø 梯度下降⽅法：

Ø ⾃然梯度下降⽅法：

MP+
M5

= −𝔼(.+ ∇%ΦD
MQ+
M5
= .

8
𝐶5". −

.
8
𝔼(.+[∇%∇%ΦD]

MP+
M5

= −𝐶5𝔼(.+[∇%ΦD]
MQ+
M5
= 𝐶5 − 𝐶5𝔼(.+ ∇%∇%ΦD 𝐶5

MQ+
1(

M5
= −𝐶5". + 𝔼(.+ ∇%∇%ΦD
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Ø 参数密度空间的Fisher-Rao度量

⾃然梯度下降法

参数密度空间： 𝒫 = 𝑎 ∈ 𝑅E.
线性切空间：𝑇(.𝒫 = {𝑣 ∈ 𝑅E.}

𝜎 = lim
0→2

𝜌J-0/ − 𝜌J
𝜖

= ∇J𝜌J ⋅ 𝑣

𝔤J 𝑣., 𝑣8 = 𝑔(.
LD ∇J𝜌J ⋅ 𝑣., ∇J𝜌J ⋅ 𝑣8 = 𝑣.=𝔐 𝑎 𝑣8

练习：Fisher-Rao 度量对应的参数密度空间的度量张量

𝔐 𝑎 是什么？



⾃然梯度下降法
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Ø Fisher信息矩阵 (Fisher information matrix)

𝜕𝑎5
𝜕𝑡

= −FIM 𝑎5 ". ∇JKL 𝜌J+ ∥ 𝜌
∗

𝑣 = argmin/
∇JKL 𝜌J+ ∥ 𝜌

∗ ⋅ 𝑣

𝑣=𝔐 𝑎 𝑣
= FIM 𝑎5 ". ∇JKL 𝜌J+ ∥ 𝜌

∗

Ø ⾃然梯度下降法 (natural gradient descent)

𝔐 𝑎 = FIM 𝑎 ≔ >
∇J𝜌J ⋅ ∇J𝜌J

𝜌J
𝑑𝜃

KL 𝜌J-MJ ∥ 𝜌J ≈
1
2
𝑑𝑎=FIM 𝑎 𝑑𝑎



⾃然梯度下降法

Ø 指数分布族

44

𝜌J 𝜃 = ℎ 𝜃 𝑒= % ⋅J ")(J)

⾼斯分布： 𝒩 𝜃;𝑚, 𝜎8 = .
8ST

𝑒"
,12 )

)3)

𝑇 𝜃 = 𝜃; 𝜃8 𝑎 = P
T)
; − .

T)

ℎ 𝜃 = .
8S

𝐴 𝑎 = P)

8T)
+ log 𝜎

泊松分布：
U,V14

%!
(𝜃 ∈ 𝑍2-)

𝑇 𝜃 = 𝜃 𝑎 = log 𝜆

ℎ 𝜃 = .
%!

𝐴 𝑎 = 𝜆

归⼀化常数



⾃然梯度下降法

Ø 练习

45

𝜌J 𝜃 = ℎ 𝜃 exp{𝑇 𝜃 ⋅ 𝑎 − 𝐴(𝑎)}

期望：

𝔼(. 𝑇 𝜃 = ∇J𝐴(𝑎)

Fisher信息矩阵：

FIM 𝑎 = 𝔼(. ∇J log 𝜌J 𝜃 = ∇J log 𝜌J(𝜃)
= −𝔼( ∇J∇J log 𝜌J 𝜃
= ∇J∇J𝐴(𝑎)



⾃然梯度下降法

Ø 练习

46

计算Gaussian 分布

𝜌J = 𝒩 𝜃;𝑚, 𝐶 ， 𝑎 = [𝑚, 𝐶]
的Fisher信息矩阵。



⾼斯变分推理
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⾼斯近似的Wasserstein变分推理：
MP+
M5

= −𝔼(.+ ∇%ΦD

MQ+
M5
= 2𝐼 − 𝔼(.+ ∇%∇%ΦD 𝐶5 − 𝐶5𝔼(.+ ∇%∇%ΦD

梯度下降⽅法：

MP+
M5

= −𝔼(.+ ∇%ΦD
MQ+
M5
= .

8
𝐶5". −

.
8
𝔼(.+[∇%∇%ΦD]

⾃然梯度下降法：
MP+
M5

= −𝐶5𝔼(.+[∇%ΦD]
MQ+
M5
= 𝐶5 − 𝐶5𝔼(.+ ∇%∇%ΦD 𝐶5

MQ+
1(

M5
= −𝐶5". + 𝔼(.+ ∇%∇%ΦD

Ø 练习



⾼斯变分推理
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⽬标分布是⾼斯，ΦD =
.
8
𝜃 − 𝑚∗ =𝐶∗1((𝜃 − 𝑚∗)，𝑚∗ =

1; 1 ，𝐶∗ = diag{100, 1}。初始值选取𝑚2 = 0; 0 ，𝐶2 =
diag 1, 1 。

Ø 练习
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仿射不变性

给定梯度流

𝜕𝜌5
𝜕𝑡

= 𝐹(𝜌5 , 𝜌∗)

对于任意可逆变换𝑇: 𝜃 → �𝜃，我们的梯度流满⾜

𝜕 �𝜌5
𝜕𝑡

= 𝐹( �𝜌5 , �𝜌∗)

其中

�𝜌5 = 𝑇# �𝜌5 �𝜌∗ = 𝑇# �𝜌∗

仿射不变性
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仿射不变性

Ø 仿射不变性

�𝜌5

𝜌5

�𝜌∗

𝜌∗

!𝜃 	→ 𝐴𝜃 + 𝑏
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Ø Kalman-Wasserstein 梯度流

仿射不变性

Ø 预处理 Langevin 动⼒系统

𝑑𝜃5 = −𝐶5∇% ΦD + 2𝐶5𝑑𝑊5

𝜃X-.
N = 𝜃X

N − 𝜖𝐶X∇% ΦD(𝜃X
N) + 2𝐶X𝒩(0, 𝜖)

𝜕𝜌5
𝜕𝑡

= ∇% n 𝜌5𝐶5(∇% log 𝜌∗ − ∇%log𝜌5)

𝜕𝜌5
𝜕𝑡

= ∇% n 𝜌5𝐶5(∇% ΦD +∇%log𝜌5)
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仿射不变性

Ø 练习

𝜌∗ 𝜃 = .
Y
𝑒"#!(%)

ΦD 𝜃 = 2..%("%) )-%)5

82
𝜌2 ∼ 𝒩( 10; 10 , 4𝐼)

Langevin 动⼒学 预处理 Langevin 动⼒学
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扩展阅读

55

Ø ⾃然梯度下降法
优化：Amari, Shun-Ichi. "Natural gradient works efficiently in learning." Neural 
computation 10.2 (1998): 251-276.
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贝叶斯反问题
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计算速度 近似⽅法 导数计算

重要性采样 慢 粒⼦逼近 不需要

卡尔曼⽅法 快 ⾼斯近似 ⼀般不需要

正规化流 求解优化问题 神经⽹络逼近 不需要

基于随机游⾛、
重要性采样的马
⽒链蒙特卡洛

慢 遍历性 不需要

基于Langevin的
马⽒链蒙特卡洛

中 遍历性 需要

⾼斯变分推理
（⾃然梯度下降
⽅法）

中 ⾼斯近似 需要（甚⾄⼆阶
导数）

⾮参数化的变分
推理

中 粒⼦逼近 ⼀般需要


