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⽣成模型

Ø 应⽤：视频、⾳乐⽣成
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Ø ⽬标分布
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𝑞! 𝑥 ≈
1
𝑁
&
"

𝛿(𝑥 − 𝑥∗")

⽬标: 采样 𝑥 ∼ 𝑞! 𝑥

⽣成模型
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基于分数的⽣成模型

𝑥∗"



Ø 扩散过程简介
- 前向过程
- 后向过程

 - 去噪扩散概率模型 (denoising diffusion probabilistic
model, DDPM)

- 概率流常微分⽅程 (probability flow ODE)
Ø 分数匹配 (score matching)

- U-Net：分数表⽰ (score representation)
Ø 理论分析
Ø 数值实验

- 混合⾼斯模型
- ⼿写数字识别 (MNIST)
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本堂课⼤纲
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随机常微分⽅程 (stochastic differential equation, SDE)：

𝑑𝑋$ = 𝑓(𝑡)𝑋$𝑑𝑡 + 𝑔 𝑡 𝑑𝑊$ 

分布: 𝑋$ = 𝜆$𝑋! + 𝜎$𝑊, 𝑊 ∼ 𝒩(0, 𝐼)
  𝑞!$ 𝑥$ 𝑥! = 𝒩 𝑥$ 𝜆$𝑥!, 𝜎$%𝐼)
其中

𝑓 𝑡 =
𝑑 log 𝜆$
𝑑𝑡

𝑔 𝑡 % =
𝑑𝜎$%

𝑑𝑡
− 2

𝑑 log 𝜆$
𝑑𝑡

𝜎$%

证明思路: 考虑 𝐿 𝑡, 𝑥 = &
'!

𝑑𝐿 𝑡, 𝑥$

扩散过程

Ø 前向过程 (0 → 𝑇， 图⽚ → ⽩噪⾳)
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Ø 前向过程 (0 → 𝑇， 图⽚ → ⽩噪⾳)
随机常微分⽅程：

𝑑𝑋$ = 𝑓(𝑡)𝑋$𝑑𝑡 + 𝑔 𝑡 𝑑𝑊$ 

密度函数： 𝑋$ ∼ 𝑞$(𝑥)

满⾜Fokker Planck⽅程：

𝜕$𝑞$(𝑥) = −∇ ⋅ (𝑓 𝑡 𝑥𝑞$(𝑥)) +
(
%
Δ(𝑔 𝑡 %𝑞$(𝑥))

扩散过程
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Ø 反向过程 (𝑇	 → 0，⽩噪⾳ → 图⽚)

−𝜕$𝑞)*$ 𝑥 = −∇ ⋅ 𝑓 𝑇 − 𝑡 𝑥𝑞)*$ + (
%
Δ(𝑔 𝑇 − 𝑡 %𝑞)*$)

定义： 𝜌$(𝑥) = 𝑞)*$ 𝑥 (0 → 𝑇)， 满⾜

𝜕$𝜌$ 𝑥 = ∇ ⋅ 𝑓 𝑇 − 𝑡 𝑥𝜌$ − (
%
Δ(𝑔 𝑇 − 𝑡 %𝜌$)

⽣成⽩噪⾳： 𝑌! ∼ 𝜌! 𝑥 = 𝑞) 𝑥 (0 → 𝑇)
求解： 𝑑𝑌$ = H𝑓 𝑡, 𝑌$ 𝑑𝑡 + I𝑔 𝑡 𝑑𝑊$

扩散过程

Ø 粒⼦动⼒学 (0	 → 𝑇)
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Ø Ornstein-Uhlenbeck (OU) 过程 (0 → 𝑇)

𝑑𝑋$ = −
1
2
𝛽(𝑡)𝑋$𝑑𝑡 + 𝛽(𝑡)𝑑𝑊$

𝑑𝑋$ = −𝑋$𝑑𝑡 + 2𝑑𝑊$

Ø ⽅差爆炸 (Variance exploding) SDE动⼒学 (0 → 𝑇)

前向过程

𝑑𝑋$ = 𝜎 𝑡 𝑑𝑊$

𝑑𝑋$ = 𝑑𝑊$
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OU 过程

Ø 前向⽅程 (0 → 𝑇)

SDE: 𝑑𝑋$ = −𝑋$𝑑𝑡 + 2𝑑𝑊$

𝜆$ = 𝑒*$ 𝜎$ = 1 − 𝑒*%$

𝑋$ = 𝑒*$𝑋! + 1 − 𝑒*%$𝑊
𝑋$ → 𝒩 0, 𝐼

密度函数： 𝑋$ ∼ 𝑞$(𝑥)

满⾜Fokker Planck⽅程：

𝜕$𝑞$ 𝑥 = ∇ ⋅ (𝑥 + ∇ log𝑞$(𝑥)) 𝑞$ 𝑥
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Ø 后向⽅程 (𝑇 → 0)

−𝜕$𝑞)*$ 𝑥 = ∇ ⋅ (𝑥 + ∇ log𝑞)*$(𝑥)) 𝑞)*$ 𝑥

定义： 𝜌$(𝑥) = 𝑞)*$ 𝑥 (0 → 𝑇)
𝜕$𝜌$ 𝑥 = −∇ ⋅ (𝑥 + ∇ log𝑞)*$ 𝑥 ) 𝜌$

⽣成⽩噪⾳： 𝑌! ∼ 𝒩 0, 𝐼 ≈ 𝑞) 𝑥 (0 → 𝑇)
- 去噪扩散概率模型 (DDPM)

𝑑𝑌$ = (𝑌$ + 2∇ log𝑞)*$ 𝑌$ )𝑑𝑡 + 2𝑑𝑊$

- 概率流常微分⽅程 (probability flow ODE) 
+,!
+$
= 𝑌$ + ∇ log𝑞)*$ 𝑌$

OU过程

Ø 粒⼦动⼒学 (0 → 𝑇)
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基于分数的⽣成模型

Ø 基于分数的⽣成模型

步骤 1： 添加噪声

𝑋$ = 𝑒*$𝑋! + 1 − 𝑒*%$𝑊 𝑊 ∼ 𝒩 0, 𝐼
步骤 2：分数匹配

𝑠- 𝑡, 𝑥 ≈ ∇log𝑞)*$(𝑥)
步骤 3：去噪⽣成

初始化： M𝑌! ∼ 𝑞) 𝑥 ≈ 𝒩 0, 𝐼
- 去噪扩散概率模型 (DDPM)

𝑑 M𝑌$ = ( M𝑌$ + 2𝑠- 𝑡, M𝑌$ )𝑑𝑡 + 2𝑑𝑊$

- 概率流常微分⽅程 (probability flow ODE) 
+ .,!
+$
= M𝑌$ + 𝑠- 𝑡, M𝑌$
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基于分数的⽣成模型

Denoising diffusion probabilistic model
Probability flow ODE
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分数匹配 (Score Matching)

Ø ⽬标函数

min
-
Q
!

)
𝑤)*$𝔼/"#! ∥ 𝑠- 𝑡, 𝑥 − ∇log𝑞)*$(𝑥) ∥% 𝑑𝑡

数据：

𝑋$ = 𝑒*$𝑋! + 1 − 𝑒*%$𝑊 ∼ 𝑞$ 𝑥
概率密度函数：

𝑞!$ 𝑥 𝑥! = 𝒩 𝑥; 𝑒*$𝑥!, (1 − 𝑒*%$)𝐼

𝑞$(𝑥) = Q𝒩 𝑥; 𝑒*$𝑥!, 1 − 𝑒*%$ 𝐼 𝑞! 𝑥! 𝑑𝑥!

min
-
Q
!

)
𝑤)*$𝔼/$(&$)𝔼/$"#!(&|&$) ∥ 𝑠- 𝑡, 𝑥 − ∇log𝑞!)*$(𝑥|𝑥!) ∥%

Ø 数值实现 (Monte Carlo 积分)
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分数匹配 (Score Matching)

Ø 时间离散

0 = 𝑡! < 𝑡( < ⋯ 𝑡3 = 𝑇 − 𝜏

练习 : 𝑞! = 𝛿 𝑥 ， 计算∇log𝑞4*$ 𝑥

𝑞$ 𝑥 = Q𝒩 𝑥; 𝑒*$𝑥!, 1 − 𝑒*%$ 𝐼 𝑞! 𝑥! 𝑑𝑥!

= 𝒩 𝑥; 0, 1 − 𝑒*%$ 𝐼
𝑠 𝑡, 𝑥 = ∇log𝑞)*$ 𝑥 = − &

(*5#( "#! ≈ 𝒪 (
)*$

,当 𝑡 → 𝑇

𝜏: 避免奇异 (singularity)
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分数匹配 (Score Matching)

Ø 时间离散

min
-
Q
!

)*6
𝑤)*$𝔼/$(&$)𝔼/$"#!(&|&$) ∥ 𝑠- 𝑡, 𝑥 − ∇log𝑞!)*$(𝑥|𝑥!) ∥%	

- 固定𝑡"进⾏训练
- 随机采样𝑡"进⾏训练

0 = 𝑡! < 𝑡( < ⋯ 𝑡3 = 𝑇 − 𝜏
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分数匹配 (Score Matching)

Ø 估计 𝑠 𝑥, 𝑡 ≈ ∇log𝑞)*$

min
-
Q
6

)
𝑤$𝔼/$(&$)𝔼/$!(&|&$) ∥ 𝑠- 𝑥, 𝑇 − 𝑡 − ∇log𝑞!$(𝑥|𝑥!) ∥%

- 权重选取

𝑞$ 𝑥 𝑥! = 𝒩 𝑥; 𝑒*$𝑥!, (1 − 𝑒*%$)𝐼

∇log𝑞$ 𝑥 𝑥! = − &*5#!&$
(*5#(!

𝑤$ ∝
(

𝔼)! 𝑥 𝑥! ∥∇:;</! 𝑥 𝑥! ∥(
∝ 1 − 𝑒*%$

- 时间嵌⼊ (time embedding)
输⼊： 𝑥, [sin(2𝜋𝜔𝑡); cos(2𝜋𝜔𝑡)]

- 噪⾳预测模型

𝑠- 𝑥, 𝑇 − 𝑡 ≔ −𝜖- 𝑥, 𝑇 − 𝑡 / 1 − 𝑒*%$
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分数匹配 (Score Matching)

Ø 噪⾳预测模型

min
-
Q
6

)
𝑤$𝔼/$(&$)𝔼/$!(&|&$) ∥ 𝑠- 𝑥, 𝑇 − 𝑡 − ∇log𝑞!$(𝑥|𝑥!) ∥%

换元：

𝑠- 𝑥, 𝑇 − 𝑡 ≔ −𝜖- 𝑥, 𝑇 − 𝑡 / 1 − 𝑒*%$

⽬标函数：

min
-
Q
6

)𝑤$
𝜎$%
𝔼/$(&$)𝔼&='!&$>?!@ ∥ 𝜖- 𝑥, 𝑇 − 𝑡 − 𝑊 ∥%

其中
𝜆$ = e*$ 𝑤$ ∝ 𝜎$% = 1 − 𝑒*%$
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U-Net：分数表⽰𝜖! 𝑥, 𝑡
Ø 卷积层 (Convolution layer)

Ø 池化层 (Pooling layer)
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U-Net：分数表⽰𝜖! 𝑥, 𝑡
Ø卷积层 (Convolution layer)
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U-Net：分数表⽰𝜖! 𝑥, 𝑡
Ø U-Net
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基于分数的⽣成模型

Denoising diffusion probabilistic model
Probability flow ODE
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Ø去噪扩散概率模型 

𝑑 M𝑌$ = ( M𝑌$ + 2𝑠- 𝑡, M𝑌$ )	𝑑𝑡 + 2𝑑𝑊$

- Euler-Maruyama
𝑑 M𝑌$ = M𝑌$* + 2𝑠- 𝑡A , M𝑌$* 𝑑𝑡 + 2𝑑𝑊$ 𝑡 ∈ [𝑡A , 𝑡A>(]

- 指数积分器 (exponential integrator)

𝑑 M𝑌$ = M𝑌$ + 2𝑠- 𝑡A , M𝑌$* 𝑑𝑡 + 2𝑑𝑊$ 𝑡 ∈ [𝑡A , 𝑡A>(]

𝜕$𝜌$ 𝑥 = −∇ ⋅ (𝑥 + ∇ log𝑞)*$ 𝑥 ) 𝜌$
𝑑𝑌$ = 𝑌$ + 2∇ log𝑞)*$ 𝑌$ 𝑑𝑡 + 2𝑑𝑤$

去噪扩散概率模型 (DDPM)

M𝑌$ ∼ I𝜌$， I𝜌$+ 和 𝜌) 之间的误差是多少?
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Girsanov 定理

假设 𝑦! ∼ 𝑞) , 考虑在𝐶 0, 𝑇 ; 𝑅+ 	上的路径测度 𝑄) 和
𝑃) ，它们对应以下两种扩散过程：
𝑄): 𝑑𝑌$ = 𝑌$ + 2∇ log𝑞)*$ 𝑌$ 𝑑𝑡 + 2𝑑𝑊$

𝑃): 𝑑 M𝑌$ = M𝑌$ + 2𝑠- 𝑡A , M𝑌$* 𝑑𝑡 + 2𝑑𝑊$ 𝑡 ∈ [𝑡A , 𝑡A>(]

KL 𝜌$+ ∥ I𝜌$+ ≤ KL 𝑄$+ ∥ 𝑃$+

≤ &
A=!

3*(

Q
$*

$*,-
𝔼B!+ 𝑠- 𝑡A , 𝑦$* − ∇ log 𝑞)*$ 𝑦$

%
𝑑𝑡

去噪扩散概率模型 (DDPM)
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误差分析 (Chen el al.2023; Benton el al. 2024)

A1: 分数匹配误差

&
A=!

3*(

(𝑡A>( − 𝑡A)𝔼/!* 𝑠- 𝑡A , 𝑥 − ∇ log 𝑞)*$*(𝑥) ≤ 𝛿%

A2: 数据假设 Cov/$ 𝑥 = 𝐼+

我们有，当 0 = 𝑡! < 𝑡(⋯ < 𝑡3 = 𝑇 − 𝜏,且 𝑡A>( − 𝑡A ≤
𝜅min 1, 𝑇 − 𝑡A>( ，那么

𝐾𝐿 𝜌) ∥ I𝜌$+ ≲ 𝛿% + 𝑑𝜅%𝑁 + 𝜅𝑑𝑇 + 𝑑𝑒*%)

去噪扩散概率模型 (DDPM)
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Ø 概率流常微分⽅程 (Probability flow ODE) 

𝑑 M𝑌$
𝑑𝑡

= M𝑌$ + 𝑠- 𝑡, M𝑌$

概率流常微分⽅程

⾼阶格式!
O(10) 个时间步，更⾼效！



27

Ø 概率流常微分⽅程 (Probability flow ODE)

𝑑 M𝑌$
𝑑𝑡

= M𝑌$ + 𝑠- 𝑡, M𝑌

概率流常微分⽅程 

- (⾼阶) Runge-Kutta 格式

𝑑 M𝑌$ = M𝑌$* + 𝑠- 𝑡A , M𝑌$* 𝑑𝑡 𝑡 ∈ [𝑡A , 𝑡A>(]

- (⾼阶) 指数积分器 (exponential integrator)

𝑑 M𝑌$ = M𝑌$ + 𝑠- 𝑡A , M𝑌$* 𝑑𝑡 𝑡 ∈ [𝑡A , 𝑡A>(]
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引理 (Huang at el. 2024)

假设 𝜌$ , I𝜌$ ∈ 𝐶( 0, 𝑇 ; 𝑅+ ∩ 𝐿( 0, 𝑇 ; 𝑅+ 是下⾯两个
对流⽅程的解

𝜕$𝜌$ 𝑥 = ∇ ⋅ 𝑈$ 𝑥  𝜌$(𝑥)
𝜕$ I𝜌$ 𝑥 = ∇ ⋅ u𝑈$ 𝑥 I𝜌$(𝑥)

我们有

TV(𝜌) , I𝜌)) − TV(𝜌!, I𝜌!)

≤
1
2
Q
!

)
Q ∇ ⋅ (𝑈$ 𝑥 − u𝑈$ 𝑥 )𝜌$ 𝑥 𝑑𝑥 𝑑𝑡

概率流常微分⽅程 
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假设

A1. 数据有紧⽀撑{𝑥 ∈ 𝑅+ : 𝑥 C ≤ 𝐷}

A2. 分数匹配误差

Q
!

)*6
𝔼/"#! 𝑠- 𝑡, 𝑥 − ∇ log 𝑞)*$ 𝑥 %𝑑𝑡 ≤ 𝛿%

A3. (正则性) 𝑠- 𝑡, 𝑥 是 𝐿-Lipschitz连续的。即为了使⽤
𝑝-th 阶 Runge-Kutta ⽅法，我们假设𝑠- 𝑡, 𝑥 前𝑝 + 1 阶
导数被 𝐿约束。

概率流常微分⽅程 
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误差分析

如果 I𝜌$+是从𝒩 0, 𝐼+ 初始化的概率流常微分⽅程（ODE
）的输出。使⽤ 𝑝 阶 Runge-Kutta ⽅法，均匀步长 ℎ =
)*6
3
，得到：

TV(𝜌$+ , I𝜌$+)

≤ 𝑒*)𝑑𝐷 + 𝑑𝑇
D
E 𝐿 + 𝜏*%𝐷D

(
%𝛿

(
% + 𝑑 𝑑ℎ F 𝐿𝐷 F>( log

𝑇
𝜏

概率流常微分⽅程 
 

- 我们只估计到时间𝑇 − 𝜏处的误差，⽽不是 𝑞!。 𝑞! 和
𝑞6 = 𝜌$+之间的 Wasserstein-2 距离有上界𝒪(𝜏 + 𝑑 𝜏𝐷 %)

- 理论误差界为 𝒪(𝑑 𝛿 + 𝑑 𝑑ℎ F)

初始化误差 得分匹配误差 离散化误差
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数值实验

Ø 数据分布 𝑞!

⼆阶 Heun ⽅法
时间 𝑇 = 8, 并从 𝒩 0, 𝐼+ 	初始化 4×10E粒⼦

Ø得分匹配误差 (𝛿 𝑡, 𝑥 = 𝑠 𝑡, 𝑥 − ∇ log 𝑞)*$(𝑥))

𝑅+ 	中 5-模态的混合⾼斯

1. 常数误差：𝛿 𝑡, 𝑥 = 𝛿 (
+

2. 线性误差：𝛿 𝑡, 𝑥 = 𝛿 &*G
+
	

3. 正弦误差：𝛿 𝑡, 𝑥 = 𝛿 sin 𝑥 &*G
+
	

其中， 𝑚为⾼斯混合分布的均值， sin 𝑥作⽤于每个
分量

Ø 设置
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Ø 概率密度函数演化

数值实验
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Ø 离散误差 (𝛿=0)

数值实验
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Ø全变差(ℎ% ≈ 𝛿)

数值实验

- 理论误差界 𝒪(𝑑 𝛿 + 𝑑 𝑑ℎ F).
- 数值实验误差界 𝒪(𝛿 + ℎF).



35

Ø MNIST (https://github.com/bot66/MNISTDiffusion)

数值实验
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Ø ⽅法
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