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本堂课⼤纲

Ø 课程内容简介

- 变分推理的要素(variational inference)
- 概率密度空间
- 能量泛函
- 度量、距离

- 参数化(parametric)变分推理
- ⾮参数化(nonparametric)变分推论



贝叶斯采样、推理

Ø 有未知归⼀化常数的⽬标分布
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𝜌∗ 𝜃 =
1
𝑍
𝑒"#!(%)

- 计算⽬标分布的期望、协⽅差等

- 计算⽬标函数的期望 𝔼 𝑓 = ∫ 𝑓(𝜃)𝜌∗ 𝜃 𝑑𝜃
- ⽣成服从⽬标分布的样本 𝜃' ∼ 𝜌∗ 𝜃

已知
未知

Φ! 𝜃, 𝑦 =
1
2
∥ Σ"

#$% (𝑦 − 𝒢 𝜃 ) ∥% +
1
2
∥ Σ&

#$% 𝜃 − 𝑟& ∥%



贝叶斯采样、推理
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Ø 变分推理
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minimize( ℰ 𝜌; 𝜌∗

度量 𝑀 𝜌
距离 𝒟 𝜌), 𝜌*

概率密度空间𝒫

极⼩值接近 𝜌∗

𝜌 梯度
下降
⽅法



概率密度空间

Ø 参数化⽅法
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⾼斯密度空间 { 𝑚,𝐶 , 𝐶 ≻ 0}
𝜌 𝜃 ≈ 𝒩(𝜃;𝑚, 𝐶)

简化的⾼斯密度空间 { 𝑚, 𝛿 , 𝛿 > 0}
𝜌 𝜃 ≈ 𝒩(𝜃;𝑚, 𝛿+𝐼)

混合⾼斯近似 { 𝑤,, 𝑚,, 𝐶, ,-.
/ , 𝐶, ≻ 0,𝑤, ≥ 0} 

𝜌 𝜃 ≈ ∑,-./ 𝑤,𝒩 𝜃;𝑚,, 𝐶,  ∑,-./ 𝑤, = 1
……



概率密度空间

Ø 指数分布族
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𝜌 𝜃; 𝑎 = ℎ 𝜃 𝑒0 % ⋅2 ")(2)

⾼斯分布： 𝒩 𝜃;𝑚, 𝜎+ = .
+34

𝑒"
"#$ %

%&%

𝑇 𝜃 = 𝜃; 𝜃+ 𝑎 = 5
4%
; − .

4%

ℎ 𝜃 = .
+3

𝐴 𝑎 = 5%

+4%
+ log 𝜎

泊松分布：
6"7#'

%! (𝜃 ∈ 𝑍9:)

𝑇 𝜃 = 𝜃 𝑎 = log 𝜆

ℎ 𝜃 = .
%! 𝐴 𝑎 = 𝜆

归⼀化常数



概率密度空间

Ø 练习
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𝜌 𝜃; 𝑎 = ℎ 𝜃 exp{𝑇 𝜃 ⋅ 𝑎 − 𝐴(𝑎)}

期望：

𝔼( 𝑇 𝜃 = ∇2𝐴(𝑎)

Fisher信息矩阵(Fisher information matrix)：

FIM 𝜌 𝜃; 𝑎 = 𝔼( ∇2 log 𝜌 𝜃; 𝑎 0 ∇2 log 𝜌(𝜃; 𝑎)
= −𝔼( ∇2∇2 log 𝜌 𝜃; 𝑎
= ∇2∇2𝐴(𝑎)



概率密度空间

Ø ⾮参数化⽅法
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𝒫 = {𝜌 ∶ 𝜌 ∈ 𝐶;, 𝜌 𝜃 > 0 , ∫ 𝜌 𝜃 𝑑𝜃 = 1}

粒⼦近似 𝐽 ≫ 1 ：

𝜌 𝜃 ≈ 𝜃< '-.
=

𝜌 𝜃 ≈ .
=
∑<-.
= 𝛿(𝜃 − 𝜃<) 
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ℰ 𝜌; 𝜌∗

- ℰ 𝜌; 𝜌∗ ≥ 0
- ℰ 𝜌; 𝜌 = 0

- 理论证明：量化收敛性
- 变分贝叶斯、机器学习：⽬标函数
- 统计测试：区分两个分布、量化两个分布的差异

- 不⼀定是距离

能量泛函(energy functional)
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Ø 全变差距离(total variation)

𝒟>? 𝜌) , 𝜌* ≔
1
2
X 𝜌) 𝜃 − 𝜌* 𝜃 𝑑𝜃 =

1
2
𝜌) 𝜃 − 𝜌* 𝜃 @(

Ø 海林格(Hillinger)距离

𝒟A 𝜌) , 𝜌* ≔
1
2
X 𝜌) 𝜃 − 𝜌* 𝜃

+
𝑑𝜃

.
+

=
1
2

𝜌) 𝜃 − 𝜌* 𝜃
@%

距离函数
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Ø 最优传输（Wasserstein）距离

𝜌) 𝜃

𝜌B 𝜃

𝜃

𝑐(𝜃., 𝜃+)

min
0
]𝑐 𝜃, 𝑇(𝜃) 𝜌) 𝜃 𝑑𝜃

𝑇#𝜌) = 𝜌*

距离函数

Monge 问题
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Ø 最优传输（Wasserstein）距离

𝜌) 𝜃

𝜌B 𝜃

𝜃

𝑐(𝜃., 𝜃+)

min
C
]𝛾 𝜃., 𝜃+ 𝑐 𝜃., 𝜃+ 𝑑𝜃.𝑑𝜃+

X𝛾 𝜃., 𝜃+ 𝑑𝜃+ = 𝜌) 𝜃

X𝛾 𝜃., 𝜃+ 𝑑𝜃. = 𝜌* 𝜃

𝛾 𝜃., 𝜃+ ≥ 0

距离函数

Kantorovich 问题
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Ø 最优传输（Wasserstein）距离

𝜌) 𝜃

𝜌B 𝜃

𝜃

𝑐(𝜃., 𝜃+)

sup
D,F

X𝜌) 𝜃 𝑓 𝜃 + 𝜌* 𝜃 𝑔 𝜃 𝑑𝜃

𝑓 𝜃. + 𝑔 𝜃+ ≤ 𝑐 𝜃., 𝜃+

距离函数

Kantorovich 对偶问题
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Ø 最优传输（Wasserstein）距离

𝜌) 𝜃

𝜌B 𝜃

𝜃

𝑐(𝜃., 𝜃+)

min
G
X
9

.
X ∥ 𝑣(𝑡, 𝜃) ∥++ 𝜌 𝑡, 𝜃 𝑑𝜃𝑑𝑡

𝜕𝜌 𝑡, 𝜃
𝜕𝑡

+ ∇ ⋅ 𝜌 𝑡, 𝜃 𝑣 𝑡, 𝜃 = 0

𝜌 0, 𝜃 = 𝜌) 𝜃 𝜌 1, 𝜃 = 𝜌* 𝜃

距离函数

Brenier 问题 (Wasserstein-2距离 𝑐 𝜃., 𝜃+ =∥ 𝜃. − 𝜃+ ∥++)
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Ø 𝑓-散度

𝐷D 𝜌 ∥ 𝜌∗ = X𝜌∗𝑓
𝜌
𝜌∗

𝑑𝜃

其中𝑓是凸函数， 𝑓 1 = 0。

琴⽣不等式：

𝔼(∗ 𝑓 𝜓 𝜃 ≥ 𝑓(𝔼(∗ 𝜓 𝜃 )

∑< 𝜌∗ 𝜃< 𝑑𝜃𝑓 𝜓 𝜃< ≥ 𝑓 ∑< 𝜌∗(𝜃<)𝑑𝜃𝜓 𝜃<
因此

𝐷D 𝜌 ∥ 𝜌∗ ≥ 0

𝑓-散度(𝑓- divergence)
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Ø KL-散度

𝑓 = 𝑥 log 𝑥 	 KL 𝜌 ∥ 𝜌∗ = X𝜌log
𝜌
𝜌∗

𝑑𝜃

KL 𝜌 ∥ 𝑍𝜌∗ = KL 𝜌 ∥ 𝜌∗ − log(𝑍)

Ø 反向 KL-散度

𝑓 = − log 𝑥 	 KL 𝜌∗ ∥ 𝜌 = X𝜌∗log
𝜌∗

𝜌
𝑑𝜃

Ø 𝜒+-距离

𝑓 = (𝑥 − 1)+	 𝜒+ 𝜌 ∥ 𝜌∗ = X
𝜌+

𝜌∗
𝑑𝜃 − 1

𝑓-散度(𝑓- divergence)
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Ø 最⼤均值差异(maximum mean discrepancy)

能量泛函(energy functional)

给点任意函数类𝐹

MMD 𝜌, 𝜌∗ = sup
D∈I

𝔼( 𝑓 𝜃 − 𝔼(∗ 𝑓 𝜃

离散情况：

MMD X, 𝑋∗ = sup
D∈I

1
𝑚
t
J

𝑓 𝑥J −
1
𝑛
t
J

𝑓 𝑥J∗

𝐹 = {𝑓: 𝑓 ; ≤ 1} ，𝐹 = span{𝑥, 𝑥+}……
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Ø 欧式空间的度量

度量(metric)

欧式空间：𝑅K
线性切空间：𝑅K

度量： 𝑔L ∶ 𝑇L𝑅K×𝑇L𝑅K → 𝑅

𝑔L 𝜎., 𝜎+	 : = 𝑀 𝑥 𝜎. ⋅ 𝜎+

度量张量： 𝑀 𝑥 : 𝑇L𝑅K → 𝑇L∗𝑅K

曲线距离: 𝑥̇M = 𝜎M

𝐷 𝜌9, 𝜌. = ∫9
.𝑔( 𝜎M, 𝜎M 𝑑𝑡
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Ø 概率空间的度量

度量(metric)

概率密度空间：𝒫 = 𝜌 ∈ 𝐶;, ∫ 𝜌𝑑𝜃 = 1
线性切空间：𝑇(𝒫 ⊆ 𝜎 ∈ 𝐶;, ∫ 𝜎𝑑𝜃 = 0

𝜎 = 𝜌N − 𝜌

度量： 𝑔( ∶ 𝑇(𝒫×𝑇(𝒫 → 𝑅

𝑔( 𝜎., 𝜎+ : = 𝑀 𝜌 𝜎. ⋅ 𝜎+ = ∫𝑀 𝜌 𝜎. ⋅ 𝜎+𝑑𝜃

度量张量： 𝑀 𝜌 : 𝑇(𝒫 → 𝑇(∗𝒫

曲线距离: 𝜌̇M = 𝜎M

𝐷 𝜌9, 𝜌. + = ∫9
.𝑔( 𝜎M, 𝜎M 𝑑𝑡
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Ø Wasserstein 2度量

度量(metric)

𝐷 𝜌9, 𝜌. + = X
9

.
X ∥ 𝑣M ∥++ 𝜌M𝑑𝜃𝑑𝑡

𝜕𝜌M
𝜕𝑡

= 𝜎M

其中𝑣M 满⾜：

𝜎M = −∇ ⋅ 𝜌M𝑣M 𝑣M = argminG X ∥ 𝑣 ∥++ 𝜌M𝑑𝜃

使⽤拉格朗⽇乘⼦法，我们可以进⼀步得到：

𝑣M = ∇𝜓M 𝜎M = −∇ ⋅ 𝜌M∇𝜓M
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Ø Wasserstein 2度量

度量(metric)

𝐷 𝜌9, 𝜌. + = X
9

.
X ∥ ∇𝜓M∥++ 𝜌M𝑑𝜃𝑑𝑡

𝜕𝜌M
𝜕𝑡

+ ∇ ⋅ 𝜌M∇𝜓M = 0

对⽐两边，我们有𝜎M = −∇ ⋅ 𝜌M∇𝜓M ，我们有

𝑔(*
O ∇ ⋅ 𝜌M∇𝜓M , ∇ ⋅ 𝜌M∇𝜓M = X ∥ ∇𝜓M∥++ 𝜌M𝑑𝜃

使⽤定义 𝑔( 𝜎., 𝜎+ = ∫𝑀 𝜌 𝜎. ⋅ 𝜎+𝑑𝜃，我们得到

𝑀O 𝜌 𝜎 = 𝜓 − ∇ ⋅ 𝜌∇𝜓 = 𝜎 𝑔(O 𝜎, 𝜎 = X𝜓𝜎𝑑𝜃

𝐷 𝜌9, 𝜌. + = X
9

.
𝑔( 𝜎M, 𝜎M 𝑑𝑡
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Ø Fisher-Rao 度量

度量(metric)

𝐷 𝜌9, 𝜌. + = X
9

.
X
𝜎M+

𝜌M
𝑑𝜃𝑑𝑡

𝜕𝜌M
𝜕𝑡

= 𝜎M

对⽐两边，我们有

𝑔(*
IP 𝜎M, 𝜎M = X

𝜎M+

𝜌M
𝑑𝜃

使⽤定义 𝑔( 𝜎., 𝜎+ = ∫𝑀 𝜌 𝜎. ⋅ 𝜎+𝑑𝜃，我们得到

𝑀IP 𝜌 𝜎 = 𝜓 =
𝜎
𝜌 𝑔(IP 𝜎, 𝜎 = X

𝜎+

𝜌 𝑑𝜃

𝐷 𝜌9, 𝜌. + = X
9

.
𝑔( 𝜎M, 𝜎M 𝑑𝑡
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Ø 参数密度空间的度量

度量(metric)

参数密度空间： 𝒫 = 𝑎 ∈ 𝑅K+
线性切空间：𝑇(+𝒫 = {𝜎 ∈ 𝑅K+}

lim
Q→9

𝜌2:Q4 − 𝜌2
𝜖

= ∇2𝜌2 ⋅ 𝜎

𝔤2 𝜎., 𝜎+ = 𝑔(+ ∇2𝜌2 ⋅ 𝜎., ∇2𝜌2 ⋅ 𝜎+ = 𝜎.0𝔐 𝑎 𝜎+

练习：Fisher Rao 度量对应的参数密度空间的度量张量

𝔐 𝑎 是什么？



变分推理
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Ø 变分推理

24

minimize( ℰ 𝜌; 𝜌∗

度量 𝑀 𝜌
距离 𝒟 𝜌), 𝜌*

概率密度空间𝒫

极⼩值接近 𝜌∗

𝜌 梯度
下降
⽅法



变分推理
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Ø 梯度流

25

梯度
下降
⽅法

minimize( ℰ 𝜌; 𝜌∗

𝜕𝜌M
𝜕𝑡

= 𝜎M

𝜎 = argmin4limQ→9
ℰ 𝜌 + 𝜖𝜎; 𝜌∗ − ℰ 𝜌; 𝜌∗

𝜖 𝑔( 𝜎, 𝜎

= argmin4

𝛿ℰ 𝜌; 𝜌∗
𝛿𝜌 , 𝜎

𝑀(𝜌)𝜎, 𝜎



参数化变分推理
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Ø 梯度流

26

梯度
下降
⽅法

minimize2 ℰ 𝜌2; 𝜌∗

𝜕𝑎M
𝜕𝑡

= 𝜎M

𝜎 = argmin4limQ→9
ℰ 𝜌2:Q4; 𝜌∗ − ℰ 𝜌2; 𝜌∗

𝜖 𝔤2 𝜎, 𝜎

= argmin4
∇2ℰ 𝜌2; 𝜌∗ 𝜎

𝜎0𝔐 𝑎 𝜎
= −𝔐 𝑎 ". ∇2ℰ 𝜌2; 𝜌∗



参数化变分推理
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Ø ⾼斯变分推理

min
(+

KL 𝜌2 ∥ 𝜌∗

其中 𝜌2 = 𝒩 𝜃;𝑚, 𝐶 ， 𝑎 = [𝑚, 𝐶]

∇2KL 𝜌2 ∥ 𝜌∗ = X∇2𝜌2 log
𝜌2
𝜌∗

+ ∇2𝜌2 𝑑𝜃

= X∇2𝜌2 (log 𝜌2 +ΦP) 𝑑𝜃



参数化变分推理
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导数满⾜

∇5KL 𝜌2 ∥ 𝜌∗ = 𝔼(+[∇%ΦP]

∇SKL 𝜌2 ∥ 𝜌∗ = −
1
2𝐶

". +
1
2𝔼(+[∇%∇%ΦP]

梯度下降⽅法

𝑑𝑚M
𝑑𝑡

= −𝔼(+*[∇%ΦP]

𝑑𝐶M
𝑑𝑡

=
1
2
𝐶M". −

1
2
𝔼(+*[∇%∇%ΦP]

⾼斯变分推理



参数化变分推理

29

Ø ⾃然梯度下降法(natural gradient descent)

𝜕𝑎M
𝜕𝑡

= −𝔐 𝑎M ". ∇2KL 𝜌2* ∥ 𝜌
∗

𝔐 𝑎 = FIM(𝜌2)

海瑟矩阵近似：

KL 𝜌2:T2 ∥ 𝜌2 ≈ 𝑑𝑎0FIM 𝜌2 𝑑𝑎



参数化变分推理
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Fisher-Rao度量下，我们有
𝑑𝑚M
𝑑𝑡

= −𝐶M𝔼(+*[∇%ΦP]
𝑑𝐶M
𝑑𝑡

= 𝐶M − 𝐶M𝔼(+* ∇%∇%ΦP 𝐶M

当⽬标分布是⾼斯，ΦP = − .
+ 𝜃 −𝑚∗ 0𝐶∗#((𝜃 − 𝑚∗)，⾃

然梯度下降⽅法指数收敛
𝐶M". = 𝐶∗#( + 𝑒"M(𝐶9". − 𝐶∗

#()
𝑚M = 𝑚∗ + 𝑒"M𝐶M𝐶9".(𝑚9 −𝑚∗)

⾃然梯度下降法收敛性



参数化变分推理
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梯度下降⽅法：

T5*
TM = −𝔼(+* ∇%ΦP

TS*
TM =

.
+𝐶M

". − .
+𝔼(+*[∇%∇%ΦP]

⾃然梯度下降法：
T5*
TM

= −𝐶M𝔼(+*[∇%ΦP]
TS*
TM
= 𝐶M − 𝐶M𝔼(+* ∇%∇%ΦP 𝐶M

TS*#(

TM
= −𝐶M". + 𝔼(+* ∇%∇%ΦP

其中⽬标分布是⾼斯，ΦP =
.
+
𝜃 −𝑚∗ 0𝐶∗#((𝜃 − 𝑚∗)，

𝑚∗ = 1; 1 ，𝐶∗ = diag{100, 1}。初始值选取𝑚9 = 0; 0 ，
𝐶9 = diag 1, 1 。

Ø 练习



参数化变分推理
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⽬标分布是⾼斯，ΦP =
.
+ 𝜃 −𝑚∗ 0𝐶∗#((𝜃 − 𝑚∗)，𝑚∗ =

1; 1 ，𝐶∗ = diag{100, 1}。初始值选取𝑚9 = 0; 0 ，𝐶9 =
diag 1, 1 。

Ø 练习



参数化变分推理
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Ø ⾼斯变分推理

min
(+

KL 𝜌2 ∥ 𝜌∗

其中 𝜌2 = 𝒩 𝜃;𝑚, 𝐶 ， 𝑎 = [𝑚, 𝐶]

极⼩值点满⾜

∇5KL 𝜌2 ∥ 𝜌∗ = 𝔼(+ ∇%ΦP = 0

∇SKL 𝜌2 ∥ 𝜌∗ = −
1
2
𝐶". +

1
2
𝔼(+ ∇%∇%ΦP = 0

当ΦP是强凸函数时，极⼩值点唯⼀。



参数化变分推理
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Ø 对数强凹(log-concave)密度函数

𝜌∗ 𝜃 =
1
𝑍
𝑒"#!(%) ∇%∇%ΦP ≥ 𝛼𝐼 (𝛼 > 0)

KL散度在Wasserstein 度量下是强凸的(常速测底线𝜌9， 
𝜌.， 𝜎9)：

KL 𝜌. ∥ 𝜌∗ ≥ KL 𝜌9 ∥ 𝜌∗ + 𝑔(, ∇KL 𝜌9 ∥ 𝜌
∗ , 𝜎9

+
𝛼
2
𝐷 𝜌9, 𝜌. +

Ø 凸函数

∇L∇L𝑓 ≥ 𝛼𝐼	 (𝛼 > 0)

𝑓 𝑦 ≥ 𝑓 𝑥 + ∇𝑓 𝑥 0 𝑦 − 𝑥 +
𝛼
2 𝑦 − 𝑥 +

+
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Ø ⾼斯变分推理

min
(+

KL 𝜌∗ ∥ 𝜌2

其中 𝜌2 = 𝒩 𝜃;𝑚, 𝐶 ， 𝑎 = [𝑚, 𝐶]

极⼩值点唯⼀, 满⾜ 𝑚 = 𝔼(∗ 𝜃 ，𝐶 = Cov(∗ 𝜃

∇5KL 𝜌∗ ∥ 𝜌2 = −𝐶".(𝔼(∗ 𝜃 −𝑚)
∇SKL 𝜌∗ ∥ 𝜌2

=
1
2
𝐶". −

1
2
𝐶".[Cov(∗ 𝜃 + 𝔼(∗ 𝜃 −𝑚 𝔼(∗ 𝜃 −𝑚 0]𝐶".
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Ø 梯度流

36

梯度
下降
⽅法

minimize( ℰ 𝜌; 𝜌∗

𝜕𝜌M
𝜕𝑡

= 𝜎M

𝜎 = argmin4limQ→9
ℰ 𝜌 + 𝜖𝜎; 𝜌∗ − ℰ 𝜌; 𝜌∗

𝜖 𝑔( 𝜎, 𝜎

= argmin4

𝛿ℰ 𝜌; 𝜌∗
𝛿𝜌 , 𝜎

𝑀(𝜌)𝜎, 𝜎
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Ø 第⼀变分（Frechet 导数）

⾮参数化变分推理

UVW
U(

∈ 𝑇(∗𝒫 对切向量σ 𝜃 ∈ 𝑇(𝒫的作⽤满⾜

X
𝛿KL
𝛿𝜌

σ𝑑𝜃 = lim
Q→9

KL[𝜌 + 𝜖𝜎 ∥ 𝜌∗] − KL[𝜌 ∥ 𝜌∗]
𝜖

因此
𝛿KL 𝜌 ∥ 𝜌∗

𝛿𝜌
= log 𝜌 − log 𝜌∗ + const.

Ø 梯度流
𝜕𝜌M
𝜕𝑡

= −𝑀(𝜌M)".
𝛿KL
𝛿𝜌M

我们有
𝜕KL(𝜌M)
𝜕𝑡

= −X
𝛿KL
𝛿𝜌M

𝑀(𝜌M)".
𝛿KL
𝛿𝜌M

𝑑𝜃 ≤ 0
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Ø 最优传输（Wasserstein）距离

⾮参数化变分推理

Ø Wasserstein 度量

𝜌) 𝜃

𝜌B 𝜃

𝜃

𝑐(𝜃., 𝜃+)

Ø Wasserstein 梯度流

𝜕𝜌M
𝜕𝑡

= −𝑀(𝜌M)".
𝛿KL 𝜌M ∥ 𝜌∗

𝛿𝜌M
=	−∇% � 𝜌M(∇% log 𝜌∗ − ∇%log𝜌M)

𝑀(𝜌)".𝜓 = −∇% � 𝜌∇%𝜓
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Ø Wasserstein 梯度流

⾮参数化变分推理

Ø Langevin动⼒系统

𝑑𝜃M = −∇%ΦP+ 2𝑑𝑊M

𝜃X:. = 𝜃X − 𝜖∇%ΦP+ 2𝒩(0, 𝜖)

𝜕𝜌M
𝜕𝑡

= −∇% � 𝜌M(∇% log 𝜌∗ − ∇%log𝜌M)

𝜕𝜌M
𝜕𝑡

= ∇% � 𝜌M∇%ΦP+∇%𝜌M

粒⼦系统 𝜃M ∼ 𝜌M



假设𝜃9 ∼ 𝜌9，对于Langevin动⼒系统

𝑑𝜃M = −∇%ΦP+ 2𝑑𝑊M

那么𝜃M ∼ 𝜌M， 𝜌M满⾜

𝜕𝜌M
𝜕𝑡

= ∇% � 𝜌M∇%ΦP+∇%𝜌M

Langevin动⼒系统

40

⾮参数化变分推理
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Metropolis-Hastings 算法

提议核： 𝑞 ⋅,⋅ ∶ 𝑅K"×K" → 𝑅:

修正： 𝑎 𝜃, 𝜃′ = min (∗ %- Z(%-,%)
(∗ % Z(%,%-) ，1

Ø Metropolis-Hastings 算法

Ø Metropolis-Adjusted Langevin 算法

𝜌∗ 𝜃 ∝ 𝑒"#!(%)

梯度下降⽅法： 𝜃 → 𝜃 − 𝜖∇%ΦP(𝜃)
ΦP 𝜃 − 𝜖∇%ΦP 𝜃 < ΦP 𝜃 𝜌∗ 𝜃 − 𝜖∇%ΦP 𝜃 > 𝜌∗ 𝜃

𝑞 𝜃, 𝜃′ = 𝒩 𝜃N; 𝜃 − 𝜖∇%ΦP 𝜃 , 𝛿+𝐼

𝑎 𝜃, 𝜃′ = min
𝜌∗ 𝜃N 𝒩 𝜃;	𝜃N − 𝜖∇%ΦP 𝜃N , 𝛿+𝐼
𝜌∗ 𝜃 𝒩 𝜃N; 𝜃 − 𝜖∇%ΦP 𝜃 , 𝛿+𝐼

，1



Ø 两条马⽒链

42

马⽒链蒙特卡洛⽅法

Ø交互粒⼦系统

𝜃9
𝜃. 𝜃+

𝜃[
𝜃\

ΘX = [𝜃X.; 𝜃X+; ⋯𝜃X
= ] ∈ 𝑅K" ⊗𝑅K"⋯⊗𝑅K"

Ρ∗ = 𝜌∗⊗ 𝜌∗⋯⊗  𝜌∗

Θ9
Θ. Θ+
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Ø Kalman-Wasserstein 梯度流

⾮参数化变分推理

Ø 预处理 Langevin动⼒系统

𝑑𝜃M = −𝐶M∇%ΦP+ 2𝐶M𝑑𝑊M

𝜃X:.
< = 𝜃X

< − 𝜖𝐶X∇%ΦP(𝜃X
<) + 2𝐶X𝒩(0, 𝜖)

𝜕𝜌M
𝜕𝑡

= ∇% � 𝜌M𝐶M(∇% log 𝜌∗ − ∇%log𝜌M)

𝜕𝜌M
𝜕𝑡

= ∇% � 𝜌M𝐶M(∇%ΦP+∇%log𝜌M)
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⾮参数化变分推理

我们的梯度流

𝜕𝜌M
𝜕𝑡

= ∇% � 𝜌M𝐶M(∇% log 𝜌∗ − ∇%log𝜌M)

对于任意可逆仿射变换 𝒯: �𝜃 	→ 𝐴𝜃 + 𝑏，我们的梯度流

满⾜

𝜕 �𝜌M
𝜕𝑡

= ∇]% � �𝜌M �𝐶M(∇]% log �𝜌∗ − ∇]%log �𝜌M)

其中

�𝜌 �𝜃 = 𝜌 𝒯". �𝜃 |∇]%𝒯". �𝜃 |
�𝐶M = 𝐴𝐶M𝐴0

仿射不变性
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⾮参数化变分推理

Ø仿射不变性

�𝜌M

𝜌M

�𝜌∗

𝜌∗

𝜃̂ 	→ 𝐴𝜃 + 𝑏
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⾮参数化变分推理

Ø 练习

𝜌∗ 𝜃 = .
d
𝑒"#!(%)

ΦP 𝜃 = 9..%("%% %:%%.

+9 𝜌9 ∼ 𝒩( 10; 10 , 4𝐼)

Langevin 动⼒ 预处理 Langevin 动⼒



47

⾮参数化变分推理

Ø Fisher-Rao 度量

Ø Fisher-Rao 梯度流

𝜕𝜌M
𝜕𝑡

= −𝑀(𝜌M)".
𝛿KL 𝜌M ∥ 𝜌∗

𝛿𝜌M
= 𝜌M log 𝜌∗ − log 𝜌M − 𝜌M𝔼[log 𝜌∗ − log 𝜌M]

𝑀 𝜌 𝜎 = 𝜓 =
𝜎
𝜌

𝑀(𝜌)".𝜓 = 𝜌𝜓 − 𝔼(𝜓
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⾮参数化变分推理

我们的梯度流

𝜕𝜌M
𝜕𝑡

= 𝜌M log 𝜌∗ − log 𝜌M − 𝜌M𝔼[log 𝜌∗ − log 𝜌M]

对于任意可逆变换𝒯: 𝜃 → �𝜃，我们的梯度流满⾜

𝜕 �𝜌M( �𝜃)
𝜕𝑡

= �𝜌M log �𝜌∗ − log �𝜌M − �𝜌M𝔼f(* log �𝜌
∗ − log �𝜌M

其中

�𝜌 �𝜃 = 𝜌 𝒯". �𝜃 |∇]%𝒯". �𝜃 |

不变性
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Gradient Flow for Sampling
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