
1. 算子理解

我们定义如下算子

证明

对于滤波分布，我们有

对于我们的近似的预测和分析，我们有

Pρ(y) = ∫ ρω(y− F(x))ρ(x)dx

Ajρ(x) = ρ(x|H(x) + ηj = yj) =

SJρ(x) =
J

∑
j=1

δ(x− xj) 其中xj ∼ ρ

ρη(yj −H(x))ρ(x)

∫ ρη(yj −H(x))ρ(x)dx

1
J

ρ∗n+1 = ρ(xn+1|Yn+1) = ρ(xn+1|yn+1,Yn) =

=

=

=

= An+1Pρ(xn|Yn)

ρ(yn+1|xn+1,Yn)ρ(xn+1|Yn)

∫ ρ(yn+1|xn+1,Yn)ρ(yn+1|xn+1,Yn)dxn+1
ρ(yn+1|xn+1,Yn)ρ(xn+1|Yn)

∫ ρ(yn+1|xn+1,Yn)ρ(xn+1|Yn)dxn+1
ρ(yn+1|xn+1,Yn) ∫ ρ(xn+1,xn|Yn)ρ(xn|Yn)dxn

∫ ρ(yn+1|xn+1,Yn)ρ(xn+1|Yn)dxn+1
ρ(yn+1|xn+1,Yn)Pρ(xn|Yn)

∫ ρ(yn+1|xn+1,Yn)ρ(xn+1|Yn)dxn+1



2.引理
假设存在 ，对于

我们有

其中

证明

对于 ， 我们定义 

ρJn(x) =
J

∑
j=1

wnδ(x− x
j
n)

PρJn(x) =
J

∑
j=1

wnρω(x− F(xjn))

采样 x̂
j
n ∼ ρJn ω

j
n ∼ ρω， 那么 x

j

n+1 = F(x̂jn) + ω
j
n ∼ PρJn(x)

SJPρJn(x) =
J

∑
j=1

δ(x− x
j

n+1)

An+1S
JPρJn(x) ∝

J

∑
j=1

ρη(yn+1 −H(x))δ(x− x
j

n+1) =
J

∑
j=1

ρη(yn+1 −H(x
j

n+1))δ(x− x
j

n+1) ∝ ρJn+1(x)

1
J

1
J

1
J

κ ∈ (0, 1) n = 1, 2,⋯ ,N

κ ≤ ρη(yn −H(x)) ≤ κ−1

d(Anρ,Anρ
′) ≤ d(ρ, ρ′) d(Pρ,Pρ′) ≤ d(ρ, ρ′) d(ρ,SJρ) ≤

2

κ2

1

√J

d(ρ, ρ′)2 = sup
|f|∞≤1

E
x
j
n∼ρ

∗
n
[(ρ(f) − ρ′(f))

2
] ρf = ∫ ρfdx

An l(x) = ρη(yn −H(x))



我们有

由于

由于 

因此

|Anρ(f) −Anρ
′(f)| = | − |

= | + ρ′(fl)( − )|

≤ | | + | || | 使用 |f|∞ ≤ 1

≤ | | + | |

≤ (|ρ(fl) − ρ′(fl)| + |ρ′(l) − ρ(l)|)

ρ(fl)

ρ(l)
ρ′(fl)
ρ′(l)

ρ(fl) − ρ′(fl)
ρ(l)

1
ρ(l)

1
ρ′(l)

ρ(fl) − ρ′(fl)

ρ(l)

ρ′(fl)

ρ′(l)

ρ′(l) − ρ(l)

ρ(l)
ρ(fl) − ρ′(fl)

ρ(l)

ρ′(l) − ρ(l)

ρ(l)
1
κ

|Anρ(f) −Anρ
′(f)|2 ≤ (|ρ(fl) − ρ′(fl)|2 + |ρ′(l) − ρ(l)|2)

≤ (|ρ(fκl) − ρ′(fκl)|2 + |ρ′(κl) − ρ(κl)|2)
≤ (|ρ(fκl) − ρ′(fκl)|2 + |ρ′(κl) − ρ(κl)|2)

2
κ2

2
κ4

2
κ4

sup
|f|∞≤1

E|ρ(fκl) − ρ′(fκl)|2 ≥ E|ρ(κl) − ρ′(κl)|2

|κl| ≤ 1

sup
|f|∞≤1

E|ρ(fκl) − ρ′(fκl)|2 ≤ sup
|f|∞≤1

E|ρ(f) − ρ′(f)|2



对于 ， 我们定义 

由于 ， 我们有 。因此

对于 ，我们有

3. 粒子滤波
假设存在 ，对于

sup
|f|∞≤1

E|Anρ(f) −Anρ
′(f)|2 ≤ sup

|f|∞≤1
E(|ρ(fκl) − ρ′(fκl)|2 + |ρ′(κl) − ρ(κl)|2)

≤ sup
|f|∞≤1

E|ρ(f) − ρ′(f)|2

2
κ4

4
κ4

P q(x) = ∫ ρω(y− F(x))f(y)dy

Pρ(f) = ∫ ∫ ρω(y− F(x))ρ(x)dxf(y)dy = ∫ ∫ ρω(y− F(x))f(y)dyρ(x)dx := ∫ q(x)ρ(x)dx

|f|∞ ≤ 1 |q|∞ ≤ 1

|Pρ(f) − Pρ′(f)| = |ρ(q) − ρ′(q)|

sup
|f|∞≤1

E|Pρ(f) − Pρ′(f)|2 ≤ sup
|f|∞≤1

E|ρ(q) − ρ′(q)|2 ≤ sup
|f|∞≤1

E|ρ(f) − ρ′(f)|2

SJ

d(ρ,SJρ)2 = E[(
J

∑
j=1

f(θj) − Eρ[f])
2] = E[

J

∑
j=1

(f(θj) − E[f])2]

= E[(f(θ) − E[f])2]
= (E[f 2] − (E[f])2)
≤ E[f 2]

≤

1
J

1
J

1
J
1
J
1
J
1
J

κ ∈ (0, 1) n = 1, 2,⋯ ,N



并且 。 对于滤波分布 ，我们的近似 满足

其中 是粒子数， 是不依赖于 的常数。

定理证明

我们定义滤波分布以及我们的近似

我们定义 ，使用三角不等式，可以得到

定义 使用归纳法，我们有

κ ≤ ρη(yn −H(x)) ≤ κ−1

ρ
J
0 = ρ∗0 ρ∗n ρJn

d(ρ∗n, ρJn) ≤
c(J,κ)

√J

J c N

ρ∗n(xn) = ρ∗(xn|Yn) ρJn(xn) = ρ(xn|Yn)

en = d(ρ∗n, ρ
J
n)

en+1 = d(ρ∗n+1, ρ
J
n+1) = d(An+1Pρ∗n,An+1S

JPρJn(x))

≤ d(An+1Pρ∗n,An+1Pρ
J
n(x)) + d(An+1Pρ

J
n(x),An+1S

JPρJn(x))

≤ [d(Pρ∗n,PρJn(x)) + d(PρJn(x),SJPρJn(x))]
≤ [d(ρ∗n, ρJn(x)) + ]
= [en + ]

2
κ2

2
κ2

1

√J
2

κ2

1

√J

λ = 2/κ2

en = λne0 + =
λ(1 − λn)/(1 − λ)

√J

λ(1 − λn)/(1 − λ)

√J
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