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线性数据同化问题

Ø 线性数据同化问题
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Ø 假设

线性演化⽅程： ℱ 𝑥 = 𝐹 ⋅ 𝑥 𝐹 ∈ 𝑅!!×!!

⾼斯演化噪⾳: ρ# = 𝒩(𝑥; 0, Σ#)

线性演化⽅程：ℋ 𝑥 = 𝐻 ⋅ 𝑥 𝐻 ∈ 𝑅!"×!!

⾼斯观测噪⾳: ρ$ = 𝒩(𝑥; 0, Σ$)

⾼斯先验分布: 𝜌%&'(& 𝑥 = 𝒩(𝑥; 𝑟), Σ))

演化⽅程: 𝑥*+, = ℱ 𝑥* + 𝜔*+,
观测⽅程: 𝑦*+, = ℋ 𝑥*+, + 𝜂*+,
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线性滤波问题

Ø 线性滤波问题（线上处理）

时刻𝑛 + 1的观测集: 𝑌*+, = {𝑦), 𝑦,, ⋯ , 𝑦*+,}

时刻𝑛 + 1的滤波分布: 𝜌(𝑥*+,|𝑌*+,)

𝑦*+,

𝑦*+-

𝜌 𝑥*|𝑌* 𝜌 𝑥*+,|𝑌*+,

𝜌 𝑥*+-|𝑌*+-
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线性滤波问题

Ø 滤波问题（线上处理）

预测:

𝜌(𝑥*+,|𝑌*) ∝ @ exp(
1
2
∥ Σ#

.,- 𝑥*+, − 𝐹𝑥*) ∥- 𝜌(𝑥*|𝑌*)𝑑𝑥*

分析：

𝜌(𝑥*+,|𝑌*+,) ∝ exp(−
1
2
∥ Σ$

.,- (𝑦*+, − 𝐻𝑥*+,) ∥-) 𝜌 𝑥*+,|𝑌*

𝜌 𝑥*|𝑌*
预测：𝜌 𝑥*+,|𝑌*

分析： 𝜌 𝑥#$%|𝑌#$%
𝑦*+,
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对于线性滤波问题

𝑥*+, = 𝐹𝑥* + 𝜔*+, 𝜔*+, ∼ 𝒩(𝑥; 0, Σ#)

𝑦*+, = 𝐻𝑥*+, + 𝜂*+, 𝜂*+, ∼ 𝒩(𝑥; 0, Σ$)
那么预测分布和滤波分布都是⾼斯。

预测分布：𝜌 𝑥*+,|𝑌* = 𝒩(𝑥; I𝑚*+,, K𝐶*+,)
I𝑚*+, = 𝐹𝑚* K𝐶*+, = 𝐹𝐶*𝐹/ + Σ#

滤波分布：𝜌*+, 𝑥*+, = 𝒩(𝑥;𝑚*+,, 𝐶*+,)

𝑚*+, = 𝐻/Σ$.,𝐻 + K𝐶*+,., .,
(𝐻/Σ$.,𝑦*+, + K𝐶*+,., I𝑚*+,)

𝐶*+, = 𝐻/Σ$.,𝐻 + K𝐶*+,., .,

线性滤波问题（卡尔曼滤波）

线性滤波问题



对于 𝑛 = 0,1,⋯ , 𝑁 − 1
预测：

I𝑚*+, = 𝐹𝑚* K𝐶*+, = 𝐹𝐶*𝐹/ + Σ#
分析：

𝑚*+, = I𝑚*+, + 𝐾*+,𝑑*+, 𝐶*+, = (𝐼 − 𝐾*+,𝐻) K𝐶*+,
其中

𝑑*+, = 𝑦*+, − 𝐻 I𝑚*+,

𝑆*+, = 𝐻 K𝐶*+,𝐻/ + Σ$
𝐾*+, = K𝐶*+,𝐻/𝑆*+,.,
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卡尔曼滤波算法 (𝑁0 > 𝑁1)

线性滤波问题

卡尔曼增益 ：𝐾*+,
𝑚*+, = (𝐼 − 𝐾*+,𝐻) I𝑚*+, + 𝐾*+,𝑦*+,



7

对于线性滤波问题

𝑥*+, = 𝐹𝑥* + 𝜔*+, 𝜔*+, ∼ 𝒩(𝑥; 0, Σ#)

𝑦*+, = 𝐻𝑥*+, + 𝜂*+, 𝜂*+, ∼ 𝒩(𝑥; 0, Σ$)
滤波分布是

𝜌 𝑥*+,|𝑌*+, = 𝒩(𝑥;𝑚*+,, 𝐶*+,)

对于任意序列 𝑧* ，我们有

𝔼 𝑥* − 𝑚*
- 𝑌*] ≤ 𝔼 𝑥* − 𝑧* - 𝑌*]

卡尔曼滤波的最优性

线性滤波问题
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线性平滑问题

Ø 线性平滑问题（线下处理）

参数: 𝑋 = {𝑥), 𝑥,, ⋯ , 𝑥!}

观测: 𝑌 = {𝑦), 𝑦,, ⋯ , 𝑦!}

后验分布: 𝜌%(23 𝑋; 𝑌 = 𝜌 𝑋 𝑌 ∝ 𝑒.4& 5,7

Φ8 𝑋, 𝑌 = Φ 𝑋, 𝑌 + 𝑅 𝑋

= ,
-
∑*9)!., ∥ Σ$

.'( (𝑦*+, − 𝐻𝑥*+,) ∥-

+ ,
-
∑*9)!., ∥ Σ#

.'( (𝑥*+, − 𝐹𝑥*) ∥-

+ ,
-
∥ 𝐶)

.'( (𝑥) − 𝑚)) ∥-
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线性平滑问题

线性平滑问题

后验分布: 𝜌!"#$ 𝑋; 𝑌 = 𝒩(𝑥;𝑚!"#$, 𝐶!"#$)

三对⾓：𝐶!"#$%& = Ω =

Ω'' Ω'& 0
Ω&' Ω&& Ω&(
0 Ω&( Ω((

⋱
Ω)%&)%( Ω)%&)%& Ω)%&)

0 Ω))%& Ω))
𝑚!"#$ = Ω%&𝑟

Ω'' = 𝐶'%& + 𝐹Σ*%&𝐹+
Ω,, = Σ*%& + 𝐹Σ*%&𝐹+ + 𝐻Σ-%&𝐻+	(0 < 𝑛 < 𝑁)
Ω)) = Σ*%& + 𝐻Σ-%&𝐻+

Ω,,.& = −Σ*%&𝐹

𝑟' = 𝐶'%&𝑚'
𝑟, = 𝐻Σ-%&𝑦, (0 < 𝑛 < 𝑁)
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卡尔曼平滑算法 (⾼斯消元法)

线性平滑问题

⾏变换
Ω) = Ω)) 𝑧) = 𝑟)

对于 𝑛 = 1,2,⋯ , 𝑁
Ω* = Ω** − 𝐹/Σ#.,Ω*.,*.,., Σ#.,𝐹
𝑧* = 𝐻Σ$.,𝑦* − 𝐹/Σ#.,Ω*.,*.,., 𝐻Σ$.,𝑦*.,

下三⾓矩阵求解
𝑚! = 𝑧!

对于 𝑛 = 𝑁 − 1,⋯ , 0
Ω*𝑚* = 𝑧* − Ω*+,𝑚*+,

后验期望
𝑚%(23 = [𝑚); 𝑚,; ⋯ ,𝑚!]
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线性平滑问题

Ø 练习

- 对于线性卡尔曼平滑 Ω* 是对称正定矩阵。

- 线性卡尔曼平滑求得的𝑚!和线性卡尔曼滤波求得的

𝑚!⼀样，但是𝑚*(0 ≤ 𝑛 < 𝑁)就不⼀致了。


