
1. 练习
考虑反问题：

已知：

观测： 

噪⾳： 

先验分布： 

问题：

计算最⼤似然估计

计算当  时的最⼤后验估计

探究当  时，后验分布的变化

证明

最⼤似然估计

最⼤似然估计是 的极⼩值，满⾜  的圆。 不唯⼀！

最⼤后验估计

最⼤后验估计是 的极⼩值:

当 , 

当 , 。不唯⼀！

后验分布

考虑如下两个区域

当 ， 有对任意  和 ， 我们有

 是 在半径为 的球⾥的最⼩值。

因此，注意到当 时，后验分布 会集中在半径为  的圆周上。

2. 存在性定理
对于⻉叶斯反问题

假设

和 独⽴

那么后验分布存在

证明

对于条件概率，我们有

根据假设 ， 当 , 我们有

当 , 我们有

3. 适定性定理
对于⻉叶斯反问题

定义

假设存在 , ， 对任意 ， 我们有

那么存在 ，后验分布满⾜

证明

我们将总误差分为两部分，⼀部分反映了 和 之间的差异, 另⼀部分反映了  and 之间的差异：

对于 和 ， 我们有

由于 ， 取 ， 当 , 我们有

对于第⼀项， 当 ，我们有

对于第⼆项， 当 ，我们有

因此

其中 , 不依赖于 .

4. 练习
考虑如下常微分⽅程描述的系统

⻉叶斯反问题

假设⼀致有界和Lipschitz连续，即存在常数 ：

基于向前欧拉⽅法的⻉叶斯反问题

能近似出  的后验分布。

证明

对于向前欧拉⽅法，我们有

其中时间步⻓是 。对于近似的⻉叶斯反问题，我们有 。 我们需要验证，假设存在 , ， 对任意 ， 我们有

由于噪声  是⾼斯，我们有

对于假设⼀， 由于对任意 , 我们有 。 因此，我们有

这⾥我们⽤了关于 的假设，以及向前欧拉⽅法的⼀阶全局误差性质。

对于假设⼆，我们有

因此我们可以取 .
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L(θ) = ρη(y − G(θ)) Lη(θ) = ρη(y − Gη(θ))
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|f(x, θ)|, |∂xf(x, θ)| < fmax ∀x, θ

|f(x, θ) − f(x′, θ)| < fmax|x − x′| ∀x, x′, θ

y = Gδ(θ) + η

θ

xn+1 = xn + δf(xn, θ)

δ = 1
N

Gδ(θ) = xN K1, K2 > 0 δ+ > 0 δ ∈ (0, δ+)

|√L(θ) − √Lη(θ)| ≤ φ(θ)δ Eθ∼ρprior
[φ(θ)2] ≤ K2

1

supθ |√L(θ) + √Lη(θ)| ≤ K2

η ∼ N (0, δ2
η I)

√L(θ) = √ρη(y − G(θ)) = exp ( − |y − G(θ)|2)1

(2π)Nx/4δNx/2
η

1
4δ2

η

√Lδ(θ) = √ρη(y − Gδ(θ)) = exp ( − |y − Gδ(θ)|2).
1

(2π)Nx/4δNx/2
η

1
4δ2

η

w1, w2 > 0 |e−w1 − e−w2 | ≤ |w1 − w2|

∣
∣√L(θ) − √Lδ(θ)∣

∣ ≤  ⋅ ∣∣|y − G(θ)|2 − |y − Gδ(θ)|2∣∣

=  ⋅ ⋅ |2y − G(θ) − Gδ(θ)||G(θ) − Gδ(θ)|

≤ cδ.

1

(2π)Nx/4δNx/2
η

1

(2π)Nx/4δNx/2
η

1
4δ2

η

f

√L(θ) = exp ( − |y − G(θ)|2) ≤

√Lδ(θ) = exp ( − |y − Gδ(θ)|2) ≤ .

1

(2π)Nx/4δNx/2
η

1
4δ2

η

1

(2π)Nx/4δNx/2
η

1

(2π)Nx/4δNx/2
η

1
4δ2

η

1

(2π)Nx/4δNx/2
η

K2 = 2

(2π)Nx/4δ
Nx/2
η


