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Ø ⾮线性数据同化问题
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Ø 假设

⾼斯演化噪⾳: ρ! = 𝒩(𝑥; 0, Σ!)

⾼斯观测噪⾳: ρ" = 𝒩(𝑥; 0, Σ")

⾼斯先验分布: 𝜌#$%&$ 𝑥 = 𝒩(𝑥; 𝑟', Σ')

演化⽅程: 𝑥()* = ℱ 𝑥( +𝜔()*
观测⽅程: 𝑦()* = ℋ 𝑥()* + 𝜂()*



Ø 优化⽅法（weak constraint 4D variational data assimilation,
w4D-Var ）
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X = {𝑥', 𝑥*, ⋯ , 𝑥/}
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Ø 优化⽅法（4D variational data assimilation, 4D-Var ）
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,*- (𝑦()* −ℋ 𝑥()* ) ∥-

Constraints: 𝑥()* = ℱ 𝑥(

X = {𝑥', 𝑥*, ⋯ , 𝑥/}
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Ø 优化⽅法（ 3D variational data assimilation, 3D-Var ）
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𝑥' = 𝑚'
对 𝑛 = 0,1,⋯ ,𝑁 − 1

argmin0!"#
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,*- (𝑥()* − ℱ 𝑥( ) ∥-

+
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∥ Σ"

,*- (𝑦()* −ℋ 𝑥()* ) ∥-

当 ℋ 𝑥 = 𝐻𝑥, 我们有

𝑥()* = 𝐼 − 𝐾𝐻 ℱ 𝑥( + 𝐾𝑦()*
𝑆 = 𝐻Σ!𝐻1 + Σ"
𝐾 = Σ!𝐻1𝑆,*
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Lorenz63系统
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Ø 常微分⽅程系统
𝑑𝑥*
𝑑𝑡 = 𝜎 𝑥- − 𝑥*
𝑑𝑥-
𝑑𝑡

= 𝑥* 𝑟 − 𝑥2 − 𝑥-
𝑑𝑥2
𝑑𝑡

= 𝑥*𝑥- − 𝛽𝑥2

其中 𝜎 = 10, 𝛽 = 3
2
, 𝑟 = 10或者 28。

其中𝜎, 𝑟, 𝛽 ∈ 𝑅), 吸引⼦(平衡点) 包括 0,0,0 ，
± 𝛽(𝑟 − 1)，± 𝛽(𝑟 − 1)，𝑟 − 1 。

- 𝑟 < 24.74，系统不是混沌的，会收敛到⼀个吸引⼦
- 24.74 < 𝑟 < 148.4，系统变得混沌。



Lorenz63系统
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Ø 混沌系统



Lorenz63系统
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Ø 初值不连续依赖

𝜎 = 10, 𝑟 = 28, 𝛽 =
8
3

𝑥 0 = −8.0; 	5.0; 	25 𝛿𝑥- 0 = 10,4
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Ø 导数“爆炸”

考虑 𝜎 = 10, 𝛽 = 3
2	，混沌Lorenz63系统，

𝑑𝑥*
𝑑𝑡

= 𝜎 𝑥- − 𝑥*
𝑑𝑥-
𝑑𝑡

= 𝑥* 𝑟 − 𝑥2 − 𝑥-
𝑑𝑥2
𝑑𝑡

= 𝑥*𝑥- − 𝛽𝑥2

考虑任意初值，⽐如[-8.0; 5.0; 25]，定义

𝒢 𝑟 = `
2'

5'
𝑥2 𝑡; 𝑟 𝑑𝑡

计算𝒢 𝑟 ，并⽤伴随求解器计算
6𝒢 8
68 。
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Ø 导数“爆炸”
前向欧拉⽅法：

𝑥 𝑡()*; 𝑟 = 𝑥 𝑡(; 𝑟 + Δ𝑡𝑓 𝑥 𝑡( ; 𝑟

⽬标函数：

𝒢 𝑟 =
1

𝑁9 −𝑁:
?
(./$

/%,*

𝑥2(𝑡(; 𝑟)

计算𝒢 𝑟 ，并⽤伴随求解器计算
6𝒢 8
68 。
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Ø 导数“爆炸”



Ø贝叶斯⽅法
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𝑦()*

𝑦()-

𝜌 𝑥(|𝑌( 𝜌 𝑥()*|𝑌()*

𝜌 𝑥()-|𝑌()-

预测

分析

𝜌 𝑥()*|𝑌(

𝜌 𝑥()*, 𝑦()*|𝑌(
𝜌 𝑥()*|𝑌()*

卡尔曼⽅法


