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贝叶斯采样、推理

Ø 有未知归⼀化常数的⽬标分布
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𝜌∗ 𝜃 =
1
𝑍
𝑒"#!(%)

- 计算⽬标分布的期望、协⽅差等

- 计算⽬标函数的期望 𝔼 𝑓 = ∫ 𝑓(𝜃)𝜌∗ 𝜃 𝑑𝜃
- ⽣成服从⽬标分布的样本 𝜃' ∼ 𝜌∗ 𝜃

已知
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Φ! 𝜃, 𝑦 =
1
2
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∥ Σ&

#$% 𝜃 − 𝑟& ∥%
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Ø 马⽒链蒙特卡洛(Markov Chain Monte Carlo)⽅法

暴⼒⽹格搜索：假设𝑁% = 2,

𝜃(,* = [−𝐿 + + (",
-", 𝐿,−𝐿 + +(*",)

-", 𝐿] 𝑍 = ∑𝜌(𝜃(,*)

随机游⾛：𝜃. → 𝜃./, 概率分布 𝜓0(𝜃., 𝜃./,)
不变分布是⽬标分布

𝜌∗ 𝜃 = 8𝜓0(𝜃1, 𝜃)𝜌∗ 𝜃1 𝑑𝜃1

遍历性质

𝜃. .2- ∼ 𝜌∗ 𝜃
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Ø 马⽒链

马⽒核：𝑝 ⋅,⋅ ∶ 𝑅-"×-" → 𝑅
- ⋅,⋅ ≥ 0
- ∫ 𝑝 𝜃, 𝜃1 𝑑𝜃1 = 1

不变分布𝜌∗ ：

∫ 𝜌∗ 𝜃1 𝑝 𝜃′, 𝜃 𝑑𝜃1 = 𝜌∗(𝜃)

马⽒链： {𝜃.} 𝑛 ∈ 𝑍/

𝜃4 ∼ 𝜌4 𝜃
𝜃./, ∼ 𝑝 𝜃., 𝜃

当𝜌4 = 𝜌∗, 我们有 𝜃. ∼ 𝜌∗
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给定 𝑓: 𝑅-" → 𝑅 , 𝑉𝑎𝑟5 𝑓 = 1，构造不变分布是𝜌的马
⽒链 {𝜃.}，我们定义

𝜌6767- (𝑓) =
1
𝑁
H
.8,

-

𝑓 𝜃.

我们有

𝔼%#∼5 𝜌6767- 𝑓 − 𝔼5 𝑓 = 0

𝔼%#∼5 𝜌6767- 𝑓 − 𝔼5 𝑓
+ = :$% (;)

-
其中

𝜏-+ 𝑓 = 1 + 2∑.8,- -".
-
𝐶𝑜𝑣	[𝑓 𝜃4 , 𝑓(𝜃.)]

马⽒链采样

马⽒链蒙特卡洛⽅法
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Metropolis-Hastings 算法

马⽒核：

∫ 𝑝 𝜃, 𝜃1 𝑑𝜃1 = 1

不变分布𝜌∗ ：

∫ 𝜌∗ 𝜃1 𝑝 𝜃1, 𝜃 𝑑𝜃1 = 𝜌∗ 𝜃

𝜌∗ 𝜃 	= ∫ 𝜌∗ 𝜃 𝑝 𝜃, 𝜃1 𝑑𝜃1

Ø 马⽒链

Ø 细致平衡

𝜌∗ 𝜃1 𝑝 𝜃′, 𝜃 = 𝜌∗ 𝜃 𝑝 𝜃, 𝜃1



7

Metropolis-Hastings 算法

𝜌∗ 𝜃1 𝑝 𝜃′, 𝜃 = 𝜌∗ 𝜃 𝑝 𝜃, 𝜃1

𝜌∗ 𝜃1

𝜌∗ 𝜃
=
𝑝 𝜃, 𝜃1

𝑝 𝜃′, 𝜃

Ø 细致平衡

Ø Metropolis-Hastings 算法

提议核(proposal)：

𝑞 ⋅,⋅ ∶ 𝑅-"×-" → 𝑅/ ∫ 𝑞 𝜃, 𝜃1 𝑑𝜃1 = 1

接收概率(acceptance-rejection)：

𝑎 𝜃, 𝜃′ = min
𝜌∗ 𝜃1 𝑞(𝜃1, 𝜃)
𝜌∗ 𝜃 𝑞(𝜃, 𝜃1)

，1

不需要归⼀化常数
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Metropolis-Hastings 算法

提议核： 𝑞 ⋅,⋅ ∶ 𝑅-"×-" → 𝑅/

修正： 𝑎 𝜃, 𝜃′ = min 5∗ %' <(%',%)
5∗ % <(%,%') ，1

Ø Metropolis-Hastings 算法

𝑝6= 𝜃, 𝜃′ = 𝑎 𝜃, 𝜃′ 𝑞 𝜃, 𝜃′
𝑝6= 𝜃, 𝜃 = 𝑞 𝜃, 𝜃 + ∫ 1 − 𝑎 𝜃, 𝜃1 𝑞 𝜃, 𝜃1 d𝜃 𝛿(𝜃)

给定 𝜃.
- 采样 𝜃1 ∼ 𝑞 𝜃., 𝜃′
- 计算𝑎 𝜃., 𝜃′

𝜃./, = U𝜃
1 以 𝑎 𝜃., 𝜃′ 的概率

𝜃. 以 1 − 𝑎 𝜃., 𝜃′ 的概率 
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Metropolis-Hastings 算法

提议核： 𝑞 ⋅,⋅ ∶ 𝑅-"×-" → 𝑅/

修正： 𝑎 𝜃, 𝜃′ = min 5∗ %' <(%',%)
5∗ % <(%,%') ，1

Ø Metropolis-Hastings 算法

Ø 随机游⾛的Metropolis-Hastings 算法

𝑞 𝜃, 𝜃′ = 𝒩(𝜃1; 𝜃, 𝛿+𝐼)

𝑞 𝜃, 𝜃′ = 𝑞 𝜃1, 𝜃  𝑎 𝜃, 𝜃′ = min 5∗ %'

5∗ % 	 ，1

希望 𝑎 𝜃, 𝜃′ 尽量⼤，以更⼤概率接收、移动
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Metropolis-Hastings 算法

提议核： 𝑞 ⋅,⋅ ∶ 𝑅-"×-" → 𝑅/

修正： 𝑎 𝜃, 𝜃′ = min 5∗ %' <(%',%)
5∗ % <(%,%') ，1

Ø Metropolis-Hastings 算法

Ø 重要性采样的Metropolis-Hastings 算法

𝑞 𝜃, 𝜃′ = 𝑓 𝜃1

𝑎 𝜃, 𝜃′ = min
𝜌∗ 𝜃1 𝑓(𝜃)
𝜌∗ 𝜃 𝑓(𝜃1)

，1

⽬标 𝑓 𝜃1 ∼ 𝜌∗ 𝜃1 ，⽐如: 𝑓 = 𝜌?@AB@
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Metropolis-Hastings 算法

提议核： 𝑞 ⋅,⋅ ∶ 𝑅-"×-" → 𝑅/

修正： 𝑎 𝜃, 𝜃′ = min 5∗ %' <(%',%)
5∗ % <(%,%') ，1

Ø Metropolis-Hastings 算法

Ø Metropolis-Adjusted Langevin 算法

𝜌∗ 𝜃 ∝ 𝑒"#!(%)

梯度下降⽅法： 𝜃 → 𝜃 − 𝜖∇%ΦC(𝜃)
ΦC 𝜃 − 𝜖∇%ΦC 𝜃 < ΦC 𝜃 𝜌∗ 𝜃 − 𝜖∇%ΦC 𝜃 > 𝜌∗ 𝜃

𝑞 𝜃, 𝜃′ = 𝒩 𝜃1; 𝜃 − 𝜖∇%ΦC 𝜃 , 𝛿+𝐼

𝑎 𝜃, 𝜃′ = min
𝜌∗ 𝜃1 𝒩 𝜃;	𝜃1 − 𝜖∇%ΦC 𝜃1 , 𝛿+𝐼
𝜌∗ 𝜃 𝒩 𝜃1; 𝜃 − 𝜖∇%ΦC 𝜃 , 𝛿+𝐼

，1
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马⽒链蒙特卡洛⽅法

Ø 有限状态空间

考虑有限状态空间 𝑆 = 1,2,⋯ , 𝑑 上的马⽒链

马⽒核对应了转移概率矩阵 𝑃 ∈ 𝑅D×D

𝑃 𝑖, 𝑗 ≥ 0

∑*𝑃 𝑖, 𝑗 = 1
不变分布对应向量 𝜌∗ ∈ 𝑅D，满⾜

𝜌∗(𝑃 = 𝜌∗(

对于马⽒链 𝜃4 ∼ 𝜌4E，我们有

𝜃. ∼ 𝜌.E = 𝜌4E𝑃.

𝜌./,E = 𝜌.E𝑃
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马⽒链收敛性

对于有限状态空间 𝑆 = 1,2,⋯ , 𝑑 上的马⽒链，假设转
移概率矩阵 𝑃 ∈ 𝑅D×D满⾜

min
((,*)∈G×G

𝑃(𝑖, 𝑗) ≥
𝜖
𝑑

那么存在唯⼀不变分布𝜌 ∈ 𝑅D，满⾜

𝜌E𝑃 = 𝜌E

对于马⽒链{𝜃.}， 𝜃. ∼ 𝜌.，我们有

𝒟EH(𝜌., 𝜌) 	≤ 1 − 𝜖 .

有限状态马⽒链的收敛性



Ø 两条马⽒链
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马⽒链蒙特卡洛⽅法

Ø 交互粒⼦系统

𝜃4
𝜃, 𝜃+

𝜃I
𝜃J

Θ. = [𝜃.,; 𝜃.+; ⋯𝜃.
K ] ∈ 𝑅-" ⊗𝑅-"⋯⊗𝑅-"

Ρ∗ = 𝜌∗⊗ 𝜌∗⋯⊗  𝜌∗

Θ4
Θ, Θ+
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https://emcee.readthedocs.io/en/stable/index.html

Ø 仿射不变马尔可夫链蒙特卡洛集合采样器

马⽒链蒙特卡洛⽅法


