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本堂课⼤纲

Ø ⾮线性动⼒系统

Ø 轨迹分段线性⽅法

Ø 离散经验插值法



Ø ⾮线性模型

𝑑
𝑑𝑡
𝒖 𝑡 = 𝐴𝒖 𝑡 + 𝑓(𝒖 𝑡 )
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⾮线性动⼒系统

Ø 基于Galerkin 投影的降阶模型

𝒖 𝑡 ≈ 𝑉𝒒 𝑡 𝑉 ∈ 𝑅!×#
𝑑𝒒(𝑡)
𝑑𝑡

= 𝑉$𝐴𝑉𝒒 𝑡 + 𝑉$𝑓(𝑉𝒒 𝑡 )

𝑉$𝐴𝑉 = 𝐴% ∈ 𝑅#×#

/𝑉$ 𝑓 𝑉𝒒 𝑡 ：复杂度𝑂(2𝑘𝑁)

k×𝑁 𝑁×1



需要额外的⼀层近似来确保简化后的⾮线性⽅程组

𝑑𝒒(𝑡)
𝑑𝑡

= 𝑉$𝐴𝑉𝒒 𝑡 + 𝑉$𝑓(𝑉𝒒 𝑡 )

的在线计算成本不会随着⾼维模型的维度𝑁⽽增长。
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⾮线性动⼒系统

Ø 降阶模型

Ø 嵌套式的近似⽅法

Ø ⾮线性函数近似

- 线性化⽅法
- 超级缩减⽅法（ Hyper-reduction approaches ）

- 状态近似⽅法
- ⾮线性函数近似
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本堂课⼤纲

Ø ⾮线性动⼒系统

Ø 轨迹分段线性⽅法

Ø 离散经验插值法



Ø 轨迹分段线性⽅法(Trajectory Piecewise Linear Method)
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轨迹分段线性⽅法

𝑑
𝑑𝑡
𝒖 𝑡 = 𝐴𝒖 𝑡 + 𝑓 𝒖 𝑡

≈ 𝐴𝒖 𝑡 + 𝑓 𝒖& + ∇𝑓 𝒖& (𝒖 𝑡 − 𝒖&)

多点线性化：
𝑑
𝑑𝑡
𝒖 𝑡 = 𝐴𝒖 𝑡 + 𝑓 𝒖 𝑡

≈ 𝐴𝒖 𝑡 +8
'(&

)

𝑤' 𝒖 𝑡 𝑓 𝒖* + ∇𝑓 𝒖' (𝒖 𝑡 − 𝒖'

8
'(&

)

𝑤' 𝒖 𝑡 = 1



Ø 基于Petrov-Galerkin投影的降阶模型 
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轨迹分段线性⽅法

假设 𝑊$𝑉 = 𝐼
𝑑
𝑑𝑡
𝒒 𝑡 = 𝑊$𝐴𝑉𝒒 𝑡

+8
'(&

)

<𝑤'(𝒒 𝑡 ) 𝑊$𝑓 𝒖* +𝑊$∇𝑓 𝒖' (V𝒒 𝑡 − 𝒖'

8
'(&

)

<𝑤'(𝒒 𝑡 ) = 1

𝐴% = 𝑊$𝐴𝑉 +8
'(&

)

<𝑤'(𝒒 𝑡 )𝑊$𝛻𝑓 𝒖' 𝑉



Ø 线性化点的选取 𝒖' '(&
)
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轨迹分段线性⽅法

Ø 减阶基的选取𝑊,𝑉

Ø 权重的选取 <𝑤' 𝒒 𝑡 '(&
)

- 𝒒' = 𝑉$𝑉 +&𝑉$𝒖'

- <𝑤' 𝒒 𝑡 =
,-. +

!"#
$

"$

∑#%&
' ,-. +

!"#
$

"$

𝑑' = 𝒒 𝑡 − 𝒒' 0 𝑑 = min{𝑑'}

- 本征正交基
- 平衡截断⽅法
- 矩匹配⽅法

- 使⽤⾼维模型的轨迹来选择线性化的区域
- 使得选的点间隔⾜够远



Ø 优点
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轨迹分段线性⽅法

- 选择好的线性化点是⾄关重要的，这⼀过程需要训练
阶段完成。

- 要求能够从⾼维模型的代码中提取雅可⽐矩阵。
- 有许多参数需要调整（例如线性化点的数量、权重等）。

Ø 缺点

-降阶模型的成本不会随着⾼维模型的规模 𝑁增长。
-降阶模型是不需使⽤⾼维模型(⽐如计算𝑓)。
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本堂课⼤纲

Ø ⾮线性动⼒系统

Ø 轨迹分段线性⽅法

Ø 离散经验插值法
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⼈脸重构

- ⼈脸数据集，基底𝑉1 ∈ 𝑅!×#

- 新⼈脸的数据 E𝑓，但只是在⼀些
像素上有数据

E𝑓 = 𝑚𝑓

- 重构

𝑓 = 𝑉1 G𝑉1
$ G𝑉1

+&
E𝑓 G𝑉1 = 𝑚𝑉1

图a： E𝑓
图c： 𝑓
图b：𝑉1 𝑉1$𝑉1

+&
𝑓

图d：𝑉1 G𝑉1
$ G𝑉1

+&
E𝑓



Ø 离散经验插值
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离散经验插值法

如何近似/𝑉$ 𝑓 𝑉𝒒 𝑡

𝑘×𝑁 𝑁×1

/𝑉$ 𝑓 𝑉𝒒 𝑡 ≈ 𝑉[𝑖&, 𝑖0⋯ , 𝑖2]$ 𝑓 𝑉𝒒 𝑡 [𝑖&, 𝑖0⋯ , 𝑖2]

定义掩码矩阵： 𝑃 = 𝑒'& , 𝑒'$ , ⋯ , 𝑒'( ∈ 𝑅!×2

𝑓 𝑉𝑞 𝑡 𝑖&, 𝑖0⋯ , 𝑖2 = 𝑃$𝑓 𝑉𝑞 𝑡 =  O𝑓 P𝑃$𝑉𝑞 𝑡 ∈ 𝑅2

𝑘×𝑁 𝑁×1 𝑘×𝑚 𝑚×1

复杂度：𝑂 2𝑘𝑁 → 𝑂(2𝑘𝑛)



Ø 离散经验插值
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离散经验插值法

选定基底：

𝑉1 = 𝑢& 𝑢0⋯⋯ 𝑢2) ∈ 𝑅!×2) 𝑓% 𝑡 ∈ 𝑅2)

低维近似： 𝑓 𝑉𝒒 𝑡 ≈ 𝑉1𝑓% 𝑡

任意 𝑃 ∈ 𝑅!×2， 𝑃$𝑓 𝑉𝒒 𝑡 ≈ 𝑃$𝑉1𝑓% 𝑡

𝑓 𝑉𝒒 𝑡 ≈ O𝑓 𝑉𝒒 𝑡 = 𝑉1 𝑃$𝑉1
3
𝑃$𝑓 𝑉𝒒 𝑡

如何选掩码矩阵𝑃？

𝑁×𝑘 𝑘×1



Ø 离散经验插值
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离散经验插值法

当𝑚 = 𝑚4	：

O𝑓 ⋅ ≈ 𝑉1 𝑃$𝑉1
+&
𝑃$𝑓 ⋅ = Π5*,7𝑓

斜投影： 𝑓

Π5*,7𝑓

𝒮& = range(𝑉1)

𝒮08 = range(𝑃)



Ø 离散经验插值
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离散经验插值法

当𝑚 > 𝑚4	：

O𝑓 ⋅ = 𝑉1 𝑃$𝑉1
3
𝑃$𝑓 ⋅ = Π5*,7𝑓

最⼩⼆乘问题：

𝑓%(𝑡) = argmin9+ 𝑃$𝑓 𝑉𝒒 𝑡 − 𝑃$𝑉1𝑦%

奇异值分解：𝑃$𝑉1 = 𝑈Σ𝑍$

Σ = diag 𝜎&, 𝜎0, ⋯ , 𝜎% , 0,⋯ , 0
广义逆矩阵： 𝑃$𝑉1

3
= 𝑍Σ3𝑈$  

Σ3 	= diag
1
𝜎&
,
1
𝜎0
, ⋯ ,

1
𝜎%
, 0,⋯ , 0



Ø 离散经验插值
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离散经验插值法

选定基底：

𝑉1 = 𝑢& 𝑢0⋯⋯ 𝑢2) ∈ 𝑅!×2) 𝑓% 𝑡 ∈ 𝑅2)

低维近似： 𝑓 𝑉𝒒 𝑡 ≈ 𝑉1𝑓% 𝑡

任意 𝑃 ∈ 𝑅!×2， 𝑃$𝑓 𝑉𝒒 𝑡 ≈ 𝑃$𝑉1𝑓% 𝑡

𝑓 𝑉𝒒 𝑡 ≈ O𝑓 𝑉𝒒 𝑡 = 𝑉1 𝑃$𝑉1
3
𝑃$𝑓 𝑉𝒒 𝑡

𝑃$𝑓 𝑉𝒒 𝑡 = O𝑓 P𝑃$𝑉𝒒 𝑡 ∈ 𝑅#，复杂度：𝑂(2𝑛𝑘)

如何选掩码矩阵𝑃？

𝑛×𝑘 𝑘×1



Ø 贪⼼算法
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离散经验插值法

输⼊： 𝑉1 = 𝑢&, 𝑢0, ⋯⋯ , 𝑢2 ∈ 𝑅!×2 	
输出： 𝑖&, 𝑖0, ⋯⋯ , 𝑖2 ∈ 𝑅2
𝑖& = argmax{|𝑢&|}
𝑉1 = 𝑢& , 𝑃 = 𝑒'&
For 𝑙 = 2: 𝑘 do
 求解 𝑐 ∶ 𝑃$𝑉1 𝑐 = 𝑃$𝑢:
 𝑟 = 𝑢: − 𝑉1𝑐
 𝑖: = argmax{|𝑟|}
 𝑉1 = 𝑉1 𝑢: , 𝑃 = 𝑃 𝑒',
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离散经验插值法

对任意向量𝑓 ∈ 𝑅!，和正交基底𝑉1 ∈ 𝑅!×2，使⽤离散经
验插值法近似出来的

O𝑓 = 𝑉1 𝑃$𝑉1
+&
𝑃$𝑓

满⾜

𝑓 − O𝑓 0 ≤ 𝐶ℰ5*
其中ℰ5* = (𝐼 − 𝑉1𝑉1$)𝑓 0

是投影误差， 𝐶 = 𝑃$𝑈 +&
0

有上界

𝐶 ≤ 1 + 2𝑁
2+&

𝑢& ;
+&

收敛性



Ø 练习
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𝑠 𝑥, 𝑦; 𝜇 =
1

𝑥 − 𝜇& 0 + 𝑥 − 𝜇0 0 + 0.10

𝑥, 𝑦 ∈ 0.1,0.9 0 ∈ 𝑅0， 𝜇&, 𝜇0 ∈ −1.0, −0.01 0 ∈ 𝑅0

⽣成 0.1,0.9 0上的均匀⽹格(𝑛< = 𝑛9 = 20)
𝑠 𝜇 = 𝑠 𝑥' , 𝑦= , 𝜇 ∈ 𝑅>-×>.

离散经验插值法



Ø 练习
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离散经验插值法

随机采样𝜇， ⽣成基底𝑉1



Ø 练习
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离散经验插值法

选取掩码矩阵𝑃



Ø 练习
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离散经验插值法

𝑠 𝜇 ≈ 𝑉1 𝑃$𝑉1
+&
𝑃$𝑠 𝜇



Ø 练习
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离散经验插值法

离散经验插值法的误差



Ø 练习：⾮线性偏微分⽅程问题
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−∇0𝑢 𝑥, 𝑦 + 𝑠 𝑢; 𝜇 = 100 sin 2𝜋𝑥 sin 2𝜋𝑦 , 𝑥, 𝑦 ∈ Ω
𝑢 𝑥, 𝑦 = 0 𝑥, 𝑦 ∈ 𝜕Ω

𝑠 𝑢; 𝜇 =
𝜇&
𝜇0
(𝑒+?$@ − 1)

Ω = 0,1 0 ∈ 𝑅0， 𝜇&, 𝜇0 ∈ 0.01,10 0 ∈ 𝑅0

⽣成 0,1 0上的均匀⽹格(𝑛< = 𝑛9 = 50)
𝑠 𝜇 = 𝑠 𝑥' , 𝑦= , 𝜇 ∈ 𝑅>-×>.

离散经验插值法



Ø 练习：⾮线性偏微分⽅程问题
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离散经验插值法



Ø 练习：⾮线性偏微分⽅程问题
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离散经验插值法



Ø 练习：⾮线性偏微分⽅程问题
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离散经验插值法



Ø 练习：⾮线性偏微分⽅程问题
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离散经验插值法
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针对⾮线性系统的降阶模型
•降阶模型Ø F-16 (Re=182，200，000)

- 计算流体⽹格26，919，873格点
- 模拟仿真时间 t = 1.29s

⾼维计算模型：100h 3584CPU核
基于投影的降阶模型：5.8min, 32CPU核
- 10A倍提速（挂钟时间）
- 10B倍提速（CPU时间）



Ø 优点
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- 降阶模型是不需使⽤⾼维模型(⽐如计算𝑓) 

𝑃$𝑓 𝑉𝒒 𝑡 = O𝑓 P𝑃$𝑉𝒒 𝑡

Ø 缺点

- 降阶模型的成本不会随着⾼维模型的规模 𝑁增长。
- 对于偏离原始训练轨迹的测试仍具有较强的鲁棒性。
- 掩码矩阵𝑃有物理对应。

离散经验插值法
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