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本堂课⼤纲

Ø 线性回归

Ø 贝叶斯线性回归
-- 后验估计
- 核函数⼦的谱分解

Ø ⾼斯过程
- 无噪⾳观测
- 有噪⾳观测
- 期望不为0的⾼斯过程
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模型输⼊(设
计、运⾏
条件等)

输出(受到的
⼒、结构的响
应等和相应的
不确定性)

⾼斯过程回归

输
出

输⼊



Ø 模型

𝑓 𝑥 = 𝑥!𝑤 𝑥,𝑤 ∈ 𝑅"
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线性回归

Ø 数据
(𝑥#, 𝑦$), 𝑥%, 𝑦% , ⋯⋯ , (𝑥& , 𝑦&)
𝑦$ = 𝑓 𝑥$ + 𝜖$ 𝜖$ ∼ 𝒩(0, 𝜎%)

Ø 线性回归

𝑦 =

𝑦#
𝑦%
⋮
𝑦&

∈ 𝑅& 𝑋! =

𝑥#!

𝑥%!
⋮
𝑥&!

∈ 𝑅&×" 𝑦 = 𝑋!𝑤

4𝑤 = 𝑋𝑋! (#𝑋𝑦



𝒩 𝑥;𝑚, 𝜎% =
1
2𝜋𝜎

exp −
𝑥 − 𝑚 %

2𝜎%

𝒩 𝑥;𝑚, 𝐶 =
1
Z
exp −

1
2
𝑥 − 𝑚 ! 𝐶(# 𝑥 − 𝑚

𝑍 = |2𝜋𝐶| = 2𝜋 "!/% |𝐶|

⾼斯近似

Ø ⾼斯分布
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𝑚

±3𝜎
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本堂课⼤纲

Ø 线性回归

Ø 贝叶斯线性回归
-- 后验估计
- 核函数⼦的谱分解

Ø ⾼斯过程
- 无噪⾳观测
- 有噪⾳观测
- 期望不为0的⾼斯过程



Ø 模型
𝑓 𝑥 = 𝑥!𝑤 𝑥,𝑤 ∈ 𝑅"
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贝叶斯线性回归

Ø 似然函数

𝜌 𝑦 𝑋, 𝑤 = ∏$*#
$*& 𝜌 𝑦$ 𝑥$ , 𝑤

Ø 先验分布

𝑤 ∼ 𝜌+(𝑤)

Ø 后验分布

𝜌 𝑤 𝑋, 𝑦 =
似然函数×先验分布

归⼀化常数
=
𝜌 𝑦 𝑋,𝑤 𝜌+(𝑤)

𝜌(𝑦|𝑋)
𝜌 𝑦 𝑋 = ∫ 𝜌 𝑦 𝑋,𝑤 𝜌+ 𝑤 𝑑𝑤

Ø 数据
(𝑥#, 𝑦$), 𝑥%, 𝑦% , ⋯⋯ , (𝑥& , 𝑦&)
𝑦$ = 𝑓 𝑥$ + 𝜖$ 𝜖$ ∼ 𝒩(0, 𝜎%)



Ø 似然函数
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贝叶斯线性回归

𝜌 𝑦 𝑋, 𝑤 =I
$*#

$*&

𝜌 𝑦$ 𝑥$ , 𝑤 =I
$*#

$*&
1
2𝜋𝜎%

𝑒(
#
%," -#(.#

$/
"

= 𝒩 𝑦; 𝑋!𝑤, 𝜎%𝐼
𝑋 = 𝑥# 𝑥%⋯𝑥& 𝑦 = 𝑦# 𝑦%⋯𝑦& !

Ø 先验分布

𝑤 ∼ 𝜌+ 𝑤 = 𝒩 𝑤; 0, Σ+

Ø 后验分布

𝜌 𝑤 𝑋, 𝑦 ∝ 𝒩 𝑦; 𝑋!𝑤, 𝜎%𝐼  𝒩 𝑤; 0, Σ+



Ø 后验分布
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贝叶斯线性回归

𝜌 𝑤 𝑋, 𝑦
∝ 𝒩 𝑦; 𝑋!𝑤, 𝜎%𝐼  𝒩 𝑤; 0, Σ+

∝ exp(−
1
2𝜎%

𝑦 − 𝑋!𝑤 !(𝑦 − 𝑋!𝑤)) exp(−
𝑤!Σ+(#𝑤

2
)

∝ exp − #
%
𝑤 − 4𝑤 ! #

,"
𝑋𝑋! + Σ+(# 𝑤 − 4𝑤

4𝑤 = 𝑋𝑋! + 𝜎%Σ+(# (#𝑋𝑦

𝜌 𝑤 𝑋, 𝑦 = 𝒩(𝑤; 4𝑤, #
,"
𝑋𝑋! + Σ+(#

(#
)



Ø 最⼤后验估计
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贝叶斯线性回归

4𝑤 = 𝑋𝑋! + 𝜎%Σ+(# (#𝑋𝑦

Rigid regression
Tikhonov-Phillips regularization

Ø 预测𝑓∗ = 𝑓 𝑥∗

𝑓∗ ∼ 𝜌 𝑓∗ 𝑥∗, 𝑋! , 𝑦 = N𝜌 𝑓∗ 𝑥∗, 𝑤 𝜌 𝑤 𝑋, 𝑦 𝑑𝑤

= 𝒩(𝑥∗! 𝑋𝑋! + 𝜎%Σ+(# (#𝑋𝑦, 𝑥∗!
#
,"
𝑋𝑋! + Σ+(#

(#
𝑥∗)



Ø 贝叶斯线性回归

表达能⼒有限 
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贝叶斯线性回归

Ø 特征空间
𝛹: 𝑅" → 𝑅1

例⼦:
𝛹: 𝑅# → 𝑅1
𝛹 𝑥 = 1, 𝑥, 𝑥%, ⋯⋯ , 𝑥1(# !

Ø 模型

𝑓 𝑥 = 𝛹(𝑥)!𝑤 𝑥 ∈ 𝑅" , 𝑤 ∈ 𝑅1

𝑋 = 𝛹(𝑥#) 𝛹(𝑥%) ⋯ 𝛹(𝑥&) ∈ 𝑅1×&
𝑦 = 𝑦# 𝑦%⋯𝑦& !



Ø 最⼤后验估计
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贝叶斯线性回归

4𝑤 = 𝑋𝑋! + 𝜎%𝛴+(# (#𝑋𝑦

Ø 预测𝑓∗ = 𝑓 𝑥∗

𝑓∗ ∼ 𝜌 𝑓∗ 𝑥∗, 𝑋, 𝑦 = N𝜌 𝑓∗ 𝑥∗, 𝑤 𝜌 𝑤 𝑋, 𝑦 𝑑𝑤

= 𝒩 S

T

𝛹 𝑥∗ ! 𝑋𝑋! + 𝜎%𝛴+(# (#𝑋𝑦, 𝛹 𝑥∗ ! U

V

#
,"
𝑋𝑋! +

𝛴+(#
(#
𝛹 𝑥∗



Ø Woodbury 矩阵等式
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贝叶斯线性回归

𝑋𝑋! + 𝜎%𝛴+(# (# = 𝜎(%(𝛴+ − 𝛴+𝑋 𝑋!𝛴+𝑋 + 𝜎%𝐼 (#𝑋!𝛴+)

Ø 预测𝑓∗ = 𝑓 𝑥∗

𝑓∗ ∼ 𝒩(𝛹 𝑥∗ !𝛴+𝑋 𝐾 + 𝜎%𝐼 (#𝑦,
𝛹 𝑥∗ !𝛴+𝛹(𝑥∗) − 𝛹 𝑥∗ !𝛴+𝑋 𝐾 + 𝜎%𝐼 (#𝑋!𝛴+)𝛹(𝑥∗))

这⾥我们定义 𝐾 = 𝑋!𝛴+𝑋



Ø 预测𝑓∗ = 𝑓 𝑥∗
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贝叶斯线性回归

𝑓∗ ∼ 𝒩(𝛹 𝑥∗ !𝛴+𝑋 𝐾 + 𝜎%𝐼 (#𝑦,
𝛹 𝑥∗ !𝛴+𝛹(𝑥∗) − 𝛹 𝑥∗ !𝛴+𝑋 𝐾 + 𝜎%𝐼 (#𝑋!𝛴+)𝛹(𝑥∗))

Ø 核函数

Φ 𝑥 = Σ+
#
%𝛹 𝑥 ∈ 𝑅1 𝜅 𝑥, 𝑥2 = Φ 𝑥 ! 	Φ 𝑥′

那么

𝐾 = 𝑋!𝛴+𝑋 𝐾$3 = 𝜅 𝑥$ , 𝑥3

𝛹 𝑥∗ !𝛴+𝑋 = 𝜅 𝑥∗, 𝑥# 𝜅 𝑥∗, 𝑥% ⋯𝜅 𝑥∗, 𝑥&

𝑓∗仅依赖于核函数𝜅 𝑥, 𝑥2 。



Ø 核技巧(Kernel trick)

15

贝叶斯线性回归

如果⼀个算法完全是⽤输⼊空间中的内积来定义的，那
么可以通过⽤替换这些内积来将其提升到特征空间中。

在计算核⽐计算特征向量更⽅便的情况下，这种技术特
别有价值。

这通常会导致将核视为主要关注对象，⽽相应的特征空
间具有次要的实际重要性。
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本堂课⼤纲

Ø 线性回归

Ø 贝叶斯线性回归
-- 后验估计
- 核函数⼦的谱分解

Ø ⾼斯过程
- 无噪⾳观测
- 有噪⾳观测
- 期望不为0的⾼斯过程
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⾼斯过程

⾼斯过程是⼀组随机变量或是随机函数 𝑓 𝑥 ，其中任
何有限个数的变量都具有联合⾼斯分布。⼀个⾼斯过程
完全由其均值函数和协⽅差函数(covariance function)所
确定。

给定均值函数𝑚 𝑥 ，和协⽅差函数𝜅(𝑥, 𝑥2)，实⾼斯过

程𝑓 𝑥 ∼ 𝐺𝑃(𝑚 𝑥 , 𝜅(𝑥, 𝑥2))满⾜

𝑚 𝑥 = 𝔼 𝑓 𝑥 ∀𝑥
𝜅 𝑥, 𝑥2 = 𝔼 (𝑓 𝑥 − 𝑚(𝑥))(𝑓 𝑥2 − 𝑚(𝑥′)) ∀𝑥, 𝑥′

⾼斯过程（函数空间观点）



18

⾼斯过程

Ø 例⼦

𝑓 𝑥 = 𝛹 𝑥 !𝑤
基底函数 𝛹 𝑥 = [𝜓# 𝑥 ; 𝜓% 𝑥 ;⋯ ; 𝜓1(𝑥)]：𝑅" → 𝑅1
⾼斯随机变量： 𝑤 ∼ 𝒩 0, 𝛴+ ∈ 𝑅"

𝑚 𝑥 = 𝔼 𝑓 𝑥 = 𝛹 𝑥 !𝔼𝑤 = 0
𝜅 𝑥, 𝑥2 = 𝔼 𝑓 𝑥 𝑓 𝑥2 ! = 𝛹 𝑥 !𝛴+𝛹(𝑥)
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⾼斯过程

Ø无噪⾳观测
- 训练数据 {(𝑥$ , 𝑦$ = 𝑓 𝑥$ )|𝑖 = 1,2⋯⋯𝑛}
- 测试点 {𝑥$∗|𝑖 = 1,2⋯⋯𝑛∗}
- 联合分布

𝑓
𝑓∗

∼ 𝒩 0,
𝐾(𝑋, 𝑋) 𝐾(𝑋, 𝑋∗)
𝐾(𝑋∗, 𝑋) 𝐾(𝑋∗, 𝑋∗)

其中𝑓 ∈ 𝑅&×&代表在训练数据上取值， 𝑓∗ ∈ 𝑅&∗×&∗表
⽰在测试点上的取值。

𝐾 𝑋, 𝑋 = 𝜅 𝑥$ , 𝑥3 ∈ 𝑅&×&

𝐾 𝑋∗, 𝑋 ! = 𝐾 𝑋, 𝑋∗ = [𝜅(𝑥$ , 𝑥∗3)] ∈ 𝑅&×&∗  
𝐾 𝑋∗, 𝑋∗ = [𝜅(𝑥∗$ , 𝑥∗3)] ∈ 𝑅&∗×&∗
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⾼斯过程

Ø 预测(无噪⾳观测)
- 条件概率

𝑓
𝑓∗

= 𝒩 0,
𝐾(𝑋, 𝑋) 𝐾(𝑋, 𝑋∗)
𝐾(𝑋∗, 𝑋) 𝐾(𝑋∗, 𝑋∗)

𝑓∗ |𝑋∗, 𝑋, 𝑓 ∼ 𝒩(𝐾 𝑋∗, 𝑋 𝐾 𝑋, 𝑋 (#𝑓,
𝐾 𝑋∗, 𝑋∗ − 𝐾(𝑋∗, 𝑋)𝐾 𝑋, 𝑋 (#𝐾(𝑋, 𝑋∗))
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⾼斯过程
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⾼斯过程

Ø有噪⾳观测
- 训练数据 {(𝑥$ , 𝑦$ = 𝑓 𝑥$ + 𝜖)|𝑖 = 1,2⋯⋯𝑛}

𝜖 ∼ 𝒩(0, 𝜎%)
- 测试点 {𝑥$∗|𝑖 = 1,2⋯⋯𝑛∗}
- 联合分布

𝑦
𝑓∗

= 𝒩 0, 𝐾 𝑋, 𝑋 + 𝜎%𝐼 𝐾(𝑋, 𝑋∗)
𝐾(𝑋∗, 𝑋) 𝐾(𝑋∗, 𝑋∗)

其中𝑓 ∈ 𝑅&×&代表在训练数据上取值， 𝑓∗ ∈ 𝑅&∗×&∗表
⽰在测试点上的取值。

𝐾 𝑋, 𝑋 = 𝜅 𝑥$ , 𝑥3 ∈ 𝑅&×&

𝐾 𝑋∗, 𝑋 ! = 𝐾 𝑋, 𝑋∗ = [𝜅(𝑥$ , 𝑥∗3)] ∈ 𝑅&×&∗  
𝐾 𝑋∗, 𝑋∗ = [𝜅(𝑥∗$ , 𝑥∗3)] ∈ 𝑅&∗×&∗
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⾼斯过程

Ø有噪⾳观测
- 条件概率

𝑦
𝑓∗

= 𝒩 0,
𝐾(𝑋, 𝑋) 𝐾(𝑋, 𝑋∗)
𝐾(𝑋∗, 𝑋) 𝐾(𝑋∗, 𝑋∗)

𝑓∗ |𝑋∗, 𝑋, 𝑦	 ∼ 𝒩(𝐾 𝑋∗, 𝑋 (𝐾 𝑋, 𝑋 + 𝜎%𝐼)(#𝑦,
𝐾 𝑋∗, 𝑋∗ − 𝐾(𝑋∗, 𝑋)(𝐾 𝑋, 𝑋 + 𝜎%𝐼)(#𝐾(𝑋, 𝑋∗)

- ⽅差和观测无关
- 预处理计算： Cholesky分解 (𝐾 𝑋, 𝑋 + 𝜎%𝐼)(#
- 在线复杂度：𝒪(𝑛%𝑛∗)
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⾼斯过程

Ø 训练集上进⾏预测

𝔼𝑓 X = 𝐾(𝑋, 𝑋)(𝐾 𝑋, 𝑋 + 𝜎%𝐼)(#𝑦

𝐾 𝑋, 𝑋 = ∑$*#
& 𝜆$𝑢$𝑢$!， 𝑦 = ∑$*#

& 𝛾$𝑢$

𝔼𝑓 𝑋 =m
$*#

&
𝛾$𝜆$

𝜆$ + 𝜎%
𝑢$ ≠ 𝑦 磨光(smoothing)
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⾼斯过程

Ø 测试集上进⾏预测

𝔼𝑓 𝑥∗ = ℎ 𝑥∗ !𝑦 Cov𝑓 𝑥∗ = 𝜅 𝑥∗, 𝑥∗ − ℎ 𝑥∗ !𝜅∗

ℎ 𝑥∗ ! = 𝜅∗!(𝐾 𝑋, 𝑋 + 𝜎%𝐼)(# 𝜅∗ =

𝜅(𝑥#, 𝑥∗)
𝜅(𝑥%, 𝑥∗)

⋮
𝜅(𝑥& , 𝑥∗)

线性回归：对输⼊的线性组合
⾼斯回归：对数据的线性组合

𝑓∗ |X∗, 𝑋, 𝑦	 ∼ 𝒩(𝐾 𝑋∗, 𝑋 (𝐾 𝑋, 𝑋 + 𝜎%𝐼)(#𝑦,
𝐾 𝑋∗, 𝑋∗ − 𝐾(𝑋∗, 𝑋)(𝐾 𝑋, 𝑋 + 𝜎%𝐼)(#𝐾(𝑋, 𝑋∗)
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⾼斯过程

Ø 练习
考虑⼀维⾼斯过程，期望函数𝑚 𝑥 = 0，核函数为

𝜅- 𝑥4 , 𝑥5 = 𝜎6% exp(−
1
2𝑙%

𝑥4 − 𝑥5
%
) + 𝜎%𝛿45

⽤ 𝑙, 𝜎6 , 𝜎 = 1.0,1.0,0.1 ⽣成20个数据点𝑥 ∼ 𝑈[−8,8]，
⽤⾼斯过程对𝑥 ∈ [−8,8]进⾏预测,并画出%95置信区
间，考虑如下⾼斯过程

- 𝑙, 𝜎6 , 𝜎 = 1.0, 1.0, 0.1 	
- 𝑙, 𝜎6 , 𝜎 = 0.3, 1.08, 5e − 5 	
- 𝑙, 𝜎6 , 𝜎 = 3.0, 1.16, 0.89 	
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⾼斯过程

Ø 练习
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⾼斯过程

Ø根据回归作决策
-贝叶斯回归(分布预测)
𝑓(𝑥∗) |𝑋, 𝑦 ∼ 𝒩(𝜅∗!(𝐾 𝑋, 𝑋 + 𝜎%𝐼)(#𝑦,

𝜅 𝑥∗, 𝑥∗ − 𝜅∗!(𝐾 𝑋, 𝑋 + 𝜎%𝐼)(#𝜅∗)

-单点预测𝑦789
损失函数ℒ 𝑓∗, 𝑦∗ ，⽐如 𝑓∗ − 𝑦∗ %，⽬标优化(在不确
定性下做决策)：

𝑦789|x∗, 𝑋, 𝑦 = argmin
-∗

Nℒ 𝑓∗, 𝑦∗ 𝜌 𝑓∗ 𝑥∗, 𝑋, 𝑦)𝑑𝑓∗

ℒ 𝑓∗, 𝑦∗ = 𝑓∗ − 𝑦∗ % → 期望𝔼𝑓(𝑥∗)

ℒ 𝑓∗, 𝑦∗ = |𝑓∗ − 𝑦∗| → 中位数𝜌(𝑓∗)
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⾼斯过程

Ø 期望不为0的⾼斯过程

𝑓 𝑥 ∼ 𝐺𝑃(𝑚 𝑥 , 𝜅(𝑥, 𝑥2))
Ø 联合分布

𝑦
𝑓∗

= 𝒩
𝑚(𝑋)
𝑚(𝑋∗)

,
𝐾(𝑋, 𝑋) 𝐾(𝑋, 𝑋∗)
𝐾(𝑋∗, 𝑋) 𝐾(𝑋∗, 𝑋∗)

𝑓∗ |𝑋∗, 𝑋, 𝑦	
∼ 𝒩(𝑚 𝑋∗ + 𝐾 𝑋∗, 𝑋 (𝐾 𝑋, 𝑋 + 𝜎%𝐼)(#(𝑦 − 𝑚 𝑋 ),

𝐾 𝑋∗, 𝑋∗ − 𝐾(𝑋∗, 𝑋)(𝐾 𝑋, 𝑋 + 𝜎%𝐼)(#𝐾 𝑋, 𝑋∗ )

Ø 条件概率分布

对于实际问题 𝑚(𝑋)难以确定！
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⾼斯过程

Ø 期望不为0的⾼斯过程
给定基底函数ℎ(𝑥)	，系数𝛽 ∼ 𝒩(𝑏, 𝐵)是未知参数

𝑔 𝑥 = 𝑓 𝑥 + ℎ 𝑥 !𝛽 ， 其中𝑓 𝑥 ∼ 𝐺𝑃(0, 𝜅(𝑥, 𝑥2))

𝑔 𝑥 ∼ 𝐺𝑃(ℎ 𝑥 !𝑏, 𝜅 𝑥, 𝑥2 + ℎ 𝑥 !𝐵ℎ(𝑥2))

𝑦
𝑔∗ = 𝒩 𝐻!𝑏

𝐻∗!𝑏
, 𝐾 + 𝐻

!𝐵𝐻 𝐾∗! + 𝐻!𝐵𝐻∗
𝐾∗ + 𝐻∗!𝐵𝐻 𝐾 𝑋∗, 𝑋∗ + 𝐻∗!𝐵𝐻∗

𝐾∗ = 𝐾 𝑋∗, 𝑋
𝐻∗ = [ℎ 𝑥∗# ℎ 𝑥∗% ⋯ℎ 𝑥∗&∗ ]
𝐻 = [ℎ 𝑥# ℎ 𝑥% ⋯ℎ 𝑥& ]

Ø 联合分布
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⾼斯过程

Ø 期望不为0的⾼斯过程

𝑓∗ |𝑋∗, 𝑋, 𝑦	
∼ 𝒩(𝐻∗!𝑏 + (𝐾∗ + 𝐻∗𝐵𝐻)(𝐾 +𝐻!𝐵𝐻)(# (𝑦 − 𝐻!𝑏),

𝐾 𝑋∗, 𝑋∗ + 𝐻∗!𝐵𝐻∗
−(𝐾∗ + 𝐻∗!𝐵𝐻) 𝐾 + 𝐻!𝐵𝐻 (#(𝐾∗! + 𝐻!𝐵𝐻∗))

Ø 条件分布

𝔼 𝑔 𝑋∗ = 𝐻∗!�̅� + 𝐾∗𝐾(# 𝑦 − 𝐻!�̅� = 𝔼 𝑓 𝑋∗ + 𝑅�̅�,
Cov 𝑔 𝑋∗ = Cov[𝑓(𝑋∗)] + 𝑅! 𝐵(# + 𝐻𝐾(#𝐻! (#𝑅

�̅� = 𝐻𝐾(#𝐻! + 𝐵(# (# 𝐻𝐾(#𝑦 + 𝐵(#𝑏
𝑅 = 𝐻∗ − 𝐻𝐾(#𝐾∗!

修正项
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