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本堂课⼤纲

Ø 再⽣核希尔伯特空间(核函数观点)

Ø 再⽣核希尔伯特空间(正则化观点)
- 核岭回归(Kernel ridge regression)
- 核岭插值(Kernel interpolation)
谱

Ø 数值计算
- Nyström近似
- 随机特征⽅法

⾼斯过程能近似什么样的函数，需要多少数据，
近似出来的是什么函数？
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再⽣核希尔伯特空间

𝑓是定义在 𝑅! 	的实值函数，ℋ是由这些函数构成的希

尔伯特空间(完备(completeness)， 𝑓 ℋ = 𝑓, 𝑓 ℋ)， 
ℋ是⼀个再⽣核希尔伯特空间，如果存在⼀个(对称正
定核)函数𝜅: 𝑅!×𝑅! → 𝑅，满⾜

- 对任意𝑥 ∈ 𝑅!， 𝜅(⋅ , 𝑥) 属于ℋ	

- 𝜅有可再⽣性，即 𝑓 ⋅ ，𝜅(⋅, 𝑥) ℋ = 𝑓(𝑥)

再⽣核希尔伯特空间(Reproducing Kernel Hilbert Spaces)

𝑓(𝑥)能逐点定义，有 “连续性”
lim
#

𝑓# − 𝑓 ℋ → 0，那么lim
#
𝑓# 𝑥 − 𝑓(𝑥) = 0 ∀𝑥
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Ø 练习

希尔伯特空间𝐿$ Ω :

𝑓, 𝑔 ℋ = 9𝑓 𝑥 𝑔 𝑥 𝑑𝑥

不是再⽣核希尔伯特空间。

再⽣核希尔伯特空间
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Ø 例⼦

假设存在⼀个半正定的核函数，以及对应于测度𝜇的特

征值分解

𝜅 𝑥, 𝑥% =<
&'(

!

𝜆&𝜙& 𝑥 𝜙&(𝑥%)

9𝜙& 𝑥 𝜙) 𝑥 𝑑𝜇(𝑥) = 𝛿&)

定义由所有𝑓 𝑥 = ∑&'(! 𝑓&𝜙& 𝑥 构成的希尔伯特空间

(其中𝑁固定)，内积为 𝑓, 𝑔 ℋ = ∑&'(! *!+!
,!

，这是⼀个再

⽣核希尔伯特空间。

再⽣核希尔伯特空间
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再⽣核希尔伯特空间

每⼀个正定的核函数𝜅: 𝑅!×𝑅! → 𝑅都对应唯⼀的⼀个
再⽣希尔伯特空间ℋ。

Moore-Aronszajn 定理

RKHS 范数 ⋅ ℋ实际上是仅与核相关的属性，并且在测度
的变化下是不变的。
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Ø 证明

给定⼀个半正定的核函数，定义函数空间ℋ-

ℋ- ≔ 𝑠𝑝𝑎𝑛 𝜅 ⋅, 𝑥 : 𝑥 ∈ 𝑅!

= 𝑓 =<
&'(

#

𝑐&𝜅 ⋅, 𝑥& : 𝑛 ∈ 𝑁, 𝑐& ∈ 𝑅, 𝑥& ∈ 𝑅!

对于𝑓 = ∑&'(
# 𝑎&𝜅 ⋅, 𝑥& ∈ ℋ-， 𝑔 = ∑&'(

. 𝑏&𝜅 ⋅, 𝑦& ∈
ℋ-,我们定义内积为

𝑓, 𝑔 ℋ" =<
&'(

#

<
)'(

.

𝑎&𝑏)𝜅 𝑥& , 𝑦)

再⽣核希尔伯特空间ℋ定义为它的闭包。

再⽣核希尔伯特空间
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再⽣核希尔伯特空间

𝜅/,1是定义在带有Lipschitz边界的空间𝒳 ⊂ 𝑅2上的Matern
核，𝑠 = 𝜈 + 𝑑/2 ，那么再⽣核希尔伯特空间ℋ3#,%和阶数
为 𝑠 的Sobolev 空间

𝑊$
4 𝒳 ≔ {𝑓 ∈ 𝐿$ 𝒳 : 𝑓 5&'

$ ≔ <
6∈!"

(: 6 94

𝐷6𝑓
:&

$
< ∞}

在范数意义上是等价的。即ℋ3#,% = 𝑊$
4 𝒳 ，且存在常数

𝑐(，𝑐$ > 0
𝑐( 𝑓 5&'

$ ≤ 𝑓 ℋ)#,%

$ ≤ 𝑐$ 𝑓 5&'
$

Wendland [2005, Corollary 10.48] 

𝑓 ℋ
$ 不仅蕴含了⼤⼩信息，也蕴含了光滑信息
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再⽣核希尔伯特空间

𝜅是定义在𝑅! 上的有平移不变性的核 𝜅 𝑥, 𝑦 ≔ 𝜅(𝑥 − 𝑦)，
𝜅 ∈ 𝐶 𝑅2 ∩ 𝐿( 𝑅2 ，那么再⽣核希尔伯特空间ℋ3满⾜

ℋ3 = {𝑓 ∈ 𝐿$ 𝑅2 ∩ 𝐶(𝑅2):

𝑓 ℋ)
$ ≔

1
2𝜋 2/$9

ℱ 𝑓 𝜔 $

2ℱ[𝜅](𝜔)
𝑑𝜔 < ∞}

内积定义为

𝑓, 𝑔 ℋ) ≔
1

2𝜋
2
$
9
ℱ 𝑓 𝜔 ℱ 𝑔 𝜔

2ℱ 𝜅 𝜔
𝑑𝜔，𝑓, 𝑔 ∈ ℋ3

Wendland [2005, Theorem 10.12] 

傅⾥叶函数ℱ 𝜅 基本决定了这个再⽣核希尔伯特空间
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Ø 正则项

Sobolev 核：考虑𝑓: 0,1 → 𝑅，𝑓(0) = 𝑓(1) = 0

𝑓 ℋ
$ = 9

-

(
𝑓 𝑥

$
+ 𝑓% 𝑥

$
𝑑𝑥

Gaussian 核：

𝑓 ℋ
$ = 9

<=

>=
𝑓 𝜔 $ exp

𝜔$𝜎$

2
𝑑𝜔

再⽣核希尔伯特空间

𝑓 ℋ
$ 	越⼩，需要函数尽量光滑
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再⽣核希尔伯特空间

Ø 再⽣核希尔伯特空间(核函数观点)

Ø 再⽣核希尔伯特空间(正则化观点)
- 核岭回归(Kernel ridge regression)
- 核岭插值(Kernel interpolation)
谱

Ø 数值计算
- Nyström近似
- 随机特征⽅法
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有噪⾳训练数据 {(𝑥& , 𝑦&)|𝑖 = 1,2⋯⋯𝑛}
有限维数据 、无限维函数 ⟹不适定

h𝑓 = argmin*∈ℋ*

1
𝑛
<
?'(

#

𝐿 𝑥& , 𝑦& , 𝑓 𝑥& + 𝜆 𝑓 $
ℋ*

当𝐿 𝑥, 𝑦, 𝑦′ = 𝑦 − 𝑦% $

h𝑓 = argmin*∈ℋ*

1
𝑛
<
&'(

#

𝑓 𝑥& − 𝑦& $ + 𝜆 𝑓 $
ℋ*

核岭回归

Ø 核岭回归(Kernel ridge regression)
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h𝑓 = argmin*∈ℋ*

1
𝑛
<
?'(

#

𝑓 𝑥& − 𝑦& $ + 𝜆 𝑓 ℋ*
$

那么 h𝑓(𝑥)能表⽰为 h𝑓(𝑥) = ∑&'(
# 𝛼&𝜅(𝑥, 𝑥&)。

定义 𝑘@A = 𝜅 𝑥, 𝑥( 𝜅 𝑥, 𝑥$ ⋯𝜅 𝑥, 𝑥# ，𝐾AA =
𝜅 𝑥& , 𝑥) &,)'(

#
，𝑦 = 𝑦( 𝑦$⋯𝑦# B。当𝜆 > 0，⼀个解为

h𝑓(𝑥) = 𝑘@A 𝐾AA + 𝑛𝜆𝐼# <(𝑦 =<
&'(

#

𝛼&𝜅(𝑥, 𝑥&)

其中
𝛼(, ⋯ , 𝛼# B ≔ 𝐾AA + 𝑛𝜆𝐼# <(𝑦 ∈ 𝑅#

当𝐾AA可逆，该解唯⼀确定。

核岭回归

表⽰定理(REPRESENTER THEOREM )
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⾼斯回归回顾

Ø有噪⾳观测
-条件概率

𝑦
𝑓∗

= 𝒩 0, 𝐾(𝑋, 𝑋) + 𝜎
$𝐼 𝐾(𝑋, 𝑋∗)

𝐾(𝑋∗, 𝑋) 𝐾(𝑋∗, 𝑋∗)

𝑓∗ |𝑋∗, 𝑋, 𝑦	 ∼ 𝒩(𝐾 𝑋∗, 𝑋 (𝐾 𝑋, 𝑋 + 𝜎$𝐼)<(𝑦,
𝐾 𝑋∗, 𝑋∗ − 𝐾(𝑋∗, 𝑋)(𝐾 𝑋, 𝑋 + 𝜎$𝐼)<(𝐾(𝑋, 𝑋∗)

- ⽅差和观测无关
-预处理计算： Cholesky分解 (𝐾 𝑋, 𝑋 + 𝜎$𝐼)<(
- 在线复杂度：𝒪(𝑛$𝑛∗)
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核岭回归VS⾼斯回归

𝜅是定义在𝑅2上的正定核，训练数据为 𝑥& , 𝑦& &'(
# ⊂

𝑅2×𝑅，考虑

- ⾼斯回归 𝑓 ∼ 𝐺𝑃(0, 𝜅)，假设数据误差服从𝒩(0, 𝜎$)
- 正则化系数为𝜆的核岭回归,

那么当𝜎$ = 𝑛𝜆时，⾼斯回归的期望函数和核岭回归的
函数⼀致 x𝑚 = h𝑓。

等价性
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核岭回归VS⾼斯回归

先验分布 𝑓 ∼ 𝐺𝑃 0, 𝜅 后验分布 𝑓 ∼ 𝐺𝑃( x𝑚, 𝜅̅)，⾼斯
回归或核岭回归的结果：

h𝑓 𝑥 = <
&'(

#

𝛼&𝜅 𝑥, 𝑥& = 𝑘@A 𝐾AA + 𝜎$𝐼# <(𝑦

≔ 𝑤D 𝑥 B𝑦
定义核函数

𝜅D 𝑥, 𝑦 = 𝜅 𝑥, 𝑦 + 𝜎$𝛿(𝑥, 𝑦)
以及相应的再⽣核希尔伯特空间ℋ3+，我们有误差估计

𝜅̅ 𝑥, 𝑥 + 𝜎$ = sup
*∈ℋ)+ , * ℋ)+

9(
(𝑓 𝑥 − <

&'(

#

𝑤&
D 𝑥 𝑓(𝑥&))

误差估计
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无噪⾳训练数据 {(𝑥& , 𝑦& , 𝑓 𝑥& )|𝑖 = 1,2⋯⋯𝑛}
有限维数据 、无限维函数 ⟹不适定

h𝑓 = argmin*∈ℋ* 𝑓 ℋ* 使得 𝑓(𝑥&) = 𝑦&

由表⽰定理，当𝐾AA可逆

h𝑓(𝑥) = 𝑘@A𝐾AA<(𝑦 =<
&'(

#

𝛼&𝜅(𝑥, 𝑥&)

唯⼀确定，其中
𝛼(, ⋯ , 𝛼# B ≔ 𝐾AA<(𝑦 ∈ 𝑅#

核岭插值

Ø 核岭插值(Kernel interpolation)
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核岭插值VS⾼斯回归

𝜅是定义在𝑅2上的正定核，训练数据为 𝑥& , 𝑦& &'(
# ⊂

𝑅2×𝑅，记为𝑋 ≔ 𝑥(, ⋯ , 𝑥# ，假设𝐾AA可逆，考虑

- ⾼斯回归 𝑓 ∼ 𝐺𝑃(0, 𝜅)，假设数据没有误差
- 核岭插值

⾼斯回归的期望函数和核岭插值的函数⼀致 x𝑚 = h𝑓

等价性
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核岭插值VS⾼斯回归

先验分布 𝑓 ∼ 𝐺𝑃 0, 𝜅 后验分布 𝑓 ∼ 𝐺𝑃 x𝑚, 𝜅̅ ，假设
𝐾AA可逆， ，⾼斯回归或核岭插值的结果：

h𝑓 𝑥 = <
&'(

#

𝛼&𝜅 𝑥, 𝑥& = 𝑘@A𝐾AA<(𝑦

≔ 𝑤 𝑥 B𝑦

我们有

𝜅̅ 𝑥, 𝑥 = sup
*∈ℋ), * ℋ)9(

(𝑓 𝑥 − <
&'(

#

𝑤& 𝑥 𝑓(𝑥&))

误差估计
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再⽣核希尔伯特空间

Ø 再⽣核希尔伯特空间(核函数观点)

Ø 再⽣核希尔伯特空间(正则化观点)
- 核岭回归(Kernel ridge regression)
- 核岭插值(Kernel interpolation)
谱

Ø 数值计算
- Nyström近似
- 随机特征⽅法
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Ø核岭回归和⾼斯回归
给定正定核函数κ

h𝑓 = argmin*∈ℋ*

1
𝑛
<
?'(

#

𝑓 𝑥& − 𝑦& $ + 𝜆 𝑓 ℋ*

h𝑓(𝑥) = 𝑘@A 𝐾AA + 𝑛𝜆𝐼# <(𝑌 =<
&'(

#

𝛼&𝜅(𝑥, 𝑥&)

对于数据量⼤𝑛 ≫ 0，计算量是𝒪(𝑛E)

数值计算
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Ø低秩近似

𝐾AA = 𝑄𝑄B 𝑄 ∈ 𝑅#×.

那么（Woodbury矩阵恒等式）
𝐾AA + 𝑛𝜆𝐼# <( = 𝑄𝑄B + 𝑛𝜆𝐼# <(

=
𝐼
𝑛𝜆

−
1
𝑛𝜆
𝑄 𝑛𝜆 + 𝑄B𝑄 <(𝑄B

对于数据量⼤𝑛 ≫ 0，计算量是𝒪(𝑛𝑚$)

数值计算
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Ø Nyström近似
从原始矩阵中抽取⼀部分⾏和列形成⼀个⼩的⼦矩阵，
并利⽤这个⼦矩阵来构建原矩阵的低秩近似，对于

𝐾AA =
𝐾.. 𝐾.(#<.)

𝐾(#<.). 𝐾(#<.)(#<.)

作前𝑚步(带主元的)-Cholesky分解

𝐾AA =
𝐿. 0

𝐾(#<.).𝐿.<B 𝐼
𝐼 0
0 ∗

𝐿.B 𝐿.<(𝐾.(#<.)
0 𝐼

≈
𝐿.

𝐾 #<. .𝐿.<B
𝐿.B 𝐿.<(𝐾. #<.

= 𝐾 #<. .𝐾..<( 𝐾.(#<.)

数值计算
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Ø 随机特征⽅法
𝜅 𝑥, 𝑥% = 𝛹 𝑥 I𝛹 x%

其中
𝛹(𝑥) = 𝜓( 𝑥 𝜓$ 𝑥 ⋯𝜓. 𝑥 B

那么：
𝐾AA = 𝑄𝑄B

其中：

𝑄 =

𝛹 𝑥( B

𝛹 𝑥$ B

⋮
𝛹 𝑥# B

∈ 𝑅#×.

数值计算
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回顾

⼀个定义在𝑅!中的有平移不变性的实值核函数，那么
当𝜅能表⽰为

𝜅 𝜏 = 9
J-
𝑒$K&L⋅N𝑝(𝜔)𝑑𝜔

其中𝜇(𝜔)是有限正测度，我们考虑特殊情况𝑑𝜇 𝜔 =
𝑝(𝜔)𝑑𝜔。

Bochner定理

定义𝜓 𝑥, 𝜔 = 𝑒$K&L⋅@，那么

𝜅 𝑥 − 𝑥′ = 9
J-
𝑒$K&L⋅(@<@.)𝑝(𝜔)𝑑𝜔

= 𝔼L∼P(L) 𝜓 𝑥, 𝜔 𝜓∗ 𝑥%, 𝜔
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Ø 随机特征⽅法
𝜅 𝑥, 𝑥% = 𝛹 𝑥 I𝛹 x%

其中
𝛹(𝑥) = 𝜓( 𝑥 𝜓$ 𝑥 ⋯𝜓. 𝑥 B

随机特征：
𝜅 𝑥, 𝑥% = 𝔼L∼P(L) 𝜓 𝑥, 𝜔 𝜓 𝑥%, 𝜔

= <
&'(

Q

𝜓 𝑥, 𝜔& 𝜓 𝑥%, 𝜔&

可以定义：
𝛹 𝑥 = 𝜓 𝑥, 𝜔( 𝜓 𝑥, 𝜔$ ⋯𝜓 𝑥,𝜔R B

数值计算
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