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本堂课⼤纲

Ø 偏微分⽅程求解
- 物理信息神经⽹络
- 有结构的偏微分⽅程的求解

Ø 部分未知的偏微分⽅程求解
- 物理信息神经⽹络
- 特殊的神经⽹络
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!𝑢(𝑥) = '
!"#

$

𝑐!𝜓(𝑥, 𝜔!)

min '
%!∈'!"#

𝜆(! ℒ 𝑥! , 𝑢 𝑥!
)
+ '
%!∈'$%

𝜆*! ℬ 𝑥! , 𝑢 𝑥!
)

+ 𝜆 𝑐 )
)

⼆次优化问题

Ø 随机特征⽅法

Ø 偏微分⽅程问题

ℒ 𝑥, 𝑢 = 0 𝑥 ∈ Ω
ℬ 𝑥, 𝑢 = 0 𝑥 ∈ 𝜕Ω

回顾：随机特征⽅法
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!𝑢(𝑥) = 𝒩𝒩(𝑥; 𝜃)

min
+

'
%!∈'!"#

𝜆(! ℒ 𝑥! ,𝒩𝒩(𝑥!; 𝜃)	 )

+ '
%!∈'$%

𝜆*! ℬ 𝑥! ,𝒩𝒩(𝑥!; 𝜃)	 )

Ø物理信息神经⽹络(Physics informed neural network, PINN)

Ø 偏微分⽅程问题

ℒ 𝑥, 𝑢 = 0 𝑥 ∈ Ω
ℬ 𝑥, 𝑢 = 0 𝑥 ∈ 𝜕Ω

物理信息神经⽹络 (PINN)
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有结构的偏微分⽅程

Ø 变分问题（弱解）

min;𝐼(𝑢)

Poisson问题Neumann边界条件：

−Δ𝑢 = 𝑓
𝜕𝑢
𝜕𝑛

= 𝑔

𝐼 𝑢 = ;
,

1
2
∇𝑢 ) − 𝑓 𝑥 𝑢 𝑥 𝑑𝑥 + ;

-,
𝑔 𝑥 𝑢 𝑥 𝑑𝑥

Poisson问题Dirichlet边界条件：
−Δ𝑢 = 𝑓 𝑢 = 𝑔

𝐼 𝑢 = ;
,

1
2
∇𝑢 ) − 𝑓 𝑥 𝑢 𝑥 𝑑𝑥 + ;

-,
𝑢 − 𝑔 )𝑑𝑥
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有结构的偏微分⽅程

Ø 变分问题（弱解）
⾼维Poisson问题：

−Δ𝑢 = −200 𝑥 ∈ 0,1 .

𝑢 ='
!"#

.

𝑥/) 𝑥 ∈ 𝜕 0,1 .

三层残差神经⽹络(𝐷 = 100):

𝑑 = 10	 𝑑 = 100

红⾊：边界条件相对误差（ln）
蓝⾊：整体相对误差（ln）
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有结构的偏微分⽅程

Ø 半线性抛物型偏微分⽅程

𝜕𝑢(𝑡, 𝑥)
𝜕𝑡

+ ∇𝑢 𝑡, 𝑥 ⋅ 𝜇 𝑡, 𝑥 +
1
2
Tr 𝜎𝜎0: ∇)𝑢 𝑡, 𝑥

+𝑓 𝑡, 𝑥, 𝑢 𝑡, 𝑥 , 𝜎0𝑢 𝑡, 𝑥 = 0

- 最⾼阶导数（即⼆阶导数）部分纯粹是线性的,
- 它的⾮线性只出现在函数及其⼀阶导数项
- 对最⾼阶导数（即⼆阶导数）是抛物⽅程

给定 𝑢 𝑇, 𝑥 = 𝑔(𝑥) 
求解 𝑢 0, 𝑥
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有结构的偏微分⽅程

Ø 半线性抛物型偏微分⽅程

𝜕𝑢(𝑡, 𝑥)
𝜕𝑡

+ ∇𝑢 𝑡, 𝑥 ⋅ 𝜇 𝑡, 𝑥 +
1
2
Tr 𝜎𝜎0: ∇)𝑢 𝑡, 𝑥

+𝑓 𝑡, 𝑥, 𝑢 𝑡, 𝑥 , 𝜎0𝑢 𝑡, 𝑥 = 0

- Black-Scholes 模型

𝜕𝑢(𝑡, 𝑥)
𝜕𝑡

+ ∇𝑢 𝑡, 𝑥 ⋅ 𝜇̅𝑥 +
P𝜎)

2
'
!"#

.

𝑥! )
𝜕𝑢)(𝑡, 𝑥)
𝜕)𝑥!

= 𝑓 𝑢 𝑡, 𝑥

- Hamilton-Jacobi ⽅程

-1(3,%)
-3

+ Δ𝑢 𝑡, 𝑥 − 𝜆 ∇𝑢 𝑡, 𝑥 ) = 0 
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有结构的偏微分⽅程

Ø 半线性抛物型偏微分⽅程

𝜕𝑢(𝑡, 𝑥)
𝜕𝑡

+ ∇𝑢 𝑡, 𝑥 ⋅ 𝜇 𝑡, 𝑥 +
1
2
Tr 𝜎𝜎0: ∇)𝑢 𝑡, 𝑥

+𝑓 𝑡, 𝑥, 𝑢 𝑡, 𝑥 , 𝜎0𝑢 𝑡, 𝑥 = 0

⽅程的解：

𝑋3 = 𝑋6 + ;
6

3
𝜇 𝑠, 𝑋7 𝑑𝑠 + ;

6

3
𝜎 𝑠, 𝑋7 𝑑𝑊7

𝑢 𝑡, 𝑋3 = 𝑢 0, 𝑋6 − ;
6

3
𝑓 𝑠, 𝑋7 , 𝑢 𝑠, 𝑋7 , 𝜎 𝑠, 𝑋7 0𝛻𝑢 𝑠, 𝑋7 𝑑𝑠

+;
6

3
𝛻𝑢 𝑠, 𝑋7 0𝜎(𝑠, 𝑋7)𝑑𝑊7
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有结构的偏微分⽅程

Ø 半线性抛物型偏微分⽅程

(⽬标)未知参数：𝜃1& = 𝑢 0, 𝑥 𝜃∇1& = ∇𝑢(0, 𝑥)
神经⽹络：𝜎 𝑡! , 𝑥 0∇𝑢 𝑡! , 𝑥 = 𝒩𝒩 𝑡! , 𝑥 𝜃!
损失函数：𝑙 𝜃 = 𝔼[|𝑔 𝑋3" − !𝑢|]
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有结构的偏微分⽅程

Ø 半线性抛物型偏微分⽅程

Hamilton-Jacobi ⽅程：

-1(3,%)
-3

+ Δ𝑢 𝑡, 𝑥 − 𝜆 ∇𝑢 𝑡, 𝑥 ) = 0 
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物理信息神经⽹络 (PINN)

Ø 优点
- 有潜⼒求解⾼维偏微分⽅程

Ø 缺点

- ⽅法对超参数(例如𝜆(! , 𝜆9!)⽐较敏感性
- 处理不连续问题仍具有挑战
- 低维问题计算没有传统⽅法⾼效，尚未⽤于求解⼤规
模的问题
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本堂课⼤纲

Ø 偏微分⽅程求解
- 物理信息神经⽹络
- 有结构的偏微分⽅程的求解

Ø 部分未知的偏微分⽅程求解
- 物理信息神经⽹络
- 特殊的神经⽹络
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Ø 偏微分⽅程

ℒ 𝑥, 𝑢,ℳ = 0 𝑥 ∈ Ω
ℬ 𝑥, 𝑢,ℳ = 0 𝑥 ∈ 𝜕Ω

ℳ未知，ℳ是参数向量或者是关于𝑥和𝑢的函数

部分未知的偏微分⽅程

Ø 数据

间接数据(indirect data)： 𝑥! , 𝑢! = 𝑢(𝑥!) !"#

直接数据： 𝑥! ,ℳ! = ℳ(𝑥!) !"#
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Ø 反问题

min
ℳ

'𝜆! 𝑢 𝑥! − 𝑢! )

ℒ 𝑥, 𝑢,ℳ = 0 𝑥 ∈ Ω
ℬ 𝑥, 𝑢,ℳ = 0 𝑥 ∈ 𝜕Ω

偏微分⽅程约束的优化问题

- 伴随求解器计算导数
- 反复求解偏微分⽅程系统
- 适定性

部分未知的偏微分⽅程
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Ø 反问题

物理信息神经⽹络 (PINN)

!𝑢(𝑥) = 𝒩𝒩(𝑥; 𝜃)

min
+,ℳ

'
%!∈'!"#

𝜆(! ℒ 𝑥! ,𝒩𝒩 𝑥!; 𝜃 ,ℳ )

+ '
%!∈'$%

𝜆*! ℬ 𝑥! ,𝒩𝒩(𝑥!; 𝜃), ℳ )

+'𝜆! 𝒩𝒩(𝑥!; 𝜃#) − 𝑢! )
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Ø 反问题

物理信息神经⽹络 (PINN)

!𝑢(𝑥) = 𝒩𝒩(𝑥; 𝜃#) ℳ = ℳ(𝑥, !𝑢 𝑥 , 𝜃))

min
+',+(

'
%!∈'!"#

𝜆(! ℒ 𝑥! ,𝒩𝒩 𝑥!; 𝜃 ,ℳ(𝑥,𝒩𝒩 𝑥!; 𝜃# , 𝜃))	 )

+ '
%!∈'$%

𝜆*! ℬ 𝑥! ,𝒩𝒩(𝑥!; 𝜃#),ℳ(𝑥,𝒩𝒩 𝑥!; 𝜃# , 𝜃)) )

+'𝜆! 𝒩𝒩(𝑥!; 𝜃#) − 𝑢! )
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Ø 例⼦：2维不可压Navier-Stokes⽅程

部分未知的偏微分⽅程

𝑢3 + 𝜆# 𝑢𝑢% + 𝑣𝑢; = −𝑝% + 𝜆) 𝑢%% + 𝑢;;
𝑣3 + 𝜆# 𝑢𝑣% + 𝑣𝑣; = −𝑝; + 𝜆) 𝑣%% + 𝑣;;
𝑢% + 𝑣; = 0 ⟹ 𝑢 = 𝜓; , 𝑣 = −𝜓%
其中𝑢 𝑡, 𝑥, 𝑦 , 𝑣(𝑡, 𝑥, 𝑦)是速度， 𝑝(𝑡, 𝑥, 𝑦)是压强, 𝜓(𝑡, 𝑥, 𝑦)
是流函数(stream function)。

我们考虑⽤神经⽹络近似𝜓(𝑡, 𝑥, 𝑦)和𝑝(𝑡, 𝑥, 𝑦)，同时估计
参数𝜆#和𝜆)
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Ø 例⼦：2维不可压Navier-Stokes⽅程

部分未知的偏微分⽅程

边界条件未知
训练数据集：5000点~1%
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Ø 例⼦：2维不可压Navier-Stokes⽅程

部分未知的偏微分⽅程

真实的𝜆# = 1和𝜆) = 0.01

反演出来的的𝜆# = 0.999和𝜆) = 0.01047

当观测有1%相对误差，反演出来的的𝜆# = 0.998和𝜆) =

0.01057

预测的压⼒场真实 真实的压⼒场



Ø 偏微分⽅程

ℒ 𝑥, 𝑢,ℳ = 0 𝑥 ∈ Ω
ℬ 𝑥, 𝑢,ℳ = 0 𝑥 ∈ 𝜕Ω
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Ø 模型不确定性

⽅程中有⼀些建模未知，ℳ是关于𝑥和𝑢的函数
神经⽹络建模：ℳ =ℳ(𝑥, 𝑢, 𝜃)

建模ℳ需要满⾜⼀些物理性质

部分未知的偏微分⽅程
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Ø 凸神经⽹络

特殊的神经⽹络

材料⼒学本构关系 e𝑆 = ℳ( g𝐸)：
应⼒ g𝐸 = [𝐸##, 𝐸)), 𝐸<<, 2𝐸)<, 2𝐸#<, 2𝐸#)]
应变 e𝑆 = [𝑆##, 𝑆)), 𝑆<<, 𝑆)<, 𝑆#<, 𝑆#)]

能量泛函数：

e𝑆 =
𝑑𝑊 g𝐸
𝑑 g𝐸

给定边界条件，寻找能量𝑊 g𝐸 最⼩状态

𝑊 g𝐸 是凸函数
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特殊的神经⽹络

𝑊 g𝐸 是凸函数

对于神经⽹络 𝑦 = 𝑓 𝑥; 𝜃 = 𝑓= ∘ 𝑓=># ∘ ⋯⋯ ∘ 𝑓#(𝑥)
: 𝑅?& → 𝑅?)，其中𝑓! 𝑧 = ℎ ! 𝑊 ! 𝑧 + o𝑊 ! 𝑥 + 𝑏 ! ，
如果
-矩阵：𝑊 ! ∈ 𝑅?!×?!*'，每个元素⾮负
- (⾮线性)激活函数：ℎ ! ，为单增凸函数

那么𝑓 𝑥; 𝜃 的每⼀维输出均为凸函数

凸神经⽹络（ Amos 2017）
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Ø伽利略原理

特殊的神经⽹络

在没有外⼒作⽤的情况下，所有惯性参考系对于描
述⼒学现象都是等价的。

神经⽹络建模：ℳ =ℳ(𝑢(𝑥), 𝜃)在坐标变换下保持
不变。

坐标变换：
𝑒̃# 𝑒̃) 𝑒̃< = 𝑒# 𝑒) 𝑒< 𝑄

向量： 𝑢 = 𝑄 t𝑢

矩阵(⽐如𝛻𝑢) :
𝛻%𝑢(𝑥) = 𝑄∇ A% t𝑢𝑄0
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Ø伽利略原理

特殊的神经⽹络

神经⽹络建模：ℳ =ℳ(𝑢(𝑥), 𝜃)在坐标变换下保持
不变。

输出标量：
oℳ = ℳ

输出向量： ℳ	 = 𝑄 oℳ

输出矩阵（⼆阶张量）： ℳ	 = 𝑄 oℳ𝑄0
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物理信息神经⽹络 (PINN)

Ø 优点
- 同时求解正、反问题

Ø 缺点

- ⽅法对超参数(例如𝜆(! , 𝜆9!)⽐较敏感性
- 尚未⽤于求解⼤规模的问题
- 传统⽅法结合神经⽹络建模会有数值不稳定
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