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本堂课⼤纲

Ø 卷积神经⽹络

Ø 神经算⼦
- PCA-Net
- 傅⾥叶神经算⼦
- 深度神经算⼦(DeepONet)
- Transformer
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偏微分⽅程问题

两个实Banach空间 𝒜	 = 𝑎: 𝐷 ↦ ℝ 𝒰 = {𝑢: 𝐷 ↦ ℝ} ，

求解偏微分⽅程给出映射 𝒢!: 𝒜 ↦ 𝒰

降阶模型、⾼斯回归模型 𝒢" ≈ 𝒢!是⼀个这样的映射的

近似

基于神经⽹络的代理模型 𝒢" ≈ 𝒢!

Ø 代理模型(surrogate model)

Ø 偏微分⽅程问题

ℒ 𝑥, 𝑢, 𝑎 = 0 𝑥 ∈ Ω
ℬ 𝑥, 𝑢 = 0 𝑥 ∈ 𝜕Ω
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卷积神经⽹络

Ø Darcy⽅程

−∇ 9 𝑎 𝑥 ∇𝑝 = 𝑓 𝑥 , 𝑥 ∈ 𝐷
𝑝 𝑥 = 0 𝑥 ∈ 𝜕𝐷

𝒢! ∶ 𝑎 ↦ 𝑝
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卷积神经⽹络

Ø 图像到图像的映射 (Zhu 2018)

𝒢! ∶ 𝑎 ↦ 𝑝

数值离散：

𝑓!: =𝑎 ∈ 𝑅#!×#" ↦ =𝑝 ∈ 𝑅#!×#"
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Ø 卷积模块

Ø 下采样层 (Pooling layer)

卷积神经⽹络
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卷积神经⽹络

Ø U-Net (Ronneberger 2015)
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卷积神经⽹络

Ø U-Net (Ronneberger 2015)



Ø Darcy⽅程

−∇ 9 𝑎 𝑥 ∇𝑝 = 𝑓 𝑥 , 𝑥 ∈ 𝐷
𝑝 𝑥 = 0 𝑥 ∈ 𝜕𝐷

𝒢! ∶ 𝑎 ↦ 𝑝

𝑓!: =𝑎 ∈ 𝑅#!×#" ↦ =𝑝 ∈ 𝑅#!×#"
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卷积神经⽹络

9

𝒜 𝒰

直接近似𝑓!
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卷积神经⽹络
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Ø Darcy⽅程

−∇ 9 𝑎 𝑥 ∇𝑝 = 𝑓 𝑥 , 𝑥 ∈ 𝐷
𝑝 𝑥 = 0 𝑥 ∈ 𝜕𝐷

𝒢! ∶ 𝑎 ↦ 𝑝

𝑓!: =𝑎 ∈ 𝑅#!×#" ↦ =𝑝 ∈ 𝑅#!×#" 诸如Fully Convolutional
Neural Network (FCN)
或者U-Net 这样先离散
再近似的神经⽹络⽅法，
对于不同的离散⽅式，
如果不改变⽹络结构
（⽐如卷积核尺⼨）加
密⽹格会导致测试误差
将变差。
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本堂课⼤纲

Ø 卷积神经⽹络

Ø 神经算⼦
- PCA-Net
- 傅⾥叶神经算⼦
- 深度神经算⼦(DeepONet)
- Transformer



Ø 神经⽹络
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神经算⼦

Ø 神经算⼦

算⼦(operator)：𝒜 ↦ 𝒰

𝒜	 = 𝑎: 𝐷 ↦ ℝ 𝒰 = {𝑢: 𝐷 ↦ ℝ}

线性算⼦：

𝑎 𝑥 ↦ ?𝜅(𝑥, 𝑦)𝑎 𝑦 𝑑𝑦 + 𝑏(𝑥)

逐点激活函数：𝑎 𝑥 ↦ 𝜎(𝑎 𝑥 )

函数(function)： ℝ# ↦ ℝ%

线性函数：𝑥 ↦ 𝐴𝑥 + 𝑏
逐点激活函数：𝑥 ↦ 𝜎(𝑥)
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Ø 核函数

正交基底：𝛹 = 𝜓& 𝜓' ⋯⋯ 𝜓(
矩阵： 𝐴 ∈ 𝑅(×(

𝜅 𝑥, 𝑦 = 𝛹 𝑥 𝐴𝛹 𝑦 )
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线性算⼦

Ø 线性算⼦

𝑎 𝑥 ↦ ?𝜅(𝑥, 𝑦)𝑎 𝑦 𝑑𝑦 + 𝑏(𝑥)

= ?𝛹 𝑥 𝐴𝛹 𝑦 )𝑎 𝑦 𝑑𝑦 + 𝑏(𝑥)

= 𝛹 𝑥 𝐴?𝛹 𝑦 )𝑎 𝑦 𝑑𝑦 + 𝑏(𝑥)

计算系数
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PCA神经⽹络

Ø PCA-Net(Hesthaven 2018, Bhattachary 2021)

𝒜 𝒰

𝑎 𝑥 = L M𝑎*𝜓*(𝑥) 𝑢 𝑥 = L M𝑢*𝜙*(𝑥)

𝜓* *+&
(  和 𝜙, ,+&

(#
 分別是输⼊和输出函数的基底，

采⽤本征正交分解从输⼊输出训练集中得到。

𝑅! 𝑅!O
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PCA神经⽹络

设𝒜和𝒰为实的、可分的 Hilbert 空间，设 𝜇是在 𝒜上
的概率测度，且满⾜ 𝔼-∼/ 𝑎 0 < ∞ 。假设映射 𝒢!	: 
𝒜 → 𝒰是 𝜇 -可测的，并且全局 Lipschitz 连续。给定𝑑𝒜
和𝑑𝒰，训练数据量𝑛，误差参数𝜖 > 0那么存在PCA神经
⽹络𝒢"满⾜：

𝔼{-$}∼/𝔼-∼/ 𝒢! 𝑎 − 𝒢"(𝑎)
'

≤ 𝐶(𝜖' +
𝑑𝒜
𝑛
+ 𝑅/(𝑉5𝒜) +

𝑑𝒰
𝑛
+ 𝑅𝒢#

'/(𝑉5𝒰))

万能逼近定理(Bhattacharya 2021)

有限维空间的神
经⽹络万能逼近
定理

本征正交分解 𝒜和𝒰空间
中的投影误差
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Ø 平移不变核函数

𝜅 𝑥, 𝑦 = 𝜅 𝑥 − 𝑦

𝜅 𝑟 = L �̂�7 𝑒'8*7⋅: (𝜓7 𝑥 = 𝑒'8*7⋅; 𝐴 = diag{�̂�7})
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傅⾥叶神经算⼦

Ø 傅⾥叶线性算⼦

𝑎 𝑥 ↦ ?𝜅(𝑥, 𝑦)𝑎 𝑦 𝑑𝑦 + 𝑏(𝑥)

= ?𝜅(𝑥 − 𝑦)𝑎 𝑦 𝑑𝑦 + 𝑏(𝑥)

= L �̂�7 M𝑎7 𝑒'8*7; + 𝑏(𝑥)
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Ø 图像到图像的映射

傅⾥叶神经算⼦
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Ø 傅⾥叶层

傅⾥叶神经算⼦

给定函数𝑎(⋅): 𝐷 → ℝ

𝑓 𝑎 = ℎ 𝑤𝑎 + 𝑏 + ℱ<&𝐴ℱ𝑎
ℱ和 ℱ<&为傅⾥叶变换和傅⾥叶逆变换
𝑤, 𝑏 ∈ ℝ
𝐴为对⾓矩阵 diag{�̂�7}
ℎ为逐点的激活函数
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Ø 傅⾥叶层

傅⾥叶神经算⼦

𝐴ℱ a(𝜉)	 = 𝐴&

M𝑎&
(&)

⋮
⋮
M𝑎5)
(&)

𝐴'

M𝑎&
(')

⋮
⋮
M𝑎5)
(')

…… 𝐴7*+!

M𝑎&
(7*+!)

⋮
⋮

M𝑎5)
(7*+!)

给定函数𝑎 ⋅ : 𝐷 → ℝ5)

𝑓 𝑎 = ℎ 𝑊𝑎 + 𝑏 + ℱ<&𝐴ℱ𝑎
ℱ和 ℱ<&为傅⾥叶变换和傅⾥叶逆变换

𝑊 ∈ ℝ5)
#×5) , 𝑏 ∈ ℝ5)

#

𝐴为分块对⾓矩阵 diag{𝐴* ∈ ℂ
5)
#×5)}

ℎ为逐点的激活函数

ℱ𝑎& ⟹
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Ø 傅⾥叶层

傅⾥叶神经算⼦

当问题⾮周期时，使⽤补零填充(padding)



21

Ø 傅⾥叶神经算⼦

傅⾥叶神经算⼦

升维(lifting)算⼦ 𝑃: 𝐷 → ℝ → 𝐷 → ℝ5)

𝑃: 𝑎 → 𝑊𝑎 + 𝑏, 𝑊 ∈ 𝑅5)×&, 𝑏 ∈ 𝑅5)

投影(projection)算⼦ 𝑄: 𝐷 → ℝ5) → 𝐷 → ℝ
𝑄: 𝑎 → 𝑊(')𝜎 𝑊(&)𝑎 + 𝑏(&) + 𝑏('),

𝑊(&) ∈ ℝ5,-.×5) , 𝑏 & ∈ ℝ5,-. 𝑊(') ∈ ℝ&×5,-. , 𝑏(&) ∈ ℝ



2222

Ø Darcy⽅程

−∇ 9 𝑎 𝑥 ∇𝑝 = 𝑓 𝑥 , 𝑥 ∈ 𝐷
𝑝 𝑥 = 0 𝑥 ∈ 𝜕𝐷

𝒢! ∶ 𝑎 ↦ 𝑝

𝑓!: =𝑎 ∈ ℝ#!×#" ↦ =𝑝 ∈ ℝ#!×#"

傅⾥叶神经算⼦是函数
空间上的映射，与⽹格
离散无关，因此⽹格加
密不会导致测试误差变
差。

傅⾥叶神经算⼦



2323

Ø 2维不可压缩Navier-Stokes⽅程

傅⾥叶神经算⼦
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基底选择

Ø 基底函数

PCA基底函数

傅⾥叶基底函数：𝑒<'8*7
!
/

球⾯上的问题：球谐函数(spherical harmonics)

多尺度问题：⼩波(wavelet)

从数据中学习基底函数



25

深度神经算⼦(DEEPONET)

Ø PCA-Net (Hesthaven 2018, Bhattachary 2021)

𝑎 𝑥 = L M𝑎*𝜓*(𝑥) 𝑢 𝑥 = L M𝑢*??( M𝑎)𝜙*(𝑥)

𝜓* *+&
(  和 𝜙, ,+&

(#
 分別是输⼊和输出函数的基底，

采⽤本征正交分解从输⼊输出训练集中得到。

Ø 深度神经算⼦(Deep Operator Networks)

𝑎 𝑥 = L M𝑎*𝜓*(𝑥) 𝑢 𝑥 = L M𝑢*??( M𝑎)𝜙*??(𝑥)

M𝑢*??：分⽀⽹络(branch network)
n𝜙*??：主⼲⽹络(trunk network)

同时从数据中进⾏学习



深度神经算⼦(DEEPONET)

Ø 深度神经算⼦(Deep Operator Networks)

特征提取：𝑎 𝑥 → M𝑎 = 𝑎 𝑥& , 𝑎 𝑥' , ⋯ 𝑎 𝑥%
DeepONet ：𝑎 ⋅ → 𝑢 ⋅ = ∑ 𝑏* M𝑎 𝑡*(⋅)
𝑏*：分⽀⽹络(branch network)
𝑡*：主⼲⽹络(trunk network)

𝑎

𝑢(𝑥) 𝑢(𝑥)

𝑎

𝑥 𝑥

𝑎 𝑥!
𝑎 𝑥"
⋯
𝑎 𝑥#

𝑎 𝑥!
𝑎 𝑥"
⋯
𝑎 𝑥#

26
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Ø注意⼒机制(Attention)

编码器状态（encoder states） 𝑥&, 𝑥', ⋯ , 𝑥# ∈ 𝑅@
解码器状态（decoder states） ℎ ∈ 𝑅A

投影：
𝑓 = < 𝑥&, ℎ > 𝑥& +< 𝑥&, ℎ > 𝑥' +⋯+< 𝑥# , ℎ > 𝑥#

计算编码器状态和解码状态的相关性:

score ℎ, 𝑥*
注意⼒权重：

𝑎* =
exp score ℎ, 𝑥*

∑*+&
# exp score ℎ, 𝑥*

输出： 𝑓 = 𝑎&𝑥& + 𝑎'𝑥' +⋯+ 𝑎#𝑥#

TRANSFORMER
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Ø⾃注意⼒机制(Attention)

编码器状态（encoder states） 𝑥&, 𝑥', ⋯ , 𝑥# ∈ 𝑅@

查询 (query): 𝑞* = 𝑊B𝑥* (𝑊B ∈ 𝑅%×@)
键 (key): 𝑘* = 𝑊7𝑥* (𝑊7 ∈ 𝑅%×@)
值 (value): 𝑣* = 𝑊C𝑥* (𝑊C ∈ 𝑅%×@)

相关性(alignment\score):

𝑒*, =
𝑞* ⋅ 𝑘,
𝑑

𝑎*, =
exp 𝑒*,

∑,#+&
# exp 𝑒*,#

输出：

Attention 𝑞, 𝑘, 𝑣 * =L
,+&

#

𝑎*,𝑣,

TRANSFORMER
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Ø⾃注意⼒机制(Attention)

编码器状态（encoder states）
𝑎 = 𝑎&, 𝑎', ⋯ , 𝑎@ : 𝐷 → 𝑅@

查询 (query):
𝑞 = 𝑊B𝑎 (𝑊B ∈ 𝑅%×@) ∶ 𝐷 → 𝑅%

键 (key):
𝑘 = 𝑊7𝑎 (𝑊7 ∈ 𝑅%×@): 𝐷 → 𝑅%

值 (value):
𝑣 = 𝑊C𝑎 (𝑊C ∈ 𝑅%×@): 𝐷 → 𝑅%

TRANSFORMER

计算每个格点之间的相关性
[𝑎&(𝑥), 𝑎'(𝑥),⋯ , 𝑎@(𝑥)]
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Ø⾃注意⼒机制(Attention)

相关性(alignment\score):

𝑒*, =
𝑞(𝑥*) ⋅ 𝑘(𝑥,)

𝑁
𝑎*, =

exp 𝑒*,
∑,#+&
? exp 𝑒*,#

输出：

𝑢 𝑥* = Attention 𝑞, 𝑘, 𝑣 * =L
,+&

?

𝑎*,𝑣(𝑥,)

TRANSFORMER

𝑢 𝑥 = ?
exp 𝑞 𝑥 ⋅ 𝑘 𝑦

∫ exp 𝑞 𝑥 ⋅ 𝑘 𝑧 𝑑𝑧
𝑣 𝑦 𝑑𝑦

系数 基底
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本堂课⼤纲

Ø 神经算⼦
- 对于⼀些问题能够⾼效、精确预测
-需要⼤量数据训练
-超参选取
-预测仅限于内插（ 分布内数据 ）
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