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�� ������� ������������ ��� ���� ��� ������� �������� �� ��� ������� �� ����������� ������� ��� �����
�������� ������ ������ ��� �� �������� ��� ����� ��� �������� � �������� ������ ��� ��������� ������� �������
�� ������� ���������� �� K ���������� ���� ������� ��������� ��� ������� �� ���� ���������� ����� ����� ��
��� ����� ������ ��������� ����������� ��� ��� �������� � �������� ������ ��� ��������������� ������� ����
��� �������� �� ���� K ����������� ������� ���� ����� ������� ��� �� ������� ��� ��������� ���� ���� 2K
������� ������

� ������� ������� ������� �� �������� �� � ������ ���� ������� ����������� �� ��� ������� ���������� ������
��� �������� � ������ ��� ������������� ����� ������������ �� ��������� ��� ������ ������� ��������� �����
��� ��� ���� ���� �� ��� ������ �������� �� � ����� ������ �� ��������� ���� ���������� �������� ���� ���������
������� ��� ������ ������� ��������� ��� ���� ��������������� ������� ���� ��� ���������� ����� ����� �� ���
������� ���������� ��� �������� � �� ��� ��� ������ ���� �������� �1 ���� ����� ��� ������� �������� ����
��� �������� ������� ������������ � ����� � ���������� ����������� �� ���� �� ��� ���������� ���� �� ���

���� ��������� ������� �������� ��� ����� ����� ����� ����� ����� ��� ������ ���� ������ ���� � ������
������ � ������ �������������� ��� �� ��������� ������� ���� � ����� ��� �� ������� ����������� �������������
���� ������ �������� ���� �� ��� �� �������� �� ����� ������ ������� �� ������ ��� ����� ������������� �����
��� ���� ����������� �������� ����� �������� ���� �� ������ ���� ��������� �������� �� ��� ���������
��������� ������ ������ ���� �������� ��� ������ �� ������� ������ �� ����� �� ������� ��������� �������
������������ �� ��� ���� �� ����� �������� ������� ��� ������ ��� ���� ������� ���� ���������� �� ����
��� ���������� ���� ������ ���� ���������� ����� ����� � ��� ���� �� ��� ������ �� ����� ���� ����������
������� ��� ��� ���������� ����� �� ��� ������ �� ����� ���� ���� ���� ������ ��������� ����� ��� �������
�� ���������� ��� �������� ������ ���� ��� ����������� ������������� �� ��� ��������������� ����������
������ �������� �� �������� ������� �������� ���� ������ ������������� � � ������ ������� ���� �������� ������
����������� ��� ��� � ������ ���������������

�� ��� ������� ��� ������� ������ �� ������� ������������� ��� ������� �� ������� ������� �������� �����
����� �� ��� ������� �������� �� � ������ �� ����� �� ��������� ��� ����� ���������� ���������� ������� ������
��������� ��� ����� ������������� �� ���� ��������� ��� �������� �������� ���� ������� ��� �� ���������
�� ��������� ��������� ��������������� ��� �������� ������������� ��������� ����������� �����������������
���������� �������� ���� ������� ����������� ������� ������������� �������� ����� ��� ����������� ������
�������� �������� ������

���� ������ ���������� ��� ����� �������� �� ����������� �������� �� �������� ��� �������� �� ��������
�������� ����� ��������������� �������� ����� ��� ��������� ������� �� �������� ��� ��� ������� �� ���
����� ��������� �� �������� ��������� �� ��� ������ �� ������� ������ ������ �������� ����� �1�������������
�������� ����� ��� ����������� ���������� ��� ������ �������� �������� ����� �� ���� ������ ������������ ��
�������� �� ������� ������ ���������� �������� ���� �� ������ ���������� ��� ����� ��������� �������� ����� �����
���������� �������� ����� ����� ������� �������� ����� ��� ����������� ��������� �������� ����� �� ���� �������
������������ �� ����������� ������� �� ����������������� ���������� �������� ����� ���������� �������� ������

��������� ��� ���� �� ���������� ��������������������������������������������



�

������������ �������� ���� ��� ������������� �������� ���� �������� ������� ������� �������� ����� ��� ������
�������� �������� ������

����� ���������������

��� ������� ����� ���� �� ����� ����� ��� ��� ����� ������ ������ ����� ������ ����� ��������� ��� �����
���� ��� ����� �������� ��������� ���� �������� �� ���� ������ ����� ��� ���� ������ �� ��� ������������
�������� �� ���������� �������� ������ ��� ������������� ��������� ���������� ������ �����

������������������������������∼������������������������������������������

��������� ��� ���� �� ���������� ��������������������������������������������



� ������� �� ������������

��������� ��� ���� �� ���������� ��������������������������������������������



������� �

������ ��� ������������ ������ ������

��� ������������ �� ������ �������

��� ���� �� ��� �������� ������ ���������� ��� ������� �� ������� �������� �� �������� �������� ����
������� ��� �������� ������� ��� �� ������� �� ������� ����� �� �� ������� �� �������� ������ ������ ����
���������� ���� ���� �� ������ ���������� ���� ������ ��� ���� ������������ ���� ������ ������ ����������
�� �������� ������� �� ������� ������ �� �� ����������� ������ ������ ���� �������� ��� ������ ��������� ����
�� ����� ������� ������ ���� �� �� ��� ��� ������� �������� ���� �� ������ � ���� ���������� ����������
������� ��������� ������ ������ ����� �� �� ����� ���������� ��� ����� ���� �������� �� R3� ���� �� ��������
���������� ��� ������� �� �������� ��� ������� ������� �� ��������� ���� �� ������ ���� ���� ��� ������� ����
�� ���������������� �� ������������������� �������

���������� ���� �������� �� ���� ����� ������� �� ����������� ��������� ������ ������� ���� ��� ������
���������� �� ��������� ��� ������ ������� �� ������ ����� ����������� ���� �� ���� ����� �� ��������� ��
���� �������� �� ���� ������� �� ���� ������ ���� ��� ������ �� ���������� ����������� ���� ��� ��� ��������
�� ������ ������� �� ��� ������� ���� � ����� ������ �� ���� �� ��� ��� �������� �� ������ ������ ���� ����
�� �������� �� ���������� ��� ������ �� ����������� ������� �������� ���� ����� ��� � ���� �������� ������
�� ������ ������ ��� ���� ������������ ������ �� ������� ������ ������������

�� ���� ��������� �� ��������� ���� ������ ������ ������� ����� ������ ������ ������� ���� � ����� ��
��� ���� �� � ��������� ����� ������� �� ��� ���� ��� ������� �� ������� �� �� N ������������ ��������� ������
������� �� RN � ���� ������� ���� ������� �� RN � �� ���� ���� �������� ��� �� ��� �p ������ ����� ���
������ ��� p ∈ [1,∞] ��

�x�p = {

��N
i=1 |xi|

p
� 1

p

, p ∈ [1,∞) ;

max
i=1,2,...,N

|xi|, p =∞.
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< x, z >= zTx =
N�

i=1

xizi. �����

���� ����� ������� ����� �� ��� �2 ����� �x�2 =
√
< x, x >�
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������ ������ �� ����� ����� �� ������� ��� �������� ����������� �� �� �� �������� � ���������� �� ���� ����
���� �������� ��� �� ��� �������� �x�0 := |supp (x) |� ����� supp (x) = {i : xi �= 0} ������� ��� ������� ��
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x ��� |supp (x) | ������� ��� ����������� �� supp (x)� ���� ���� � · �0 �� ��� ���� � ���������� ��� ��� ���
������ ���� ����

�x�0 = lim
p→0

�x�pp = |supp (x) |, �����

���������� ���� ������ �� ��������� ��� �p ������������� ���� ������� �������� ���������� ��� �������� ������
�� p� �� ���������� ����� �� ������ ��� �� ���� ��� ���� ������� ����� {x : �x�p = 1}, ������� �� ���� �� �����

����� �� R2� ���� ���� ��� p < 1 ��� ������������� ���� ������ �� ��������� ���������� ��� �����������
��������� �� ��� �������� ������������

��� ��� ��� ���

������ ���� ���� ������� �� R2 ��� ��� �p ����� ���� p = 1, 2,∞� ��� ��� ��� �p ��������� ���� p = 1
2
�

��� ���� ������ ��� �1 ���� ��� ���� ������ ��� �2 ���� ��� ���� ������ ��� �∞ ���� ��� ���� ������ ���
�p ���������

�� ��������� ��� ����� �� � ������� �� ��� �������� �� � ������� �� ��� ���� �� �� ������ ��� ��������
������� �� ��� ����� � ������ x ∈ R2 ��� ���� �� ����������� �� ����� � ����� �� � ��������������� ����

����� A� �� �� ������� ��� ������������� ����� ����� �� �p ����� ���� ��� ���� �� �� ��� ���
�
x∈ A

���� ��������� �x− �
x �p� ��� ������ �� p ���� ���� � ���������� ����� �� ��� ���������� �� ��� ���������

������������� ������ �� ������� �� ����������� �� ������ ���� �� ������� ��� ������� ����� �� A �� x �����
���� �p ����� �� ��� ������� ������� �� �p ������ �������� �� x ����� �� ���������� ���� A� ���� ���� �� ���

�����
�
x∈ A ���� �� ������� �� x �� ��� ������������� �p ����� �� ������� ���� ������ p ����� �� ������ ���

��� ����� ���� ������ ����� ��� ��� ����������� ����� ������� p ����� �� �� ����� ���� �� ���� ��������
����������� ��� ����� �� �� ������� ���� ��������� ����������� �� ������ ����������� ��� ����� �� ���������
���� �� ��� ����������� �� �� �������

��������� ��� ���� �� ���������� ��������������������������������������������



�

��� ��� ��� ���

������ ���� ���� ������������� �� � ����� �� R2 �� � � ��������������� �������� ����� ��� �p �����
��� p = 1, 2,∞� ��� ��� �p ��������� ���� p = 1

2
� ��� ������������� �� �1 ���� ��� ������������� ��

�2 ���� ��� ������������� �� �∞ ���� ��� ������������� �� �p ���������

��� ����� ��� �������

� ��� Ψ = {ψi}i∈I �� ������ � ����� ��� � ����������������� ������ ����� �������� ���� V �� ��� ������� ��
��� ��� ���� V ��� ��� �������� ������������ ���� ������� ���� ���� ������ �� ��� ����� ��� �� �����������
�� � ������ ����������� �� ���� ��������� ������ �� ��� ������� ����� ��� �� ����� ������� �� � ������ ��������
������������ ��� ���������� �� ���� ������ ����������� ��� �� ����� �� ��� ����� ������� �� ��� ������ ���
� ���� ��� �� �������� �� �������� ��������� �� ���� ���� �������� ���� ����������������� ������� ������ �����
V = RN ��� I = {1, ..., N}�

��������������� ��� ������ x ∈ RN ��� �� ��������� ���

x =
�

i∈I
aiψ̃i, �����

����� ��� ���������� ��� �������� �� ai =< x,ψi > ��� {ψ̃i}i∈I ��� ��� ������� ���� ���������� ��� ����
������ ������� ��� �� ������ ��� ����� ��� ��� ���� �� �� ��� ���� ������� �� x� ����� �� ���� ��� ����
����� Ψ̃ ��� ��������� ����� ����� �� ����������� ��� ������ �� ������ ��� Ψ �� ��� �������� ������

�� ����������� ����� ����� �� ������ �� � ��� �� ������� Ψ = {ψi}i∈I ���� ���� � ����� ��� �����
�������� ��� ���������� ��� ���� ����� �� ����� ������ < ψi, ψj >= 0 �� i �= j ��� ��� ���������� �� ���

���� �� �� ���� ��� ��������� ����� �� ������ ��� ��������� ������� �� �������� ����� �Ψ̃ = ΨT ��
�� �� ����� ������ �� ���������� ��� ������� �� � ����� �� ����� ��� ���� �� �������� �������� ���������

�������� ��������� �� ���� �� ����� �� � ������ ���� ��������� � ����� �� � ��� �� ������� {Ψi}ni=1 �� Rd�
d < n ������������� �� � ������ Ψ ∈ Rd×n� ���� ���� ��� ��� ������� x ∈ Rd�

A�x�22 ≤ �ΨTx�22 ≤ B�x�22 �����

���� 0 < A ≤ B < ∞� ���� ���� ��� ��������� A > 0 ������� ���� ��� ���� �� Ψ ���� �� ��������
������������ ���� A �� ������ �� ��� ������� �������� ����� ��� B �� ��� �������� ��� ����� ������������ ��
����� ���� �� ���� ���� ��� ��������� ����� ������� �� A ��� B ��� �� ������ �� A = B� ���� ��� ����� ��
������ A������� ��� �� A = B = 1� ���� Ψ �� � �������� ������ � ����� �� ������ ����������� �� ����� ������
���� λ > 0 ���� ���� �Ψi�2 = λ ��� ��� i = 1, ..., N � ��� �� �� ��������� �� λ = 1� ���� ���� ���� ����� ���
������� �� � ����� �� ���� ������� ��� ��� �� ������ �� ������������������� ������� �� ��� ���� ����� Ψ ��
� d×N ������ A ��� B ������ ���������� �� ��� �������� ��� ������� ����������� �� ΨΨT � �������������

����� ������� �� ��������� ������ �� ��������������������������������������������

��������� ��� ���� �� ���������� ��������������������������������������������



� ������� �� ������ ��� ������������ ������ ������

������ ��� ������� ������ ��������������� �� ���� ��� �� ����� ����������� ��� � ����� ������ x� �����
����� ��������� ���� ��������� ������� α ���� ���� x = Ψα� �� ����������� ���� ������ �� � ���� ����� Ψ̃
�������� � �������� ������ �� � ��������� ������ α� ���� ��������� ��� ����� ����������

ΨΨ̃T = Ψ̃ΨT = I �����

�� ������ �� ����������� ���� ������ ��� ���������� ������ Ψ̃ =
�
ΨΨT

�−1Ψ �� �������� �� �� ��� ���������
���� ������ �� �� ���� ����� �� ��� ������������� �������������� ���� ���� ����� A > 0 �������� Ψ �� ����
�������� ����������� ����� �� ������ ���� ΨΨT �� ����������� �� ���� Ψ̃ �� ������������ ����� ��� ��� ��
������ � ��� �� �������� ���������� �� ���

αd = ΨT
�
ΨΨT

�−1
x. �����

��� ��� ���� ���� ���� �������� �� ��� �������� ��������� �������� �� �2 ����� ����� �αd�2 ≤ �α�2 ��� ���
α ���� ���� x = Ψα�

�������� ���� ���� �� ��� ������ ������������� �������� ���� ����������� �� �� ���� ������ ��� � ����� ��
����� �� �� �������� �� �� � ���������� �� ������������ ���������� ������������� ���� ��� ���������� ��������
����� ������ ������

��� ������ ����������������

������������ � ������ �� � ��� ����� �� ����� �������� ���� ��� ����� �� �� ��������� � ������ ���� ����������
��� ��������� ����������� �� ������ ��� �������� ���� ������� ��� ���� ������������� ����� ��� �� �����
��������� �� ���� ������������� ������ ��� ����� ���� �� ������ �������� ��� �������� ���������� ��������
�� ��� ����� �� ����� ��������� ������� �� ��� ���������������� ���������� �� ����� ����� ��� ������ ��
�������� ���������� �� ������ �� ��� ���� �� ���� � ������ ��������������� ������ ������ ������ ����� ��
�� ������� ���� ����� �� ����������� ��� �� ��� ���� �� ����������� ������� �������� ����� �� ��� ��� ���
��������� ���� ��� ������ �� ������ �� � ����� ����� �� ����� �� ������� ��� �������� ������ ���� � �����
������ �� ������������� ��� ������ ����� ���� ��� �������� ���������� ���� �� �� ������ �� �����������
�� ���� ������ ��� ���� ��� �� ������� �� �� ������

��������������� �� ��� ���� � ������ x �� K������� ���� �� ��� �� ���� K ��������� ����� �x�0 ≤ K� ��
���

ΣK = {x : �x�0 ≤ K} �����

������ ��� ��� �� ��� K������� �������� ���������� �� ���� �� ������� ���� ������� ���� ��� ��� ����������
������� ��� ����� ����� � ������ �������������� �� ���� ����� Ψ� �� ���� ���� �� ���� ����� ����� �� x �� �����
K�������� ���� ��� ������������� ���� �� ��� ������� x �� x = Ψα ����� � α �0 ≤ K�

�������� ��� ���� ���� ��������� �� ������ ���������� ��� ������������� ������ ��� ����� ���� �� ����
�������� ����� ������ ����� ��� ��������� ����� ��� �� ���������� ��� �������� ������ �� � ������ ��� ��������
���������� ������ �������� ���� ������ ����������� �� ��� ������ �� ����������� ���������� ��� ����� ������
���� ������ ������ �� ��� ����� �� ��� ����� ������ ������ ������ ��� ��� ���� ��������� ������� �� �����
���������� ������ ����� ��� ���������� ������� ��������� ����� �������� ������ ������ ��������������� ��� ����
���� ������� ������ �� ������ �������� ���� ��������������� ����� ��� ��������������� ����� ���������

����� ��� ������ ������

�� ���� ��� ������� �� ������� �� ����� ����� ���������� ���� ����� �������� ������ �� �������� ��� ��� ����
������� � ������ �������� ������ �� ������� ��� ����������� �� � �������� ����� �� �������� �������� ����
������ ����� ��� ��� ��������� �������� �� � ����� ��������� ����� ��� �������� �� ��� ����� ��� ��������
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������ �� �������� ������ ����� ��� ���� ����� �� ���� ���� �� ���� ����� ��� ���� ����� �������� �� ���� �����
����� ���� �� ����������� ��� ������ ���� ������������� �������� ���� �������������� �������� ���� ��������
����������� ��� ��� �� ��� �������� ������������ ����� ��� ���� ��������� ������������� ������������ ���
������ �� ��� ������� ������ �� ��� ����� ����� �������� ���� ��� �������� ����� �������� ������ �������������
�� ��� �������� ��� �������� ����������� ���� ������ ����� ������� ��� ������ �� ���������� ������ ����
������ �� ��� ����� ��� �������� ������ ��������� ����� �� ��� ������� ������� ��������� ���� � ������ ����

���� ��������� �� ��� ��������� ���� ������ ����� ��� ��� �������� �� Xk =
�N−1
n=0 xncos

�
π
N

�
n+ 1

2

�
k
�

���� k = 0, · · · , N − 1� xn ��� ����� ������� ��� � ��� ������ �� ��� ����������

��� ���

���
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����� ��� ������ ������

���� ���� ������� ��� �� �������� �� ��� ������� �� ����� ��� ��������� � ������ ������� �� � ��������� ��� ��
������ �� ��� �������� ����� ������ ������� ���� �� ��� ������ ��� ����������� ����� ������� ��������� �������
������ ��� ������������� �� ����� ������ �� �������� ������� ��� ���������� ��� ����� ������ ������� ���� ����
��������� ��� ����� �� �� ���� ������ ������ ���� ����������� ����� � ���������� ������� ��������� ������ ���
������� ��������� �������� �� ����������� �������� ��� ����� ���� ��� ���� ��� �������������� ����������� ���
������ ��������� ���������� ������� � ������ ����� ������������� �� ��� ������ ����� ��� ������ ���������
���������� ��� �� ��� ������ ��� ������� ������ ���� �� ��� ���� �� ������� � ������� ��������� �� �
������� ������� ������ �� ����� �� ������ ���� �� ���� ���� ���������� ��� ���� ������ ������ �� ��� ������ �
���� ������������� �� ��� ������ �� ������� ��� ����� ���������� �� ����� �� ������������ ��� ����������� ��
������ �K������� ��������������� ���� ��������� ��� ������������� ����� ����� �� �p ����� ���� ���������
������ ��� ���� K����� ������������� �� ��� �������� ������� ����� ��� ���� ������������� �� ��� ������ �����
���� K ����� ����������

��� ���

������ ���� ������ �������������� �� �� ����� ��� � ���������� ������� ���������� ��� �������� ������
��� ������� ��������������� ����� ���������� ��� ����������� �� ����� ������� ����� ����� ���������� ���
����������� �� ���� ������� ������� ���� ���� �� ��� ������� ���������� ��� ����� �� �����

�������� ������� ������� ���� ������������� ������� �� ���� ������� ������ ���� ����� ������ ���� ������
���� ����� ���������� ����� ���� ������ �������� ��������� ��� �� ��������� ���� ��� ��������� ���������
��� ��������� �������� ��� ������� ������� ���������� � ������ ������� ��� ���� ��������� �� �� ������ ��
��� ����� ����� ���������������� �� ����� �� ��� �������� ������� ���� ��������� ��������� ����� ��� �������
������� ���������� � ������ �������� �� ��� ���� ����� ��� ����������� ��� ��������� ������� �� ������
��������� ��� ���������� �� ��� ���� ��������� ��������� �������� ��� ������������� �������� �������� ����
��� �� ��������
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����� ��������������� ��� K����� �������������

�� ��������� ���������� ���� �� ��� ������� �� ����������� ������� �������� ���� ���� �� ���� ������� �������
� ������ �� ���������� �� ��� ��� ���� ��������� �� ���� ���������� �� �������� �������� ����� ����� ��� ������
�� �������� ������ ��� ������ ��� ���� �������������� �� �� ����������� ����� �������� ���� Ψ� ��� ������ ��
���������� ������ �� �� ��� ���� � ��� ������� ������ �� ���������� ���� ��� ������� �������

��� ���������� ������� ��� ����� ������� ������ ���� ��� ������������� � ������ �� ������������ �� ���
������ ��������� ���������� �� Ψ ����� �������� �� �������� ���� ��������������� ��� x �� � ������ ����� ��
������������ �� ��� ����� Ψ�

x = Ψα, �����

����� α ��� ��� ���������� �� x �� ��� ����� Ψ� �� x �� ������������� ���� ��� ���������� �� ��� ������
���������� αs ������� � ����� ��� ������

|αs| ≤ C1s
−q, s = 1, 2, .... ������

�� ����� � ������ �� ����� ������������ �� �� ����� ���� ����� ��� ������ ��� ������ q ��� ��� ������ ���
���������� ������ ��� ��� ���� ������������ � ������ ��� ������ ��� ����� ������ ���� ��� ������������ ��
�������� ������

����� ������� �� ��������� ������ �� ��������������������������������������������

��������� ��� ���� �� ���������� ��������������������������������������������
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������ ���� ��� ����� �� ��� ����� ���� �� � ������ ���� �� ������������ �� ������ ���� ��� �����
������ ��� ������ ���� ������� �� ��������� ����� �� � ����� �������� ��� ����� �� ��� ����� ���� �� ���
������������ �� ������ ��� �� �� ������������ �� �������� ����� ��� ������� ���������� ������� � ����� ���
������

������� ��� ���������� �� ����� ���������� ����� �� �������� ������������ ������� ��� �� �����������
���� �� K � N ����������� ��� ���� K����� ������������� �� � ������ �� ��� ��� �� ����� ��� K �������
���������� ��� ����� ���� ��� ���� ����� ����� ��� ����� ������� ��� ���� ������ ��� ���K ���� �������������
�� ������� ��� K����� ������������� ����� σK (x)� ������ ��

σK (x) = arg min
α∈ΣK

� x−Ψα �2. ������

��������� ��� ���� �� ���������� ��������������������������������������������



��

��� ������������ �������� �� ��� ��������� � ����� ���� ����� ��� ����� �� ��������

σK (x) ≤ C2K
1/2−s. ������

�� ����� ��� ��� ���� ���� σK(x)2 ���� ����� �� K−r �� ��� ���� �� ��� ������ ���������� αi ����� ��
i−r+1/2 ����� ������ ��� ����� �� ����� ��� ��� K����� ��������������

��� ���

������ ���� ������ ������������� �� � ������� ������ ��� �������� ������ ��� ������������� ��
����� �������� �� ������� ���� ��� ������� ��� �� ��� ������� ����������� ������� ������� ������ ���
������������ �� � ������� ������� ������������� ���� ����� �� �� ����� �� ��� ������� ������� ����������
��������� ���� ��������

����� ��������������� ��� �p ������

� �������� ��������������� �� ������� �� ��� �p ����� �� ����� ��� ������ �������� �� ������� �������� x (n)
�� �� ������� �� �� �p ����� ��� � ���������� ����� �� p �� ��� ���� �� ��� �p ���� �� ������

� x �p =
��

i

|xi|p
� 1

p

<∞. ������

��� ������� p ��� ��� ������ ��� ���������� ������ ���� ����� �� ����� �� �������� �� ���� ��� ���� ��
�������� �� ��� �������� ���� �� p = 0� ��� ������ �� �������� � ����������� ��� ������ ��� ������ ��
�������� ������� �� p ���������� ��� ���� �� ��� ������������� �p ����� ���� ���������� ������ ��� �����
������� �p ���� ����� ���� ��������� ����� �p ���� �� �� �� � �����������

��������� ��� ���� �� ���������� ��������������������������������������������



�� ������� �� ������ ��� ������������ ������ ������

������ ���� �� ��� ����� �� p ���������� ��� ���� �� ��� ������������� �p ����� ���� ���������� ���� ���
�� ���� �������� ���� ��������� ��� ��� ���� �� ��� ������ �� �������� �� ����� ����������� ��� ����� ���
�p ���� �� ���� ���� �� ����� �� ���� ��� ������ �� ����� �p ������� ��������� ���� p�

������� ���� � ������ �� ������� ��������� ������ ��� ���� �� x [n]� �� ����� ��� ���� �������� �� ����
� ������� �p ����� ��� ���������� ���� ���� � ��������� ���� �� ����� ���� q > 1/p� ��������� � ������
����� �� �� �� �p ����� ���� p ≤ 1 ����� � ����� ��� ������ ��� �� ��������� �������������

��������� ��� ���� �� ���������� ��������������������������������������������
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��� ������� ������ �������

�� ����� �� ���� ��� ���������� ���� ��������� �� ���� �������� ��� ��������� �� ��� �������� �����������������
����������� ������� �������� ���� ���� ������ ������������ ����� � ������ x ∈ RN � �� �������� �����������
������� ���� ������� M ������ ������������� �� ��� ��������� ���� ������� �������������� ��

y = Φx, �����

����� Φ �� �� M × N ������ ��� y ∈ RM � ��� ������ Φ ���������� � �������������� ���������� ����� ��
���� RN � ����� N �� ��������� ������ ���� RM � ����� M �� ��������� ���� ������� ���� N � ���� ���� �� ���
�������� �� ��������� �� ������ ���� ��� ������������ ��� ������������� ������� ���� ��� ���� �� Φ ���
���� �� ������� ��� �� ��� ������ �� ��� ���������� �������� ������������� �� ������� �������� ��������
����������� ������� ��� ���� �� ���������� ����������� ������

���� ���� �������� ��� �������� �� ��������� ������� ���� x �� � ������������ ������ ���� � ���������
������ ����� ����� �� ���� �� ������� �� �������� �� ���� ����� �� ���������� �� ��������� ����������� �������
��� ��������� �������������������� ������� ���� �� ��������������� ������� �� ������� ��� ��� �� ���� ������
����� �� x �� � ������������ ������ �� ������������ �������� ��� �� ����������� ������ ��� ����� �� ��� ��
�������� ������� ����������� ������������ ������� ���� �������� �� ��� ������� �����

����� ��� ��� ���� ����������� ��������� �� ��� ������ ��� ������ �� ������ ��� ������� ������ Φ ��
������ ���� �� ��������� ��� ����������� �� ��� ������ x� ������� ��� ��� �� ������� ��� �������� ������ x
���� ������������ y� �� ��� ���� ����� ��� ���� �� ������ �������� ���� �� ������������ �������� ����� ��
���� ��� ���� �� ��� ������ �������� Φ ���� M � N ���� ������ ���� �� ���� �� ���� �� ������� �������� ����
��� �������� ������ ���������� ��� ��������� ����� � ������� �� ��������� ���������� �������� �����

�� ����� �� ���� ���� �� ��� ������� �� ���� ���������� ��� �������� �� ��� �� ������ ��� ������� ������ Φ�
������ ���� �������� ��������� � ������ ���������� �� ������� �������� � ������ �� ��������� ���������� ����
�� ����� ���� Φ �� ���� ���������� ��� ���� ����� �������� �������� ����� ��� ���������� �������� ��������
�������� ����� ��� ������� ��������� �������� ������ �� ���� ������� ���� ��������� �������� �� ������
������������� �������� ���� ���� ������� ����� �����������

����� ������� �� ��������� ������ �� ��������������������������������������������
��� ������������ �� ����������� ������� ������������������������������������������������

��������� ��� ���� �� ���������� ��������������������������������������������

��



�� ������� �� ������� ��������

��� ���� ����� �����������

� ������� ����� �� ����� �� ������������ ���������� �� Φ �� ��� ������� �� ��������� � ������� ������ �����
���� ���� �� �� ����������� ��� ���� ����� �� Φ� �������

N (Φ) = {z : Φz = 0}. �����

�� �� ���� �� �� ���� �� ������� ��� ������ �������� ���� ������� x ���� ��� ������������ Φx� ���� �� ��
����������� ����� ���� ��� ��� ���� �� �������� ������� x, x� ∈ ΣK = {x : �x�0 ≤ K}� �� ���� ���� Φx �= Φx��
����� ��������� �� ����� �� ���������� �� ����������� x ���� x� ����� ������ �� ��� ������������ y� ����
��������� �� ��������� ���� �� Φx = Φx� ���� Φ

�
x− x�

�
= 0 ���� x − x� ∈ Σ2K � �� ��� ���� Φ ��������

���������� ��� x ∈ ΣK �� ��� ���� �� N (Φ) �������� �� ������� �� Σ2K � ����� ��� ���� ���������� ���� ��
�������������� ���� ��������� ��� �� ��� ���� ������ �� ����� �� ��� ����� �����

����� ��� �����

��������� ����
��� ����� �� � ����� ������ Φ �� ��� �������� ������ �� ������� �� Φ ���� ��� �������� ����������

���� ��������� ������ �� �� ���� ��� ��������� ��������������� ����������

������� ���� ���������� � �� �����
��� ��� ������ y ∈ RM � ����� ������ �� ���� ��� ������ x ∈ ΣK ���� ���� y = Φx �� ��� ���� ��
spark (Φ) > 2K�
������
�� ���� ������ ����� ��� ��� y ∈ RM � ����� ������ �� ���� ��� ������ x ∈ ΣK ���� ���� y = Φx�
��� ������� ��� ��� ���� �� � ������������� ���� spark (Φ) ≤ 2K� ���� ����� ���� ����� ������
���� ��� �� �� ���� 2K ������� ���� ��� �������� ������������ ����� �� ���� ������� ���� �����
������ �� h ∈ N (Φ) ���� ���� h ∈ Σ2K � �� ���� ����� ����� h ∈ Σ2K �� ��� ����� h = x − x��
����� x, x� ∈ ΣK � ����� ����� h ∈ N (Φ) �� ���� ���� Φ

�
x− x�

�
= 0 ��� ����� Φx = Φx�� ���

���� ����������� ��� ���������� ���� ����� ������ �� ���� ��� ������ x ∈ ΣK ���� ���� y = Φx�
���������� �� ���� ���� ���� spark (Φ) > 2K�

��� ������� ���� spark (Φ) > 2K� ������ ���� ��� ���� y ����� ����� x, x� ∈ ΣK ���� ����
y = Φx = Φx�� �� ��������� ���� ���� Φ

�
x− x�

�
= 0� ������� h = x − x�� �� ��� ����� ���� ��

Φh = 0� ����� spark (Φ) > 2K� ��� ���� �� �� �� 2K ������� �� Φ ��� �������� ������������ ���
��������� h = 0� ���� �� ���� ������� x = x�� ������� ��� ��������

�� �� ���� �� ��� ���� spark (Φ) ∈ [2,M + 1]� ���������� ������� ���� ���������� � �� ������ �� �� ������
��� ����������� M ≥ 2K�

����� ��� ���� ����� ��������

���� ������� ���� ������� ������ �������� ��� ����� �������� � �������� ���������������� �� ���� ������ ���
������ �� ��������� �������� ���� ������� ���� ������������� ������ �������� ���� ������� �� ���� ���������
�������� ���� ����������� ���������� �� ��� ���� ����� �� Φ ����� ������� ��������� �� ���� ���� ������
���� N (Φ) ���� ��� ������� ��� ������� ���� ��� ��� ������������ �� �������� �� ������� ���� ��� ������� ��
����� �� ����� ��� ������ ��������� �� ����� ��� ��������� �������� ���� ���� ����� �� �� ������ ����������
���� �� ���� �������� ������� ���� Λ ⊂ {1, 2, · · · , N} �� � ������ �� ������� ��� ��� Λc = {1, 2, · · · , N} \ Λ�
�� xΛ �� ��������� ���� ��� ������ N ������ �������� �� ������� ��� ������� �� x ������� �� Λc �� �����

����� ������� �� ��������� ������ �� ��������������������������������������������
��� ������������ �� ����������� ������� ������������������������������������������������

��������� ��� ���� �� ���������� ��������������������������������������������



��

���������� �� ΦΛ �� ��������� ���� ��� M ×N ������ �������� �� ������� ��� ������� �� Φ ������� �� Λc

�� ������

��������� ����
� ������ Φ �������� ��� ���� ����� �������� ����� �� ����� K �� ����� ������ � �������� C > 0
���� �����

�hΛ�2 ≤ C
�hΛc�1√

K
�����

����� ��� ��� h ∈ N (Φ) ��� ��� ��� Λ ���� ���� |Λ| ≤ K�

��� ��� ��������� ��� ������ ���� ������� �� ��� ���� ����� �� Φ ������ ��� �� ��� ������������ ��
� ����� ������ �� �������� ��� �������� �� � ������ h �� ������� K�������� ���� ����� ������ � Λ ���� ����
�hΛc�1 = 0 ��� ����� ����� ������� ���� hΛ = 0 �� ����� ����� �� � ������ Φ �������� ��� ��� ���� ��� ����
K������� ������ �� N (Φ) �� h = 0�

�� ����� ���������� ��� ������������ �� ��� ��� �� ��� ������� �� ������ ��������� �� ��� ������ �������
��� �� ���� ������� ��� ����������� �� ������ �������� ���������� ���� ������� ���� ������� ����������
x� ������� ���� ���� ��� Δ : RM → RN ��������� ��� ������� �������� ������� �� ���� ����� ��������� ��
���������� �� ��� ����

�Δ(Φx)− x�2 ≤ C
σK(x)1√

K
�����

��� ��� x� ����� �� ������ ����

σK(x)p = min
�
x∈ΣK

�x− �
x �p. �����

���� ���������� ����� �������� �� ��� �������� K������� �������� ��� ���� ������� � ������ �� ���������� ��
���������� ������� ���� �������� ������� �� ��� ���� ��� ������� ��� ������������ �� K������� �������� ����
���������� ��� ������ ���������������� ����� ���� ��������� ������� ����������� ��� ���� �������� �� x �����
���� ������������� ���� ���� ���������� ���� ���� ���� ��� ���� ������ �� �������� �������� ���� �� ������
�� ������������ ������� � ��� ������� �� ��� ��������� ������ �� ��� ���������� ������ �� x� ����� ��� ����
�������� �������� �� �� ������� ���������� ����� ���� ���� ��������� ��� ��� x�

��� ������ �� ����� �� ����� �� �������� ���������� �� ����� ������ ������� ��� �������������� �����
����� ����� �p ������ ��� ������ �� p� �������� ���� ����� ���� ����� �� ���������� ��� ��������� ��� ����
���� ����������� ���� �� ����������� ������������ �� ��� ���� ���� ��� ��������� ����� ��������� ��� ����
�� ��� ��������������� �� ����� ����� ���� �������� ������� �� ���� �� ������� ��� ������������� �����
�� σK(x)1/

√
K ������ ���� ������ ��������� ���� σK(x)2� �������� �� ���� ��� ����� �� ���� ������� ����

���� � ��������� �� �������� ��� �������� ������� ������ � ������������� ����� ������ �� ������������� ���
���� ����� ���������� ��� ���� �������� ��������� �� ��� ���� �� ������ ���� ����������������� ����������
���������� �������� ������

����� �� ���� ������� �� ���� ���� ���� ��� ��� �� ����� 2K �� �������� �� ��������� � ��������� �� ���
���� ����� ��� � ��������� �������� ��������� ���� ����������� ������ ��������� �������� ������ ��������� ���
��������� ���������� �� � ������� �� ���� ������������ ���� �� ����� ������ ��� �������� ��������� ����������
������ ���� Φ ���� ����������� ������� ��� ��� �� ����� 2K�

������� ���� �������� ��� �� �����
��� Φ : RN → RM ������ � ������� ������ ��� Δ : RM → RN ������ �� ��������� ��������
���������� �� ��� ���� (Φ,Δ) �������� ����� ���� Φ �������� ��� ��� �� ����� 2K�

��� ���� ���� ���� �������� ���� ������������ �� ������ �� ����� �� ��� ������ |Λ| ������ �������� �� ������� ���� ��� �������
������������� �� Λ �� ��� M ×|Λ| ������ �������� �� ���� ������� ��� ������� ������������� �� Λ� ��� ����� ������ �� �����
���� ��� �������� ��� ��������� ����� �� �� ����������� ��������� ������� ��� ����

��� ������������ �� ����������� ������� ������������������������������������������������

��������� ��� ���� �� ���������� ��������������������������������������������



�� ������� �� ������� ��������

������
������� h ∈ N (Φ) ��� ��� Λ �� ��� ������� ������������� �� ��� 2K ������� ������� �� h� ��
���� ����� Λ ���� Λ0 ��� Λ1� ����� |Λ0| = |Λ1| = K� ��� x = hΛ1 + hΛc ��� x� = −hΛ0 � �� ����
h = x− x�� ����� �� ������������ x� ∈ ΣK � �� ��� ����� ����� �� ������ x� = Δ

�
Φx�

�
� ���������

����� h ∈ N (Φ)� �� ����

Φh = Φ
�
x− x�

�
= 0 �����

�� ���� Φx� = Φx� ����� x� = Δ(Φx)� �������� �� ���� ����

�hΛ�2 ≤ �h�2 = �x− x��2 = �x−Δ(Φx) �2 ≤ C
σK(x)1√

K
=
√
2C

�hΛc�1√
2K

, �����

����� ��� ���� ���������� ������� ���� ������

��� ��� ���������� �������� ���������

��� ���� ����� �������� �������� ���� ����� �� ���� ��������� ��� �������� ��� ������������ ���������� ��
��� ����

�Δ(Φx)− x�2 ≤ C
σK(x)1√

K
, �����

��� ����� ���������� �� ��� ������� ��� ������ ���� ��� ������������ ��� ������������ ���� ����� �� ����
���� ��������� �� ���� ����� ���� �� ������������� �� ���� �� ������ �� �������� �������� �������� �����������
�� ����� ������ ��� ��� ���������� ��� ��������� �������� ��������� �� �������� Φ ��� ����������� ���
��������� ���� �� ����������� ������� �������� ���� �����

��������� ����
� ������ Φ �������� ��� ���������� �������� �������� ����� �� ����� K �� ����� ������ � δK ∈ (0, 1)
���� ����

(1− δK) �x�22 ≤ �Φx�22 ≤ (1 + δK) �x�22, �����

����� ��� ��� x ∈ ΣK = {x : �x�0 ≤ K}�
�� � ������ Φ �������� ��� ��� �� ����� 2K� ���� �� ��� ��������� ����� �� ������ ���� Φ �������������

��������� ��� �������� ������� ��� ���� �� K������� �������� ���� ���� ������� ���� ����������� ������������
���������� ���������� �� ������

�� �� ��������� �� ���� ���� �� ��� ��������� �� ��� ��� �� ������ ������ ���� ��� ��������� ����� ��
��� ���� �� ������ ��� ���������� ������������ �� ��������� ��� ����� ������� �������� ��������� ������

α�x�22 ≤ �Φx�22 ≤ β�x�22 ������

����� 0 < α ≤ β < ∞� ����� ��� ���� ������� ��� ��� ������ ����� Φ �� ���� �� �������� ��� ���������
����� ����� � �� ������ ������������ ����������� Φ ��

�
2/ (β + α) ���� ������ �� �� Φ̃ ���� �������� �����

���� �������� δK = (β − α) / (β + α)� �� ���� ��� ���������� ���� ����� ��� ��� ��� ����� ���� ��� �� ���
�������� �� ���� ������ ����� �� ��� ���������� ���� Φ �������� ��� ��� �������� ���� �� ���� �� ����� ������
���� ������� �� Φ ���� �������� ��� ���� ����� ����� �� ��� ������ ����� Φ �� ������� ������ �� ���� �������
�� ����������� ��� ��������� �� ���� ������� ������

���� ���� ���� �� Φ �������� ��� ��� �� ����� K ���� �������� δK � ���� ��� ��� K � < K �� �������������
���� ���� Φ �������� ��� ��� �� ����� K � ���� �������� δK� ≤ δK � ��������� �� ����� �� �� ����� ���� �� Φ

����� ������� �� ��������� ������ �� ��������������������������������������������

��������� ��� ���� �� ���������� ��������������������������������������������



��

�������� ��� ��� �� ����� K ���� � ���������� ����� ��������� ���� �� ���� ���� ������������� ������� ��� ���
�� ����� γK ��� ������� γ� ������ ���� � �������� ����� ���������

����� ���� ���������� ��� �� ������
������� ���� Φ �������� ��� ��� �� ����� K ���� �������� δK � ��� γ �� � �������� �������� ����
Φ �������� ��� ��� �� ����� K � = γ�K2 � ���� �������� δK� < γ · δK � ����� �·� ������� ��� ����
���������

���� ����� �� ������� ��� γ = 1, 2� ��� ��� γ ≥ 3 ���� K ≥ 4� ���� ������ �� �� ������ ���� ��� �� �����
K �� ������ ������� ���� �������� ���� δK ���� �� ���������� ����� �� ����� ��� ��� ��������� ����� �� ��
�������

����� ��� ��� ��� ���������

�� ���� ��� ����� �� ���� ������� ���� �� � ������ Φ �������� ��� ���� ���� ���� �� �������� ��� � ������� ��
���������� �������� ���� �� �� ���� �� ������������ ������� � ������ ������ ���� ����� ������������� ������
�������� �� ���� ���� � ������ ���� �� ������� ��� ��� �� �������� ���������� �� ������ �� ����� ���� ���
����� ����� �� ��� ��� �� � ��������� ��������� �� �� ���� �� �� ���� �� ������� ��� ������ ������� x ���� ���
������������ Φx ��� ��� ���� ������� ���� ��� ��� �� ���������� �� ��� ��� ���� ���� ����� ��� ���������
�� ��� ��� �� ����������� ��� ��������� ������ �� ����������

��������� ����
��� Φ : RN → RM ������ � ������� ������ ��� Δ : RM → RN ������ � �������� ���������� ��
��� ���� ��� ���� (Φ,Δ) �� C������� �� ��� ��� x ∈ ΣK ��� ��� e ∈ RM �� ���� ����

�Δ(Φx+ e)− x�2 ≤ C�e�. ������

���� ��������� ������ ���� ���� �� �� ��� � ����� ������ �� ����� �� ��� ������������� ���� ��� ������
�� ���� �� ��� ��������� ������ ������ ��� �� ����������� ������ ������� ���� �� �� ����� ������������
���� ��� ��������� �� ��� �������� ��������� ������������ ������������ ���� ��� ������ ������� ���� �����
������������ �������� ���� Φ ������� ��� ����� ����� �� ����� ���� � �������� ���������� �� C�

������� ����
�� ��� ���� (Φ,Δ) �� C�������� ����

1
C
�x�2 ≤ �Φx�2 ������

��� ��� x ∈ Σ2K �
������
���� ��� x, z ∈ ΣK � �����

ex =
Φ(z − x)

2
and ez =

Φ(x− z)
2

, ������

��� ���� ����

Φx+ ex = Φz + ez =
Φ(x+ z)

2
. ������

��� ������������ �� ����������� ������� ������������������������������������������������

��������� ��� ���� �� ���������� ��������������������������������������������



�� ������� �� ������� ��������

���
�
x= Δ(Φx+ ex) = Δ (Φz + ez)� ���� ��� �������� ���������� ��� ��� ��������� �� C�����������

�� ���� ����

�x− z�2 = �x− �
x +

�
x −z�2

≤ �x− �
x �2 + � �x −z�2

≤ C�ex�+ C�ez�2
= C�Φx− Φz�2.

������

����� ���� ����� ��� ��� x, z ∈ ΣK � ��� ������ ��������

���� ���� �� C → 1� �� ���� ���� Φ ���� ������� ��� ����� ����� �� ����� ���� δK = 1 − 1/C2 → 0�
����� �� �� ������ �� ������ ��� ������ �� ����� �� ��� ��������� ������ ���� �� ���� ������ Φ �� ���� ��
�������� ��� ����� ����� �� ����� ���� � ������� ���������

��� ����� ������� �� ���� ������ �� ������� ���� ����� ��� ����� ����� �� ��� ���������� �� ��� �����
����������� Φ ������ �� ��������� Φ �� ���� �� ���� �� Φ �������� ��� ��� ���� δ2K < 1� ��� �������� �������
αΦ ���� ������� ������ ��� ��� �������� C� �� �������� ����� ��� ���� �� ��� ����� �� ����������� �� ���
������ �� Φ� ���� �� � ����� ����� � �� ������� Φ �� ��� ������ ��������� ��� ���� �� ��� �������� ���� �� ���
������������� ��� �� ���������� ���� ���� ���� ��� ������ ��� ������ ���� �� ��� ������� ����������� ����
��������������� ������� �� ���� ���������� ��� ����� �� ���������� �������� �� ��� �������

�������� �� �������� �� ���� ��������� ��� �� ���� �� ������� Φ �� �� ����������� ������ ��������� �� ����
��������� �������� ��� ����� �� ��� ����������� �� Φ� ��� �������� ������� ���� ��� ����� ������ e ����������
������������ ����� �������� �� � ����� ������� ����� ��������� ���� B ����� ������� ��� ������������
��� �� ��� �������� [−T, T ]� ��� �� ���� �������� ��� ��������� �� ������� ���� ������ �� �� ������� Φ �� α�
���� ��� ������������ ��� ��� ������� [−αT, αT ]� ��� �� ���� ����� ��� ������� ����� �� ��� ���������
�� α� �� ���� ���� ��� ��������� ������������ ����� �� ������ αe� ��� �� ���� �������� �� ��������� �� ���
�������������� ������

����� ����������� ������

�� ��� ���� �������� ��� ���� ������������ ��� ��������� �� ������� ��� ���� �� �� ������ ��� ������ ��
δ ��� ����� ���� �� ��� ���������� �� ��� ������� �N � M � ��� K� ���� �� ��� ��������� � ������ �����
������ �� ���� ������� � ����������� ����� ���� �� ���� ���� �� ��� ����� �� ��� ���� ��������

����� ����
��� K ��� N ���������� K < N/2 �� ������ ����� ������ � ��� X ⊂ ΣK ���� ���� ��� ��� x ∈ X
�� ���� �x�2 ≤

√
K ��� ��� ��� x, z ∈ X ���� x �= z�

�x− z�2 ≥
�
K/2, ������

���

log|X| ≥ K

2
log

�
N

K

�
. ������

������
�� ���� ����� �� ����������� ��� ���

U = {x ∈ {0,+1,−1}N : �x�0 = K}. ������

�� ������������� �x�22 = K ��� ��� x ∈ U � ���� �� �� ��������� X �� ������� �������� ���� U ����
�� ������������� ���� �x�2 ≤

√
K�

��������� ��� ���� �� ���������� ��������������������������������������������



��

����� ������� ���� |U | =
�
N
K

�
2K � ���� ���� ���� �x− z�0 ≤ �x− z�22� ��� ���� �� �x− z�22 ≤

K/2 ���� �x− z�0 ≤ K/2� ���� ���� �� ������� ���� ��� ��� ���� x ∈ U �

��{z ∈ U : �x− z�22 ≤ K/2}
�� ≤ |{z ∈ U : �x− z�0 ≤ K/2}| ≤

�
N

K/2

�
3K/2. ������

����� ������� �� ��������� ��� ��� X �� ����������� �������� ������ ���� ������� ������� �����
������ j ������ �� ��� ���� ����� ��� �� �����

�
N

K

�
2K − j

�
N

K/2

�
3K/2 ������

������ ���� �� ���� ����� ����� �� ��� ��������� � ��� �� ���� |X| �������� ����

|X|
�

N

K/2

�
3K/2 ≤

�
N

K

�
2K ������

����� ������� ����

�
N
K

�

�
N
K/2

� =
(K/2)! (N −K/2)!

K! (N −K)!
=
K/2�

i=1

N −K + i

K/2 + i
≥

�
N

K
− 1

2

�K/2
, ������

����� ��� ���������� ������� ���� ��� ���� ���� (n−K + i) / (K/2 + i) �� ���������� �� � ��������

�� i� ����� �� �� ��� |X| = (N/K)K/2 ���� �� ����

|X|
�
3
4

�K/2
=

�
3N
4K

�K/2
=

�
N

K
− N

4K

�K/2
≤

�
N

K
− 1

2

�K/2
≤

�
N
K

�

�
N
K/2

� . ������

������ ������ ����� ��� |X| = (N/K)K/2� ����� ����������� ��� ������

����� ���� ������ �� ��� ��������� ��� ��������� ����� �� ��� �������� ������ �� ������������ ��
������� ��� ����

������� ����
��� Φ �� �� M ×N ������ ���� �������� ��� ��� �� ����� 2K ���� �������� δ ∈

�
0, 1

2

�
� ����

M ≥ CKlog

�
N

K

�
������

����� C = 1/2log
�√

24 + 1
�
≈ 0.28�

������
�� ���� ���� ���� ����� Φ �������� ��� ���� ���� ��� ��� ��� �� ������ X �� ����� ���� �� �� ��
�����

�Φx− Φz�2 ≥
√
1− δ�x− z�2 ≥

�
K/4 ������

��� ��� x, z ∈ X� ����� x− z ∈ Σ2K ��� δ ≤ 1
2 � ���������� �� ���� ����

�Φx�2 ≤
√
1 + δ�x�2 ≤

�
3K/2 ������

��� ��� x ∈ X�
���� ��� ����� ����� �� ��� ��� ���� ��� ��� ���� �� ������ x, z ∈ X� �� �� ������ ����� �� �������
K/4/2 =

�
K/16 �� Φx ��� Φz� ���� ����� ����� ���� �� ��������� �� ����� ��� ����� ����� �����

��������� ��� ���� �� ���������� ��������������������������������������������



�� ������� �� ������� ��������

�� ���� ��� ������ ��� �� ����� �� ������ ��������� ������ � ������ ���� �� ������
�

3K/2 +
�
K/16� ��

�� ��� BM (r) = {x ∈ RM : �x�2 ≤ r}� ���� ������� ����

Vol
�
BM

��
3K/2 +

�
K/16

��
≥ |X| ·Vol

�
BM

��
K/16

��
,

��
3K/2 +

�
K/16

�M
≥ |X| ·

��
K/16

�M
,

�√
24 + 1

�M ≥ |X|,
M ≥ log|X|

log(
√

24+1) .

������

��� ������� ������� �� �������� ��� ����� ��� |X| ���� ����� ���� �� ���

���� ���� ��� ����������� �� δ ≤ 1
2 �� ��������� ��� �� ���� ������ ��� ����������� � ����� ������������

�� ��� �������� ��������� ������ ��� δ ≤ δmax ��� ��� δmax < 1� ��������� �������� �� ���� ���� �� �����
�� �������� ��� ���������� �� �� ����� ������ ���� ���� ��� ������� ����� �����������

�������� ��� ����� �� �������� ���� ������� ��� ��� ��������� � ������� ������ ��� ��� ���������� �� N
��� K� �� ��������� ��� ������� ����� �� ��� �1 ���� ����� �������� ���� ���� ������ ��� ������� ����
�� �� ���� �� ������� ��� ������� ���������� �� M �� ��� ������� ��� �������� δ� �� ����� �� ��������
���� ����������� �� ��� ������� ������ ������� ���������� ��� ��������������������� ������ ����� ��������
���������� �� ����� ���� �� ������ �� ��������������� ������ ������ ������������ �� �� ����� �� ����� ���� ��
�� ��� ����� � ����� ����� ���� p ������ ��� ���� �� ����� ����� ������ �� RM ���� ���� ��� ������� �2
�������� ������� ��� ���� �� ������ �� ��������� �� �� � ������ �� 1± ε� ���� �� ���� ���� ����

M ≥ c0log (p)
ε2

, ������

����� c0 > 0 �� � ���������
��� ��������������������� ����� �� ������� ������� �� ��� ���� �� ���� ��� �� ��������� ���� �������

��� ���� �������� ���� ���� ��� ��������� ���� ��� �� ���� ��� ���������� � ������� �������������������
��������� ��� � ����� ����� ��� ���� �� ���� �� ��������� � ������ ���� �������� ��� ���� ��������� �� �����
�� �� ����� ���� �� � ������ Φ �������� ��� ��� �� ����� K = c1log (p) ���� �������� δ� ���� Φ ��� �� ����
�� ��������� � ������������������� ��������� ��� p ������ ���� ε = δ/4� ��������� ����� �� ������

M ≥ c0log (p)
ε2

=
16c0K
c1δ2

. ������

����� ��� ����� δ ��� ������ �� ������������ �������� �� ������ ���� Φ �������� ��� ��� �� ����� K ����
�� ������������ �� K/δ2� ����� ��� �� ������������ ������ ���� Klog (N/K)� ��� ����� ��� ������� ��������

��� ��� ��� ��� ��� ����

���� �� ���� ���� ���� �� � ������ �������� ��� ���������� �������� �������� �������� ���� ������ ���� �� ����
�������� ��� ���� ����� �������� �������� ���� ������ ����� ��� ��� �� �������� �������� ���� ��� ����

������� ����
������� ���� Φ �������� ��� ��� �� ����� 2K ���� δ2K <

√
2 − 1� ���� Φ �������� ��� ��� ��

����� 2K ���� ��������

C =
√
2δ2K

1−
�
1 +

√
2
�
δ2K

. ������

����� ������� �� ��������� ������ �� ��������������������������������������������

��������� ��� ���� �� ���������� ��������������������������������������������



��

������
��� ����� �� ���� ������� �������� ��� ������ ������� ��� ���� �� ����� ������� �������� ����
�������� ���� ���������� �� �������� � K������� ������ �� � ������ �� RK � �� ������� � ������
����� ��� ��� ���� �� �������������

����� ����
������� u ∈ ΣK � ����

�u�1√
K

≤ �u�2 ≤
√
K�u�∞. ������

������
��� ��� u� �u�1 = |< u, sgn (u) >|� �� �������� ��� �������������� ���������� �� ������ �u�1 ≤
�u�2�sgn (u) �2� ��� ����� ����� ������� ����� sgn (u) ��� ������� K ������� ������� ��� ����� ��

±1 ������ u ∈ ΣK� ��� ���� �sgn (u) � =
√
K� ��� ����� ����� �� �������� �� ��������� ���� ����

�� ��� K ������� ������� �� u ��� �� ����� ������� �� �u�∞�

����� �� ����� ��� ������ ��� ����� ���� �� ���� ���� �� ����� �� ����� ������� ���� �� ���
���� ������ �� � ������� ������ ����� ����� ��� ��������� h� ��� ���� ������� h ∈ N (Φ)� �� ������ ��
����� ���� ���� �� �� ���� h ∈ N (Φ)� ��� �������� ����� �� ��������� ������������� ��������
���� ����� ���� ����� ��������� ������ ���� �� ���� �� ��� ������� �� ������ �������� ���� �����
������������ �������� ���� ����� �� ���� ��������� ��� ���� �� ��������� �� ��� �� ��� ���� �����������
�� ����� ��� ����� ����� ����� �� ������ �� ��1 ������������ ������ �������� �����

����� ����
������� ���� Φ �������� ��� ��� �� ����� 2K� ��� ��� h ∈ RN � h �= 0 �� ���������� ��� Λ0 ��
��� ������ �� {1, 2, ..., N} ���� ���� |Λ0| ≤ K� ����� Λ1 �� ��� ����� ��� ������������� �� ��� K
������� �� hΛc

0
���� ������� ���������� ��� ��� Λ = Λ0 ∪ Λ1� ����

�hΛ�2 ≤ α
�hΛc

0
�
1√

K
+ β

|< ΦhΛ,Φh >|
�hΛ�2

, ������

�����

α =
√
2δ2K

1− δ2K
, β =

1
1− δ2K

. ������

������ ���� ���� ����� ���� �� �� ����� ��� ��������� h� �� ����� �� ����� ������� ���� �� ���
�� ������ ���� �� ����� ����� ���� �� �� �� ��� ���� ����� h ∈ N (Φ)�

������� ���� ���� ������� ���� h ∈ N (Φ)� �� �� �������� �� ���� ����

�hΛ�2 ≤ C
�hΛc�1√

K
������

����� ��� ��� ���� ����� Λ �� ��� ����� ��� ������������� �� ��� 2K ������� ������� �� h� ����� ��
��� ���� Λ0 �� �� ��� ����� ��� ������������� �� ��� K ������� ������� �� h ��� ����� ����� ����
�� ���

��� ������ ���� �� ����� ���� �� �� �������� ����� Φh = 0� ��� ���� �� ����

�hΛ�2 ≤ α
�hΛc

0
�
1√

K
. ������

����� ����� ���� �� ���

�hΛc
0
�
1
= �hΛ1�1 + �hΛc�1 ≤

√
K�hΛ1�2 + �hΛc�1 ������

���� ������������ �� ����������� ������� ������������������������������������������������

��������� ��� ���� �� ���������� ��������������������������������������������



�� ������� �� ������� ��������

��������� ��

�hΛ�2 ≤ α

�
�hΛ1�2 +

�hΛc�1√
K

�
. ������

����� �hΛ1�2 ≤ �hΛ�2� �� ���� ����

(1− α) �hΛ�2 ≤ α
�hΛc�1√

K
. ������

��� ���������� δ2K <
√
2 − 1 ������� ���� α < 1� ��� ���� �� ��� ������ �� 1 − α �������

�������� ��� ��������� �� ��� ���������� �� ��������� ������ ���� ��������

C =
α

1− α
=

√
2δ2K

1−
�
1 +

√
2
�
δ2K

, ������

�� ��������

��� �������� ���� ������� ��� �����

�� ��� ���� �� ��� �������� �� ��� �� ��������� �������� ���� ������� ��� ���������� �������� ��������
�������� ���� ������ �� �� �������� �� ����������������� ��������� �������� �� ���� M × N ���� ������� ���
��� �� ����� K� ��� ���� ������������� ���� ������� M �� �� ���������� ����� ����� ������ ��� �������� ���
������������ �� ���� �������� M = O

�
K2logN

�
����� ��� ������������ �� ����� �������� M = O (KNα) ���

���� �������� α� �� ���� ���������� ��������� ����� ������� ����� ���� �� �� ������������ ����� �����������
�� M �

������������ ����� ����������� ��� �� �������� �� ����������� ��� ������ ������������� �� ���� ���������
��� ������ �������� �� �������� ����� M ��� N � �������� ������ �������� Φ �� �������� ��� ������� φij
�� ����������� ������������ ���� ���� ����������� ������������� �� ����� �� ��������� ���� �� ��� �� �������
�� ���� δ2K > 0 ���� �� ��� ��� M = 2K ��� ���� � Φ ��������� �� � �������� ������������� ����
����������� �� ��� ������ �� 2K ������� ���� �� �������� ������������ ��� ����� ��� ������� �� 2K �������
���� �� ������� ����� �� 1− δ2K ����� δ2K > 0� �������� ������� �� ���� �� ���� ��� �������� δ2K � ��

����� �� ��� ��� ����� �� ��� �������� �� ���� �������� ��� ��������
�
N
K

�
K������������ ��������� �� RN �

���� � ������������� ������������ ���� �� ���������� ��� ��� ��������� ������ �� N ��� K� ����� �� ����� ��
��� ������� �� ��������� ��� ��� �� ����� 2K ��� � �������� �������� δ2K � ��� ��������� �� ����� �� ���
������ �������� ���� ��������� �� ��� ��� ����� ����������� �� � ������ ����� �� ������ �������� �� ������

�� ������ ���� ��� ������ ���� ������� ��� ���� �� ���� ������ ��� ���������� �� ��� ������ �������������
������ �� ������� ���� ��� ������������ ���� ����� � ������ ���� �� ���������������� ����� ���� ������� ����

E
�
φ2
ij

�
=

1
M

, ������

��� ����� ��� �������� �� ��� ������������ �� 1/M � ������� �� ������� ���� ��� ������������ �� � ������������
������������ �������� ����� ������� ���� ����� ������ � �������� c > 0 ���� ����

E
�
eφijt

�
≤ ec

2t2/2 ������

��� ��� t ∈ R� ���� ���� ���� ��� ����������������� �������� �� ��� ������������ �� ��������� �� ���� ��
� �������� ������������� ����� �� ���� ���������� �� ��������� ���� ����� �� ��� ������������ ����� �� ����� ��
���� �� ��� ����� �� � �������� ������������� �������� �� ������������ ������������� ������� ��� ��������

������ ������� �� ��������� ������ �� ��������������������������������������������

��������� ��� ���� �� ���������� ��������������������������������������������



��

������������� ��� ��������� ������������ ������ ������ ±1/
√
M � ��� ���� ��������� ��� ������������ ����

������� �������� ��� ������������� ������ ���������� �������� ���� ��� ���� ��������
��� ��� ������� �� ���� �������� ������ � ��� ���� ���� ���������������� ������������ �� ���� ������

���� ��� ������� �� Φ ��� �������� ������������� ����� ����� ���� ���� ������� ������ ���� c2 = E
�
φ2
ij

�
=

1
M � ������� ������� �� ��� ��������� ����� ���� ��� ������� ������������ �������������� ��� �� �������� ���
��������� �� �������� ��� ������� ��������� �� ��� �������� ������������ Φ� �� ���� ���� �� ���� ��� ���������
������ ������� ����� �� ������ �� �������������� �� ������� ��� ������������ ������ ���������� �������� �����

��������� ����
������� ���� Φ �� �� M × N ������ ����� ������� φij ��� ������ ���� φij ����� ��������� �� �
�������� ������������ ������������ ���� c2 = 1/M � ��� Y = Φx ��� x ∈ RN � ���� ��� ��� ε > 0�
��� ��� x ∈ RN �

E
�
� Y �22

�
=� x �22 ������

���

P
���� Y �22 − � x �22

�� ≥ ε � x �22
�
≤ 2exp

�
−Mε2

κ∗

�
������

���� κ∗ = 2/ (1− log (2)) ≈ 6.52�
���� ����� �� ���� ��� ���� �� � ������������ ������ ������ �������� ������������ ����� ��� ����� �����

���� ������� �� ������ �� ��� ��� ��� ������������ ��������� �������� ���� �� ������� � ������ ����� �����
�� ���� �� ��� ���� ������������ �������� ������� ��� ����

������� ����
��� δ ∈ (0, 1)� ��� Φ �� �� M × N ������ ������ ����� ������� φij ��� ������ ���� φij �����
��������� �� � �������� ������������ ������������ ���� c2 = 1/M � ��

M ≥ κ1Klog

�
N

K

�
, ������

���� Φ �������� ��� ��� �� ����� K ���� ��� ���������� δ ���� ����������� ��������� 1− 2e−κ2M �
����� κ1 �� ��������� ��� κ2 = δ2/2κ∗ − log (42e/δ) /κ1�

���� ���� �� ����� �� ��� ����������� ������ �� ���� ���������� �������� ��������� �������� ���� �� ���
���� ������ �������� ��� ������� ������ �� ������������ ��� �� � ����������

����� ������ �������� �� ��������� Φ ��� � ������ �� ���������� �������� �� ���������� ������ �� ����
����� �� ��� ���� ������ ��� ��� ���� ���� ��� ������ ������������� ��� ������������ ��� �����������
������� ���� �� �� �������� �� ������� � ������ ����� ��� ���������� ����� ������ �� ��� ������������ �����
������ ����� �� ����� ������ Φ ��� ��� �� ������ �� ��� ���� �� ���������� �� � ����� �������� �� ���
������������� ������� ��� ������� ���� ������������� �� �������� �� ��� ����� ���� ���������� �� ���
������� ����� x �� ������ ���� ������� �� ���� ����� Ψ� �� ���� ���� ���� �� �������� ������� �� ���� ���
������� ΦΨ �������� ��� ���� �� �� ���� �� ��� � ������������� ������������ ���� �� ����� ���� �� ����������
���� Ψ ���� ������� �� ��� ������������ �� Φ� ��� ���� Φ �� ������ �������� �� ��� ����� ���� ��������������
��� �������� �� Φ �� ������ ��������� �� � �������� ������������ ��� Ψ �� �� ����������� ����� ���� ���
��� ������ ���� ���� ΦΨ ���� ���� ���� � �������� ������������� ��� �� �������� ���� M �� ���������� ����
ΦΨ ���� ������� ��� ��� ���� ���� ������������ ���� �� ������� �������� ���� �������� ������� ������� ���� ���
������������ ������������� �� ���� ���� ���� ��������� ��������� �������� �� �� ������������� ����������� �
���������� ��������� �� ����� ������ �������� �� ��������� Φ�

�������� �� ���� ���� ����� ��� ����� ������ ������ �������� �� ��������� ����������� �� ����� �� �����
����� ������� �������� ������������� ���� ���� ����������� ������ �������� ���� ������ ������ ��������
����� �� �� �������� �� ��������� ��������� �������� ������� ��� ������ ����������� �������� ���� ������
������ �������� ������ ��� ��������� �������� ��������� ������ ������ ����������� ���� ������ ��� ���
����������� ����������� ������ ����� ������������� ��������� ��� � ������� ������ �� ���������� ��� ���
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������� ��� �������� Φ ���� ���� ������������ ���� ��������� ���� � ����� ������ ������� ������� �����
���� ������������� ����� �� �� ��������� ��� ����� �� ���� �� �� ��� ����� ������ ����� ��� ��� ����� ���� ����
�� ����� ������������� ���� ������� ��� ����

��� �����������

����� ��� ����� �������� ����� ���� ����� �������� �������� ���� ������ ��� ���������� �������� ��������
�������� ���� ����� ��� ������� ���������� ��� ��� �������� �� ������ �������� ���� �������� ��������� ���� �
������� ������ Φ �������� ��� �� ����� ���������� ��� � ������������� ������������� ����������� ����� ��

���� ���� ��� ���� ����������� ��������
�
N
K

�
������������ �� ���� �������� �� �� ���������� �� ��� ����������

�� Φ ���� ��� ������ ���������� �� ������� ���� �������� �������� ����������� ��� ��������� �� � ������ ��
��� ���� �������� ����� ������

��������� ����
��� ��������� �� � ������ Φ� µ (Φ)� �� ��� ������� �������� ����� ������� ������� ��� ��� �������
φi� φj �� Φ�

µ (Φ) = max
1≤i<j≤N

|< φi, φj >|
� φi�2� φj �2

. ������

�� �� �������� �� ���� ���� ��� ��������� �� � ������ �� ������ �� ��� ����� µ (Φ) ∈
��

N−M
M(N−1) , 1

�
� ���

����� ����� �� ����� �� ��� ����� ����� ������ ������ ������ ���� ���� ���� N � M � ��� ����� ����� ��
������������� µ (Φ) ≥ 1/

√
M �

��� ��� ��������� ������ ��������� �� ��� ������ ���� ��� ���� ��� �������� ��� ��������� ��� �����
���������� �� � ������ ��� �� ������� �� ��������� ��� ���������� ������ ������� ������ ������

������� ���� �������� � �� ������
��� ����������� �� �� N ×N ������ M ���� ������� mij � 1 ≤ i, j ≤ N � ��� �� ��� ����� �� N �����
di = di (ci, ri)� 1 ≤ i ≤ N � �������� �� ci = mii ��� ���� ������ ri =

�
j �=i|mij |�

�������� ���� ������� �� ��� ���� ������ G = ΦTΛΦΛ ����� �� ��� ��������� ��������������� �������

����� ����
��� ��� ������ Φ�

spark (Φ) ≥ 1 +
1

µ (Φ)
. ������

������
����� spark (Φ) ���� ��� ������ �� ��� ������� �� ��� �������� �� ��� ������ ������� ���� ��
���������� ���� Φ ��� ��������� �������� ��� Λ ⊆ {1, ..., N} ���� |Λ| = p ��������� � ��� �� ��������
�� �������� ��� ���������� ���� ������ G = ΦTΛΦΛ� ����� �������� ��� ��������� �����������

• gii = 1� 1 ≤ i ≤ p�
• |gij | ≤ µ (Φ)� 1 ≤ i, j ≤ p� i �= j�

���� ������� ���� �������� � �� ������� �� ��� ��
�
j �=i|gij | < |gii| ���� ��� ������ G �� ��������

�������� �� ���� ��� ������� �� ΦΛ ��� �������� ������������ ����� ��� ����� ��������� �������
(p− 1)µ (Φ) < 1 ��� ������������� p < 1 + 1/µ (Φ) ��� ��� p < spark (Φ)� �������� spark (Φ) ≥
1 + 1/µ (Φ)�

�� ������� ������� � ���� ����� ����� ����������� �������� ���� ���� ����� ���� �� ��� �� ��� ����
��� ��������� ��������� �� Φ ���� ���������� �����������

������ ������� �� ��������� ������ �� ��������������������������������������������
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��

������� ���� �������� �� �� �����
��

K <
1
2

�
1 +

1
µ (Φ)

�
, ������

���� ��� ���� ����������� ������ y ∈ RM ����� ������ �� ���� ��� ������ x ∈ ΣK ���� ����
y = Φx�
������� ���� �������� �� �� ������ �� ��� �������� ���� ��� ����� ������ �������� �� ����� ����� ��

��� ����� �� �������� K ���� ���������� ���������� ����� ���������� K = O
�√

M
�
� ������� ���������������

����������� �� ��� ���������� ������ ������� �������� ���� �������� � �� ������� �� ��� �������� ��� ���
�� ��� ��������� ���������

����� ����
�� Φ ��� ��������� ������� ��� ��������� µ = µ (Φ)� ���� Φ �������� ��� ��� �� ����� K ����
δ = (K − 1)µ ��� ��� K < 1/µ�
��� ����� �� ���� ����� �� ������� �� ���� �� ����� ���� �� ���
��� ������� ����� ���� ��������� ��� ���� ��� ����� ��������� µ (Φ) ��� ��� �������� ���� �� ��� ���

������� ������ ���� ���� ������� ���� ��� ������������� ��� ���������� ��������� ��� �������� ����� ���
����� �������� Φ �� ���� M×M2 ���� ������� ��� ��������� ����� ����� µ (Φ) = 1/

√
M � ���� �� ��� �����

����� ��������� ���� ��� ������ �������� ����� ��� ���� ������� ����������� ����� ������ ������ ����� ����
���������� �������� ��� ������ �� ������������ ������ �� ������� � K������� ������ �� �� M = O

�
K2logN

�
�

������������ �� ��� �� ����� ���� ���� ��� ������������ ���� ��� ���� ���� ��� ����� ��������� ���� ��
��� ���������� ������ ��� M ��� N ����� ��� ��������� ��������� �� µ (Φ) =

�
(2logN) /M ����� �����

����� ���� ������������� ����� ����� K �� ���� �������������� �� M = O
�
K2logN

�
� �������� ��� �����

����������������� �������
��� ����������� ������ ��������� �� ��������� ��� ����������� �� ��� ������� ���������� �� ���

�������� K� ��� �� �� �������� �� �������� ���� ���������� �� �������� ��� ����� �� ���������� ���� ������
������������������ ��������� �� �������������������������� �������� ������ ������ �� ���� �������� �� ���� �
������������� ����� �� ��� ��� �� K������� ������� x ∈ ΣK � �� �� ���� �������� �� ���� ���� �� Φ ��� ���
��������� µ (Φ) ��� �������� ���� � Φ �2� ��� �� K = O

�
µ−2 (Φ) logN

�
� ���� ��� ������ x ��� �� ���������

���� ��� �� ������������ y = Φx ���� ���� ������������ ���� ���� �� �� ������� ��� ����� ������ ���� ��
������ K = O (MlogN)� ����� ������� �� ��� ������ ���������� �� ��� ����������� ����� �� ��� ������
�������� ���� ������� �� ��������� ��������
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��� ������ �������� ��� ��� �������������

�� �� ���� ��� ����� �� ���� �������� ����� ��� ����� � ���� ������� �� ���������� �� ������� � ������ �����
���� ���� ������ x ���� � ����� ������ �� ������ ������������� �� ����� �� ����������� � ������� ����
�������� �� ��� ������� �� ������ ���������

����� ������������ y = Φx ��� ��� ��������� ���� ��� �������� ������ x �� ������ �� ������������
�������� ����� �� �� ������� �� ������� �� ������� x �� ������� �� ������������ ������� �� ��� ����

�
x= argmin

z
�z�0 subject to z ∈ B (y) , �����

����� B (y) ������� ����
�
x �� ���������� ���� ��� ������������ y� ������ ���� �z�0 = |supp (z) | ������

������ ��� ������ �� ������� ������� �� z� �� ����� ������ ����� ��� ��� �������� ������ ���������� ����
��� �������� ������������� ��� �������� �� ��� ������������ ��� ����� ��� ����������� ���� �� ��� ���
B (y) = {z : Φz = y}� ���� ��� ������������ ���� ���� ������������ ���� � ����� ������ �� �������
������ �� ����� ������� ��� B (y) = {z : �Φz − y�2 ≤ ε}� �� ���� ������ ����� ���� ��� �������� x ���� ��
���������� ���� ��� ������������ y�

���� ���� �� ����� �� ��� ���������� �������� ���� x ������ �� ������� �� ��� ���� ������ ������� �����
x = Ψα� �� ��� ������ ������ ��� �������� ��� ������� ��������

�
α= argmin

z
�z�0 subject to z ∈ B (y) �����

����� B (y) = {z : ΦΨz = y} �� B (y) = {z : �ΦΨz − y�2 ≤ ε}� �� ������� Φ̃ = ΦΨ �� ��� ���� ����� ���
����� ��� ����������� ���������� ��������� �� ����� �� ��������� ���� ������� ��� ���� �������� ����� �� ����
����� ��� ������������ �� Ψ ���� ��� ������������ ���������� ��� ������������ �� �������� Φ ���� ���� Φ̃ ����
������� ��� ������� ����������� ����� ��� ���� �� ��� ��������� �� ���� ������ �� ���� �������� ��� ���������
�� ��� ���� ����� Ψ = I� �� �� ��������� �� ����� �������� ���� ���� ����������� ���� ������ ������� ������
�� ��� �������� ���� Ψ �� � ������� ���������� ��� ��� �� ����������� ������ ��� �������� �� ���� ����

� �x −x�2 = �Ψ �
c −Ψc�2 �= � �α −α�2� ��� ���� � ����� �� � �c −c�2 ������ �������� �� ���������� ���� �

����� �� � �x −x�� ����� �� ����� ��� ������ �� ���������

����� ������� �� ��������� ������ �� ��������������������������������������������
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�������� �� �� �������� �� ������� ��� ����������� �� ����� ����� ��� ����������� ����������� �� Φ� ��
�� ��� ������ ���� �������� ����� ��� ��������� �������� � · �0 �� ���������� ��� ����� ����� �� ����������� ����
������� �� ������ �� ����� ��� ��� ���� ���� ��� � ������� ������ Φ� ���� ������ � �������� ���� ������������
��� ���� ������� �� �������� ��� ������ ��� ����������� ���� ������� ���� ��������� ���� ��������� �� ��
������� � · �0 ���� ��� ������ ������������� � · �1� ������������ �� ��������

�
x= argmin

z
�z�1 subject to z ∈ B (y) . �����

�������� ���� B (y) �� ������� ����� �� ��������������� ��������� �� ����� ���� B (y) = {z : Φz = y}� ���
��������� ������� ��� �� ����� �� � ������ ������� �����

��� ���

������ ���� ���� ������������� �� � ����� �� R2 �� � � ��������������� �������� ����� ��� �1 ����
��� ��� �p ��������� ���� p = 1

2
� ��� ������������� �� �1 ���� ��� ������������� �� �p ���������

�� �� ����� ���� ��������� ����� ���� ����� ���������� � ��������������� ����������� ������� ���� � ���������
���� ��� �� ��� ��� �� ����������� ������� ���� ��� �������� �� ����� ���� �� �� ��� ������� �� ��� ��������
�� ������ �������� ����� ��� ��������� ��������� ������� �� ������ ���� ��� ��� �� �1 ������������ ���� ������
������� ��������� �� �� �������� ������ ��� ������� �� ��������� ������� ����� �� ������ ���� �� ���� ����
��� ��������� �� ��� �1 ������������ ������� ��������� ������� ���� ��� �������� �� ��� �p ������������
������� ��� ��� p < 1� ��� �������� �� ������� ��������� ��� ��� �� �1 ������������ �� ������� �� �������
�������� ��� � ���� �������� ������ ���� �� ����� �� ��� ���� �� �������� �� ������� ��������� �������������
���� ������� ������������ �����

������������� �� � �������� �������� �������� �� ���� ����� ����� ������ ���� � ����������� ������
��� �� ��������� ��������� �� ��� �������� �� ��������� ����������� �� � ����� ��������� ������ ��� ��������
������ �������� �� ��������� ��� ��� ����������� ������ ���� �� ������� �� ��� �������� ������ �� ��� �1 �����
���� ��� �� ������ �� ������� ���������� �� ��� ��������� ������ ���� ������ ��� � ��� �1 ���� �� �����������
�� ������ �������

������������� ��� ��� �� �1 ������������ �� ����� �������� ������ ������ ��������� ���� ��� ��������� ��
��������� ����� �� ��� ���� ������ ��� ����� ������� �� ��� �� ��� ���� ������������� �� ��� ������������ ����
����������� ������� ���������� �� ����� ������ ����� �� ��������� ���� ���� ��� �������������� ���������� ��
����� ������� �� ���������� �1 ������������ ������ ������ ������ �������� �� ��� ������ ����� ��� ������� ��������
�� ����� ���������� ������ ��� ������ ���������� ��������� ��� ��� ������� �� ������ ������ ��������������

��������� ��� ���� �� ���������� ��������������������������������������������



��

�������� ���� �� ������� ��� ������ ���� ����������� �� ������������ ������������ �� ������ �� ����� �����
������ ����������� �1 ������������ �������� ���������� ��������� �� ��� ���������� ���������� �� � ������ ���
�������� ��������� �� ������ ���������� �������� ����� ����� �� ��� ����� ������

����� ����� ��� � ������� �� ������� �� ������� ���� �1 ������������ ���� ������� �� �������� ������
��� ������ ������ ��������� ���� ������������ ���� ���� �������� � ��������������� ��������� �������� ��
��� ������ ������ �������� �������� �� ��� ������� �� �������� �� �1 ������������ �� ���� ��� ����������
�������� ���� ��� ����� �������� ���� �������� ���� � ����������� ������������ �� ���� ���� ������� �������
���������� ��� ���������� �1 ������������ �������� ���� ����� �� ���� ��������

��� ���������� ������ ���������

�� ��� ����� ��� �������� ��

�
x= argmin

z
�z�1 subject to z ∈ B (y) . �����

��� ������� ������� ������� �� B (y)� �� ����� �� �� ��� �� ������� ��� ��������� ������� ������ ����� ������
�� ����� � ���� ��1 ������������ ������ �������� ����� ��� ��� ����� �� ���� ����� ������ ���� �����

����� ����
������� ���� Φ �������� ��� ���������� �������� �������� �������� ���� ����� �� ����� 2K ����

δ2K <
√
2 − 1� ��� x,

�
x∈ RN �� ������ ��� ����� h =

�
x −x� ��� Λ0 ������ ��� ����� ���

������������� �� ��� K ������� �� x ���� ������� ��������� ��� Λ1 ��� ����� ��� ������������� ��

��� K ������� �� hΛc
0
���� ������� ���������� ��� Λ = Λ0 ∪ Λ1� �� �

�
x �1 ≤ �x�1� ����

�h�2 ≤ C0
σK(x)1√

K
+ C1

|< ΦhΛ,Φh >|
�hΛ�2

. �����

�����

C0 = 2
1−

�
1−

√
2
�
δ2K

1−
�
1 +

√
2
�
δ2K

, C1 =
2

1−
�
1 +

√
2
�
δ2K

. �����

������
�� ����� �� ��������� ���� h = hΛ + hΛc � �� ���� ���� ��� �������� ����������

�h�2 ≤ �hΛ�2 + �hΛc�2. �����

�� ���� ��� �� ����� �hΛc�2� ���� ����� � ���� ��1 ������������ ������ �������� ���� �� ����

�hΛc�2 = �
�

j≥2

hΛj�
2

≤
�

j≥2

�hΛj�2 ≤
�hΛc

0
�
1√

K
, �����

����� ��� Λj ��� ������ �� ������� ����� Λ1 �� ��� ����� ��� ������������� �� ��� K ������� �������
�� hΛc

0
��� �������� ������� Λ2 �� ��� ����� ��� ������������� �� ��� ���� K ������� �������� ��� ��

���

�� ��� ���� �� ����� �hΛc
0
�
1
� ����� �x�1 ≥ � �x �1� �� �������� ��� �������� ���������� ��

������

�x�1 ≥ �x+ h�1 = �xΛ0 + hΛ0�1 + �xΛc
0
+ hΛc

0
�
1

≥ �xΛ0�1 − �hΛ0�1 + �hΛc
0
�
1
− �xΛc

0
�
1
.

�����

��� ������������ �� ����������� ������� ������������������������������������������������
����� ������� �� ��������� ������ �� ��������������������������������������������

��������� ��� ���� �� ���������� ��������������������������������������������



�� ������� �� ������ ������ �������� ��� ��� ������������

����������� ��� ����� �������� ��� �������� �����������

�hΛc
0
�
1

≤ �x�1 − �xΛ0�1 + �hΛ0�1 + �xΛc
0
�
1

≤ �x− xΛ0�1 + �hΛ0�1 + �xΛc
0
�
1
.

������

��������� ���� σK(x)1 = �xΛc
0
�
1
= �x− xΛ0�1�

�hΛc
0
�
1
≤ �hΛ0�1 + 2σK(x)1. ������

��������� ���� ���� ����� �� ������

�hΛc�2 ≤
�hΛ0�1 + 2σK(x)1√

K
≤ �hΛ0�2 + 2

σK(x)1√
K

������

����� ��� ���� ���������� ������� ���� �������� ������ �� �p ����� ������ � ���� ���� ���
��� ��� ���� �������� ������ �� ��������� ���� �hΛ0�2 ≤ �hΛ�2 ���� �������� ���� ����� �� �����

�h�2 ≤ 2�hΛ�2 + 2
σK(x)1√

K
. ������

�� ��� ���� �� ������������ � ����� ��� �hΛ�2� ��������� ����� � ���� ��1 ������������
������ �������� ���� ���� ������ ��� ����� �������� �������� ������ �� �p ����� �� ������

�hΛ�2 ≤ α
�hΛc

0
�
1√

K
+ β |<ΦhΛ,Φh>|

�hΛ�2
≤ α

�hΛ0�1+2σK(x)1√
K

+ β |<ΦhΛ,Φh>|
�hΛ�2

≤ α�hΛ0�2 + 2ασK(x)1√
K

+ β |<ΦhΛ,Φh>|
�hΛ�2

.

������

����� �hΛ0�2 ≤ �hΛ�2�

(1− α) �hΛ�2 ≤ 2α
σK(x)1√

K
+ β

|< ΦhΛ,Φh >|
�hΛ�2

. ������

��� ���������� ���� δ2K <
√
2− 1 ������� ���� α < 1� �������� �� (1− α) ��� ��������� ����

������ ������� ��

�h�2 ≤
�

4α
1− α

+ 2
�
σK(x)1√

K
+

2β
1− α

|< ΦhΛ,Φh >|
�hΛ�2

. ������

�������� �� ��� α ��� β ������ ��� ������� ����������

����� ���� �� �� ����������� �� ����� ����� ��� ��� ����� �� �1 ������������ ���������� ��������� ��
����� ���� �������� ���� � ����������� ������ Φ ���������� ��� ���� �� ����� �� ������ ������� ������ ���

�������� �������� �� B (y)� �� ���� ������� ��� ���������
�
x∈ B (y) ������ |< ΦhΛ,Φh >|� �� �� ��������

�� ��� ���� �� ���������� ������������ �� ������ ��� ��������� ��������

������� ���� �������� ��� �� �����
������� ���� Φ �������� ��� ��� �� ����� 2K ���� δ2K <

√
2− 1 ��� �� ������ ������������ ��

��� ���� y = Φx� ���� ���� B (y) = {z : Φz = y}� ��� �������� �
x �� ����� �����

� �x −x�2 ≤ C0
σK(x)1√

K
. ������

��������� ��� ���� �� ���������� ��������������������������������������������



��

������

����� x ∈ B (y) �� ��� ����� ����� ���� �� �� �� ������ ���� ��� h =
�
x −x�

�h�2 ≤ C0
σK(x)1√

K
+ C1

|< ΦhΛ,Φh >|
�hΛ�2

. ������

������������ ����� x,
�
x∈ B (y) �� ���� ���� ���� y = Φx = Φ

�
x ��� ����� Φh = 0� ��������� ���

������ ���� ��������� ��� �� ������ ��� ������� �������

������� ���� �������� ��� �� ������ �� �� �� ������ ����������� �� ����������� ��� ���� ����� x ∈ ΣK =
{x : �x�0 ≤ K} �� ��� ��� ���� �������� Φ �������� ��� ��� � ����� �� ����� ������� ������ ��� �� ��� ��
O (Klog (N/K)) ������������ � �� ��� ������� ��� K������� x�������� ���� ������ ����� ���������� ��
��� ���� ��� �� ��� ����� ������ ���� ��� ��������� ����� �� ������ ��������� �� ������ ��� �� ���� ��� ����
���� ����� ���� �� �� ��� ���� �� ���� �� ����������� ���� ���� �������� �� �������� �������

���� ���� ������� ���� �������� ��� �� ������ �� �� ������� ���� Φ �������� ��� ���� ��� ����� ������
������ ��� �������� �� ������� ���� ���� ��� ���������� ���� Φ �������� ��� ���� ����� �������� �������� ����
����� �������� ������������ �� �� ��� ���� ���������� �� ��� ��������� �������� �� ����� ���� h ���� �� ��� ����
����� �� Φ� ���� ����� ���� �� �� ��������� ��� ��� ����� ����� �� ������ ���� ��� ������ �i� ���� ���� ��
Φ �������� ��� ��� ���� �� �������� ��� ��� ��� ����� �� ���� ��� ��� ��� ���� �������� ������ ��� �ii�
��� ��� ������� ��� ��������� ������� �� ����� ���� �� ��� ���� ����� �������� ������� ���� �� ����� ����
�� ��� ����� �� ��� ���� �������� �� �� ��� ����� �� ������� ���� �������� ��� �� ������ �� ��� �� ��
��������������� �� ���� ���� �� Φ �������� ��� ��� ���� �� ���� ���� ��� ���� ����� ������

��� ������ �������� �� ������

��� ������� �� ��������� ����������� � ������ �������� ���� ������ ���� ���������� �������� ���� ������������
���������� � ��������� ������� �������� �� ���� ���������� ������� ��� ������������ ��� ������ �� ��
������������ �� ���� ���� �� ������ ��� ��������� �� ����� �� ������� ���� �� � �������� �� ���� ��
���� �� ��������� �� ����� � ����� ������ �� ����� ��� ����� ��� ������������ ���� ��������� �� ������� ��
������������ ������ ��������� ������� ����� ��� ����������� �� �������� �������� ���� �� ������� �� �
������� �� �������� ����� �� ����� ��������� �� ��� ��������

������� �������� ������������� ��� ��� ���� ���� �� �� �������� �� ������

�
x= argmin

z
�z�1 subject to z ∈ B (y) . ������

�� ������ ������� ������ ������� ����� � ������� �� ������ ����� ������ ����� ����� ������ �� ����� ��
��������� ��� ���������� �������� �������� �������� ���� ����� �� ��������� ������ �� ������������ �����������
���������� �� ������

�� ��� �������� �� ���� ���� �������� ��� �� ����� � ���� ����������� ������ ��������� �������� ����� ��
�� ������ �� ���� ��� ������������

����� ����

������� ���� Φ �������� ��� ��� �� ����� 2K ���� δ2K <
√
2 − 1� ��� x,

�
x∈ RN �� ������ ���

����� h =
�
x −x� ��� Λ0 ������ ��� ����� ��� ������������� �� ��� K ������� �� x ���� �������

��������� ��� Λ1 ��� ����� ��� ������������� �� ��� K ������� �� hΛc
0
���� ������� ���������� ���

Λ = Λ0 ∪ Λ1� �� �
�
x �1 ≤ �x�1� ����

�h�2 ≤ C0
σK(x)1√

K
+ C1

|< ΦhΛ,Φh >|
�hΛ�2

. ������

����� ������� �� ��������� ������ �� ��������������������������������������������

��������� ��� ���� �� ���������� ��������������������������������������������



�� ������� �� ������ ������ �������� ��� ��� ������������

�����

C0 = 2
1−

�
1−

√
2
�
δ2K

1−
�
1 +

√
2
�
δ2K

, C1 =
2

1−
�
1 +

√
2
�
δ2K

. ������

����� ������� �����

�� ���� ������� � ����� �� ��� ���������� ����������� ��� ��������� ������� ������ �� ���� ������������
�� �����

������� ���� �������� ��� �� �����
������� ���� Φ �������� ��� ��� �� ����� 2K ���� δ2K <

√
2−1 ��� ��� y = Φx+e ����� �e�2 ≤ ε�

���� ���� B (y) = {z : �Φz − y�2 ≤ ε}� ��� �������� �
x �� ������ �����

� �x −x�2 ≤ C0
σK(x)1√

K
+ C2ε, ������

�����

C0 = 2
1−

�
1−

√
2
�
δ2K

1−
�
1 +

√
2
�
δ2K

, C2 = 4
√
1 + δ2K

1−
�
1 +

√
2
�
δ2K

. ������

������

�� ��� ���������� �� �������� �h�2 = � �x −x�2� ����� �e�2 ≤ ε� x ∈ B (y)� ��� ��������� �� ����

���� � �x �1 ≤ �x�1� ���� �� ��� ����� ����� ���� �� ��� ��� �� ������� �� ����� |< ΦhΛ,Φh >|�
�� �� ����� �� ������� ����

�Φh�2 = �Φ
�
�
x −x

�
�
2

= �Φ �
x −y + y − Φx�2 ≤ �Φ �

x −y�2 + �y − Φx�2 ≤ 2ε ������

����� ��� ���� ���������� ������� ����� x,
�
x∈ B (y)� ��������� ���� ���� ��� ��� ��� ��� �������

������� ���������� �� ������

|< ΦhΛ,Φh >| ≤ �ΦhΛ�2�Φh�2 ≤ 2ε
�

1 + δ2K�hΛ�2. ������

�����

�h�2 ≤ C0
σK(x)1√

K
+ C12ε

�
1 + δ2K = C0

σK(x)1√
K

+ C2ε, ������

���������� ��� ������

�� ����� �� ����� ���� ������ �� �������� �������� ��� �� ����� ������� � ������ ������ x �� �� ��������
�� ������� ���� ��� K ��������� �� ��� ������� ����������� ����� �� ������ �� Λ0� ���� �� �������� �� �� ���
������ ���������� �� ���� ���� � ������� �������� �� �� ����������� ��� ������ ����� � ������ ��������������

�
xΛ0 = Φ†Λ0

y =
�
ΦTΛ0

ΦΛ0

�−1ΦTΛ0
y

�
xΛc

0
= 0.

������

��������� ��� ���� �� ���������� ��������������������������������������������



��

��� �������� ���������� �� ������ �� ���� ΦΛ0 ��� ���� ����������� ���� ����� �� ��� ����������� ��� ����
����� ΦΛ0 �� ��� M ×K ������ ���� ��� ������� ������� �� Λc0 �������� �� ���� ����� �� � ������ ��������
�� ��� �������� y = ΦΛ0xΛ0 � ���� ���� ������� ��� �������� ����� �� ����� ��

� �x −x�2 = �
�
ΦTΛ0

ΦΛ0

�−1
ΦTΛ0

(Φx+ e)− x�
2
= �

�
ΦTΛ0

ΦΛ0

�−1
ΦTΛ0

e�
2
. ������

�� ��� �������� ��� ���������� ����� ��� ���� ������ ����� �������� ���������� �� ��� �������� �����
�������������� �� �� ��������������� �� ���� ���� �� Φ �������� ��� ��� �� ����� 2K ����� �������� δ2K��

���� ��� ������� �������� ����� �� Φ†Λ0
���� �� ��� �����

�
1/
√
1 + δ2K , 1/

√
1− δ2K

�
� ����� �� �� �������� ���

���������� �������� ����� ���� ��� e ���� ���� �e�2 ≤ ε� ���� ��� �������� ����� ��� �� ������� ��

ε√
1 + δ2K

≤ � �x −x�2 ≤
ε√

1− δ2K
. ������

���������� �� x �� ������� K�������� ���� ��� ��������� ��� ��� ������������� �������� ������� ����� �� �����
������� ��������� �� ��� ���� ������� �� x� ������ ������� ���� ��� ����� �� ������� ���� �������� ���
�� ������ �� �� �� ���� ���� � �������� ������

�� ��� ������� � �������� �������� ����� ������ ������� ������� ���� �������� ��� �� ������ �� ��
������� ���� ��� ����� ���� �e�2 ��� ������ ��� ������� ����� �������� � �������� �������� ���������
����� �� ��� ������� �������� �� ��� ���� ����� �ΦT e�∞ �� ����� ����� �� ���� ��� ����� ���� ���� ���� ����
�� � ������ �������� �� ��� ����������� �� ���� ��������� �� �������� ������

������� ����
������� ���� Φ �������� ��� ��� �� ����� 2K ���� δ2K <

√
2 − 1 ��� �� ������ ������������

�� ��� ���� y = Φx + e ����� �ΦT e�∞ ≤ λ� ���� ���� B (y) = {z : �ΦT (Φz − y) �∞ ≤ λ}� ���
��������

�
x �� ������ �����

� �x −x�2 ≤ C0
σK(x)1√

K
+ C3

√
Kλ, ������

�����

C0 = 2
1−

�
1−

√
2
�
δ2K

1−
�
1 +

√
2
�
δ2K

, C3 =
4
√
2

1−
�
1 +

√
2
�
δ2K

. ������

������
��� ����� ������� ���� �� ������� ���� �������� ��� �� ������ �� ��� ����� �ΦT e�∞ ≤ λ� �� �����

���� ���� x ∈ B (y)� �� � �x �1 ≤ �x�1 ��� ���� ����� ���� �� �� �������� �� ������ � �������
�������� �� �� ������� ���� �������� ��� �� ������ �� �� �� ����� |< ΦhΛ,Φh >|� �� ���� ����
����

�ΦTΦh�∞ ≤ �ΦT
�
Φ
�
x −y

�
�
∞

+ �ΦT (y − Φx) �∞ ≤ 2λ ������

����� ��� ���� ���������� ����� ������� ����� x,
�
x∈ B (y)� ����� ���� ���� ΦhΛ = ΦΛhΛ� ����� ����

�� ��� ����� ��� �������������� ���������� �� ������

|< ΦhΛ,Φh >| =
��< hΛ,ΦTΛΦh >

�� ≤ �hΛ�2�ΦTΛΦh�2. ������

�������� ����� �ΦTΦh�∞ ≤ 2λ� �� ���� ���� ����� ��������� �� ΦTΦh �� �� ���� 2λ� ��� ����

�ΦTΛΦh�2 ≤
√
2K (2λ)� �����

�h�2 ≤ C0
σK(x)1√

K
+ C12

√
2Kλ = C0

σK(x)1√
K

+ C3

√
Kλ, ������

��������� ��� ���� �� ���������� ��������������������������������������������



�� ������� �� ������ ������ �������� ��� ��� ������������

�� ��������

����� �������� �����

�������� �� ���� ������� ��� ����������� �� ����� ���������� �� ��� �������� �� �������� ������ ��� ���� ��
�������� ����� ��� ���� ���������� �� ������ ����� �������� ��� ����������� �� �0 ������������ ���� �����
������������� �� ��� ��� ���� ������� ���� �������� ��� �� ������ �� �� ��� ������� ���� �� �� ���
�� ��������� �� ������� ������� ���������� ��� �1 ������������� �� �������� ��� ���������� �� ���� ��������
��� ��������� �� ��� ���� ����� x ∈ ΣK = {x : �x�0 ≤ K}� �� ���� σK(x)1 = 0 ��� ��� ����� ������ ��
������� ���� �������� ��� �� ������ �� �� ��� ������� ���� �� �� ������ ���� �� ��� ����� e�

�� ������ ������� ���� ��� ���������� �� e ∈ RM ��� ������ ��������� �� � �������� ������������ ����
���� ���� ��� �������� σ2� ����� ��� �������� ������������ �� ������ ������������� �� ��� ����� ������� ����
�� ��������� � ���� �������������� �� ������� ��� ������������ ������ ���������� �������� ���� �� ����
���� ����� ������ � �������� c0 > 0 ���� ���� ��� ��� ε > 0�

P
�
�e�2 ≥ (1 + ε)

√
Mσ

�
≤ exp

�
−c0ε2M

�
. ������

�������� ���� ������ �� ������� ���� �������� ��� �� ������ �� �� ���� ε = 1� �� ������ ��� ��������� ������
��� ��� ������� ���� �� �������� ������

��������� ����
������� ���� Φ �������� ��� ��� �� ����� 2K ���� δ2K <

√
2 − 1� ������������ ������� ����

x ∈ ΣK ��� ���� �� ������ ������������ �� ��� ���� y = Φx + e ����� ��� ������� �� e ��� ������

N
�
0, σ2

�
� ���� ���� B (y) = {z : �Φz − y�2 ≤ 2

√
Mσ}� ��� �������� �

x �� ������ �����

� �x −x�2 ≤ 8
√
1 + δ2K

1−
�
1 +

√
2
�
δ2K

√
Mσ ������

���� ����������� �� ����� 1− exp (−c0M)�
�� ��� ��������� �������� ������� ���� �� �� �� ��� ������� �� �������� ������ �� �� ������ ���� ���

������� �� Φ ���� ���� ����� ���� ���� ��������� �� ΦT e �� � �������� ������ �������� ���� ���� ���� ���
�������� σ2� ����� �������� ���� ������ ��� ��� �������� ������������ ���� ������� � ���� �������������
������ ���������� �������� ������ �� ���� ����

P
����ΦT e

�
i

�� ≥ tσ
�
≤ exp

�
−t2/2

�
������

��� i = 1, 2, ..., n� ����� ����� ��� ����� ����� ���� ��� ������ ��� �������� i� �� ������

P
�
�ΦT e�∞ ≥ 2

�
logNσ

�
≤ Nexp (−2logN) =

1
N
. ������

�������� ���� �� ������� ���� �� ��� �� ������ ��� ��������� ������� ����� �� � ��������� ������� �� �������
��� �� �����

��������� ����
������� ���� Φ ��� ��������� ������� ��� �������� ��� ��� �� ����� 2K ���� δ2K <

√
2 − 1�

������������ ������� ���� x ∈ ΣK ��� ���� �� ������ ������������ �� ��� ���� y = Φx+e �����
��� ������� �� e ��� ������ N

�
0, σ2

�
� ���� ���� B (y) = {z : �ΦT (Φz − y) �∞ ≤ 2

√
logNσ}� ���

��������
�
x �� ������ �����

� �x −x�2 ≤ 4
√
2

√
1 + δ2K

1−
�
1 +

√
2
�
δ2K

�
KlogNσ ������

���� ����������� �� ����� 1− 1
N �

��������� ��� ���� �� ���������� ��������������������������������������������



��

�������� ��� ������� ��������� ��� ��� ������������� ���� ����� ��� ������ ���� ������ �� ���� ���� ��
����� �� ���������� �� ������� ���� �� M = O (KlogN) ���� ����� ������� ������ �� �� ����������� ��� �����
�������� ����� �� � ������ ���������� ������������ �� M ��� N ��� ���� ��� �� �������� ��� ����� �� �������
K� �� ��� ��� ���� ��������� ���� �� �� ������ � ����� ���� �� �������� �� ���� ������� ��������� � ��������
��������� ���� K �� ������ ������� ��� ����� �� ��������� ���� �� �� ���� ��� ������� �� K �� ��������
����� ����� ���� ������� ���� ������� ����������� ����� ��� ������� ������������� ����� ��� ������� ��������
�� ����������� ��� ���� ��� ������� ���������� �� ��� ����������� ���������� �� ����� �����������

��� ���������������� ���������� ����������

�� ��� ������ ������ �� ��� ���������� �������� ���� ������� �� ���� � ������ ���� �� ���������������� �������
���� ��� ���������� ���������� �������� �� ������ ������ ���� �� ������� � ���� ����������� ������ ���������
�������� ���� �� ������� ��� �2����� �� ��� �������������� ����� ��

�
x= argmin

z
�z�1 subject to z ∈ B (y) . ������

��

� �x −x�2 ≤ C0σK(x)1/
√
K ������

���� B (y) = {z : Φz = y}� ��� ��� ���������� ���� ������ �� ������� ��� �������������� ����� ����� ���
�p����� ��� ��� p ∈ [1, 2]� ��� �������� �� � ������ ����������� �� ����� ���������� ��� ��� ���� ����

���� � �x −x�1 ≤ C0σK(x)1 ���� ������ ���� ����� �� �� ��� ������� �� ����� ������� ��� ����� ��� ��� �2

����� ���� � ������ �� ��� ���� � �x −x�2 ≤ CσK(x)2� �������������� ��������� ���� � ������ �������� ��
������������ ����� ������ �� ������������� �� ��������� �� ��� ��������� ������� �� �����

������� ���� �������� ��� �� �����
������� ���� Φ �� �� M ×N ������ ��� ���� Δ : RM → RN �� � �������� ��������� ���� ��������

�x−Δ(Φx) �2 ≤ CσK(x)2 ������

��� ���� K ≥ 1� ���� M >
�
1−

�
1− 1/C2

�
N �

������
�� ����� �� ������� h ∈ RN ������ ��� ������ �� N (Φ)� �� ����� h = hΛ + hΛc ����� Λ �� ��
��������� ��� �� ������� ���������� |Λ| ≤ K� ��� x = hΛc � ��� ���� ���� Φx = ΦhΛc = Φh− ΦhΛ =
−ΦhΛ ����� h ∈ N (Φ)� ����� hΛ ∈ ΣK � ������ ������� ���� Δ(Φx) = Δ (−ΦhΛ) = −hΛ� ������
�x−Δ(Φx) �2 = �hΛc − (−hΛ) �2 = �h�2� ������������ �� ������� ���� σK(x)2 ≤ �x�2� �����
�� ��������� σK(x)2 ≤ �x− x̃�2 ��� ��� x̃ ∈ ΣK � ��������� x̃ = 0� ���� �h�2 ≤ C�hΛc�2� �����
�h�22 = �hΛ�22 + �hΛc�22� ���� ������

�hΛ�22 = �h�22 − �hΛc�22 ≤ �h�22 −
1
C2
�h�22 =

�
1− 1

C2

�
�h�22. ������

���� ���� ���� ��� ��� ������ h ∈ N (Φ) ��� ��� ��� ��� �� ������� Λ ���� ���� |Λ| ≤ K� ��
����������� ��� {vi}N−Mi=1 �� �� ����������� ����� ��� N (Φ)� ��� ����� ��� ������� {hi}Ni=1 ��
��������

hj =
N−M�

i=1

vi (j) vi. ������

����� ������� �� ��������� ������ �� ��������������������������������������������

��������� ��� ���� �� ���������� ��������������������������������������������



�� ������� �� ������ ������ �������� ��� ��� ������������

�� ���� ���� hj =
�N−M
i=1 < ej , vi > vi ����� ej ������� ��� ������ �� ��� ����� ������ ��� � �

�� ��� j��� ������ ���� �� ��� ���� hj = PN ej ����� PN ������� �� ���������� ���������� ����
N (Φ)� ����� �PN ej�22 + �P⊥N ej�22 = �ej�22 = 1� �� ���� ���� �hj�2 ≤ 1� ����� �� ������� Λ = {j}
��� hj �� ������� ����

�����
N−M�

i=1

|vi (j) |2
�����

2

= |hj (j) |2 ≤
�
1− 1

C2

�
�hj�22 ≤ 1− 1

C2
. ������

������� ���� j = 1, 2, ..., N � �� ������

N
�

1− 1/C2 ≥
N�

j=1

N−M�

i=1

|vi (j) |2 =
N−M�

i=1

N�

j=1

|vi (j) |2 =
N−M�

i=1

�vi�22 = N −M, ������

��� ���� M ≥
�
1−

�
1− 1/C2

�
N �� ��������

����� �� �� ���� � ����� �� ��� ���� ������ ���� ����� ��� ��� ������� x ���� � �������� C ≈ 1� ����
���������� �� ���� �������� ��������� �� ��� �� ���� ���� �� ���� M ≈ N ������������� �������� �� �
����� ���� ������ �� ������ ������������ ��� �� ���� ��� ��� ���� ��� ������� �� ���� ����������� ��� ������
�������� �� ����� ��� �������� ����� �� �� �������� ���� ���������� �� ����������� �������� ��� �������������
����� �� ������

������� ���� ���� ������ ���� ��� ��� ������� ���������� �1 ������������ ������ ���� ��� ��� �������������
���������������� ���������� ���� ����� �������������� �� ��� x ����� ��� ������ ���� �������� ��� ����������
�������� �������� �������� ���� ������ ���� �� �� ��������� ����������� ��������� ��� �� ����� �� ���������
���� ������� ��� ���� �������� ����� �� �������� �� �� ���� ������� �� ������ � ������������� ��������� ���� ���
������ Φ �������� ��� ���� �� ����������� ������������� ���� ���� �� ���������� ��� ���� ����� �� �������
��� ��� ���� ���� ������������ �� �� �������� ������ ������� � ���� ��������� ���� ������� ��� ����
�������� ����� ����� ����� ��� ���� �� �������� ������ ������� ���� ���� ���� ���� ���� ������������

������� ����
��� δ ∈ (0, 1)� ��� Φ �� �� M × N ������ ������ ����� ������� φij ��� ������ ���� φij �����
��������� �� � �������� ������������ ������������ �������� ���� ���� c2 = 1/M � ��

M ≥ κ1Klog

�
N

K

�
, ������

���� Φ �������� ��� ��� �� ����� K ���� ��� ���������� δ ���� ����������� ��������� 1− 2e−κ2M �
����� κ1 �� ��������� ��� κ2 = δ2/2κ∗ − log (42e/δ) /κ1�

���� ������ ��� ����� �� ������������� �������� ����� ��� ��� �������� ������� ��� ������� �������� ��
�� ������� � ������������� ������������ �� � ������ ���� ���� ������� ��� ��� ���� ���� ����������� ����
��� �������� ������� �� ���� �������� ���� ������ � ��������� ����� ���� ���� ������������ ���� ������� �
������������� ��������� �������� �� ��� �������� ������� x� � ������ ���� �� ������ �� ��� ���� ������ ����
����� � ������ x� �� ��� ���� � ������ ������ Φ ��� ���� ���� ����������� ������ ������� ����������� ���
���� ������ x� ���� ���� �� ��������� �� ��������� ������ ���������������� �� ������������ ��� ����������� ��
����������� ������� �� ��� �� ���� �� ���� � ��� ������ Φ ��� ���� ������ x� ���� ��� �� �� ���������
����������� �� ��������� ��� �� �� ������ ��� ��� ������ ���� �� �� ����������� �� ���� � ��� ������ Φ ���
���� x� ���� �� ��� ��� ���� ������� ���� �������� ��� �� ������ �� �� ��� �� �������� ������������ ��
����� �� ��������� ��� ���� ������ �� ���� ���� �� ��� ����� ���������� ���� �� ��������� ���� ������� ��� ����
�������� ����� ���� ������������ �������� �������� ��� ���� �� �� ��������� ������ ���� ���� ������������
������������ � ������ ����������� �� ��������� � ���� ��������� ���� ������� ��� ���� �������� ���� �����
���� ��� ��� x ∈ RN � �� �� ������ Φ ��������� �� ��� ��������� �� ������� ���� �� ��� ���� �� ���� ����
����

P
�
� Φx �22≥ 2 � x �22

�
≤ exp (−κ3M) ������

��������� ��� ���� �� ���������� ��������������������������������������������



��

���� κ3 = 4/κ∗� ����� ���� �� ������ ��� ��������� �������

������� ����
��� x ∈ RN �� ����� ��� δ2K <

√
2− 1 ������� ���� Φ �� �� M ×N ������������ ������ ������

���� M ≥ κ1Klog (N/K)� ������� �� ������ ������������ �� ��� ���� y = Φx� ��� ε = 2σK(x)2�
���� ���� ����������� ��������� 1−2exp (−κ2M)−exp (−κ3M)� ���� B (y) = {z : �Φz − y�2 ≤ ε}�
��� ��������

�
x �� ������ �����

� �x −x�2 ≤
8
√
1 + δ2K −

�
1 +

√
2
�
δ2K

1−
�
1 +

√
2
�
δ2K

σK(x)2. ������

������
����� �� ������ ����� �� ����� ������ ���� ������� ���� �� �� �� ���� ���� Φ ���� ������� ��� ��� ��
����� 2K ���� ����������� �� ����� 1−2exp (−κ2M)� ����� ��� Λ ������ ��� ����� ��� �������������
�� ��� K ������� �� x ���� ������� ��������� ��� ����� x = xΛ +xΛc � ����� xΛ ∈ ΣK � �� ��� �����
Φx = ΦxΛ+ΦxΛc = ΦxΛ+e� �� Φ �� ������������ ���� ���� ����� � ���� ������������� ������
���������� �������� ���� �� ���� ���� ΦxΛc �� ���� ������������� ��� ��� ��� ����� ������ �� ������
���� ���� ����������� �� ����� 1− exp (−κ3M)� �ΦxΛc�2 ≤ 2�xΛc�2 = 2σK(x)2� ����� �������� ���
����� ����� �� ���� ���� ���� ����������� ��������� 1− 2exp (−κ2M)− exp (−κ3M)� �� �������
��� ��������� ���������� �� ����� ������� � ���� ������� �������� �� ������ �������� ���� �� xΛ�
�� ����� ���� σK(xΛ)1 = 0 ��� �����

� �x −xΛ�2 ≤ 2C2σK(x)2. ������

���� ��� �������� ���������� �� ���� ������

� �x −x�2 = � �x −xΛ + xΛ − x�2 ≤ � �x −xΛ�2 + �xΛ − x�2 ≤ (2C2 + 1)σK(x)2 ������

����� ����������� ��� ��������

����� �������� �� �� ��� �������� �� ������� � ������������� ��������� �� ��� ���� �� ������ ������� ������
� ������������� ����� ������ �� ������������� �� �� �������� �� ���� ���� ���� ����������� ���������� ���
���� ���� ���� ����������� ����� �������������� ������ ��� ����� ������������ ���� ����� �� ��������� ��
������� ���� �������� ��� �� ������ �� ��� ���� ���� ��� ����� ������ ������� ���� �� ��� ���� ����� ���
��������� �� �������� ���������� ����� �������� ���� ������� ��������� �� x� ������ σK(x)2� �� �������� ����
���������� ��� ������ �� �������� ������� � ��������� ��������� ��������� ���� �� ���������������� ������
��� ����� ���� ����� ���� ��������� �������� �� �1 ������������ ���� ���� �� �� �������� �� ������ �������
����������� ������� ��������� �� ������ ��� ��������� ��������� ������ ���� ���� ������� ���� �� �� ���
���� �� ����������� �� ������ ����� ����������� �������� ��� �� ��� ���� ����� x �� ������������ ������
���� ������� ��������� ���� ����� ��������� �� ���������� �� � ������� �� ��� ������ ���������� ���������
����� �� ���� ������ ���� �� ��� ������� ��������� �� ��� ����� ����� �� ��������� ������� ������� ����� ������

��� ��� �������������� ��� ����� ������������

��� �������� �� �1 ������������ ����� �� ��� ���������� �������� �������� �������� ���� ����� ��������� ��
������� �������� �� ������ �������� ���� ������ �� �� ��������� � ������� �� ���������� ����� �������� �����
��������� ��� ��� �������� �� ���� ��� �������� �� ��� ���� ������������ ��� �������� �������� ��� � ������
�� ������� ��� ��� �� ���������� ������ �� ����������� �������� �� ��������� �1 ������������ ���������� �� ��

����� ������� �� ��������� ������ �� ��������������������������������������������

��������� ��� ���� �� ���������� ��������������������������������������������



�� ������� �� ������ ������ �������� ��� ��� ������������

������� ���� ���� � ���� ��������� ������������ ������� ���� ���� �� ����� ��� ������ �1 ����� ���� �����
�� ��� ���������������

CN = {x ∈ RN : �x�1 ≤ 1}. ������

���� ���� CN �� ��� ������ ���� �� 2N ������ {pi}2Ni=1� ��� ΦC
N ⊆ RM ������ ��� ������ �������� ������

�� ������ ��� ������ ���� �� {Φpi}2Ni=1 �� ������������ ��

ΦCN = {y ∈ RM : y = Φx, x ∈ CN}. ������

��� ��� x ∈ ΣK = {x : �x�0 ≤ K}� �� ��� ��������� � K����� �� CN ���� ��� ������� ��� ���� �������
�� x� ��� ��� ���� ���� ��� ������ �� K������ �� ΦCN �� ��������� ��� ������ �� ����� ���� �� ���� K ���
����� ������� ��������� �� ���� ��� �� ��������� ��

�
x= argmin

z
�z�1 subject to z ∈ B (y) . ������

���� B (y) = {z : Φz = y}� ����� �1 ������������ ������ ��� ���� �������� �� �0 ������������ ��� ��� x ∈ ΣK
�� ��� ���� �� ��� ������ �� K������ �� ΦCN �� ��������� �� ��� ������ �� K������ �� CN � ��������� ��
�������� ��� ������ �� K������ �� ΦCN � �� ��� �������� ������� ���� �������� �� ������ ������� ��� ��
��������� ����� �1 ������������ ���� Φ �� ��� ������� ������� ��� ����� ����� ����� ����� ���� ��� ���� �������
��� ���� ��� �� �������� �� ��� ������������ �� ���� ���� �� ����� ���� ���� ���� �� ��������� ��� ������
�������� ���� ������� ����� ��������� ���� ������� ��� ��� ����������� ��� ��� ����� ��� ���� ��������� ��
������ ������� ���������� ��� �������� �� ���� ������� ������ �������� ���� �� ������ ������� ���� �����������
�� ������� ������� �����

����� ���� ������� ��� ��� ���� ����� ������ ������ ������������� ���� ���� ����������� �� ������
������������� ������ �� ��� ������ �� K������ �� ΦCN ���� Φ �� ��������� �� ������� ���� �� ���� �
�������� ������������� ����� ��� ���������� ���� K = ρM ��� M = γN � ��� ��� ������ ����������
������� �� N → ∞� ���� �������� ����� �� ��� ����� ���������� ����������� ����� ��� ����� ������� �����
����� ��� ����� ���������� ��������� ���� ��� �������� �� K������ ��������� ���� ���� �� ������ ��� �� ����
���� ���� ������������ ��������� �� ρ ��� γ �����

����� ������� ������� ����� ������ �� ��� ������� ������ �� ������������ �������� �� ��� ���������
�������� �� �������� ����� ������ ��� ������������ �������� ���� ��� ������������� ����������� ������
�������� ������ ��� ��������� ��������� ����� �� ����������� ������ ��������� �������� ����� ����� ���� ��
�� ��������� ����� �� ����� �� ��� ��������� ��������� �������� ����� ������� ������ ���� ������� ��������
���� ��������� �������� ��� ��������� ���� ����������� ����������� �� Φ ����� �� �� ����� ���������� �����
��� �� ��� ���� ��������� �� ��� ��������� �������� ��������� �� ����������� ������ ��������� �������� ����
��� ������� �������� �� ������ �������� ���� �� ���� �� ����� ������� ��� � ����� ����� �� �������� ���� ��� ����
�� �������� �� ����� ���������

��������� ��� ���� �� ���������� ��������������������������������������������



������� �

���������� ��� ������ ��������

��� ������ �������� �����������

����� ����� ����������� ������������ y = Φx + e �� � ������ x� � ���� ������� �� ����������� �������
�������� ���� ���� �� �� ������� � ������ �������� ���� ������ x ���� � ��� �� ������������ �������� ����
y� ������������ ������ ���� ���� �������� ������� ���������� ���������� ���� ������� ����� ��������� ���
������ �������������� �� x ���� y� �� �� ���� ���� �� �������� �������� �������� ����� � ������ �� ������ Φ
��������� �������� ������� ��������� ����������� ���� �� ��� ���������� �������� �������� �������� ���� ������
��������� ���������� ������� ���� ���� �� ������� ���� �� ����� �� ����� ���� ��� ������ �� �������������
������ ������ ��������������� ��� ������ ���������� �� ���� ��������� ��� ���������� �������

��� ������ �� ������ �������� ���������� ��� ������ �� ������� ��������� ���� ��������� ���� ��� ������
�� ��������

� ������� ������ �� ������������� ������ �������� ���������� ���� ������� ������������� ���
���� ������ �� ������������ ��� �� � ����� ��������� �������� ��� ��� ������ ��������� �� K�������
��������

� ���������� �� ����������� ����� ��� ����� �������� ������ �������� ���������� ���� ��
������ ���� ������� �� ������������� �� ��� ����� ������� �� ���� �� ����� ����� �� ��� �������������
���� ����� �� ������ ����� ��������� �� ��������� ��������

� ������ ������ �������� ���������� ���� ������ ������� ��������� ������� ������������� ����������
������� �� ���� ���� � ��� �� ������������ �� �� ���� ���� ���� ���������������� ��������

� ����������� ����������� �� �������� �������� �������� ����� �� ���� ������� ���� � ����� ��
����������� ���������� ���� ���� ��� ������ ������ �������� ����� �1 ������������� �� ���������� �����
����������� �� ���� ���� ��� ���� ��������������� ��� �������� �� ��� ������ �� ������ ����������
���� ������� ���������������� �� ������������� ���������� �������� ����� �� ��� ���� ������ �� ����� ��
��������� ����������� ��� ��� �������� �� ������� K������� ������� x� �� �������� ����������� ��� ���
�������� �� ������� ������� x�� ������������ �� ��� ���� �������� ���������� ���� ��� ����������� ��
����������� ���������� �� ������ ��� ���������� �������� ���� �� ����� �������� ���� ���������

� ��������� �� ���������� ���������� ���� ��� ���� ���� �� ��� ����� ���� ���� �������� �� ��� �����������
����� �� �� ���������� �� �������� ��� �� ���� �� ���� �������� �� ����� ��� ���������� ������ �� ��� ���
��������� �������� ��� � ���� �������� ���� �� �������� ����������� ������� ��������� �������� �������
���� �� ���� ����� ����� ����������� ������ ������������������ ���������� �������� ����� ������ �������
�������� ����� ��� ������������� ���������� �������� ����� ��� ���� �� ��� ������� ��������� ������� ����������
��� ������� ���������� �� ���� ����� �� �� ���������������

����� ������� �� ��������� ������ �� ��������������������������������������������
�����������������������

��������� ��� ���� �� ���������� ��������������������������������������������

��



�� ������� �� ���������� ��� ������ ��������

��� ������ ������������������ ��������

�� ��������� ����� �� ������ �������� ���������� �������� ���� ���� ����� ��� ������� �� ������ �������������
���������� �� ���� �������� ���� �� �������� � ������ �������� f (·) �� ��� ������� �������� x ���� � ���������
���������� ������ ������ �� RN �

����� �����

��� J (x) �� � ������ ������������������ ���� �������� ������ J (x) �� ����� ��� ������ x�� �� ������� � ������

������ ��������������
�
x ���� ������������ y = Φx,Φ ∈ RM×N � �� ��� ������ �����

min
x
{J (x) : y = Φx}, �����

���� ����� �� �� ������ �� �����

min
x
{J (x) : H (Φx, y) ≤ ε} �����

���� ����� �� ����� �� ��� ������������� ����� H �� � ���� �������� ���� ��������� ��� �������� �������
��� ������� Φx ��� y� ��� �� ����������� ������� ��������� µ� ����� �� ���������� �� ��� �������������
������������

min
x
J (x) + µH (Φx, y) �����

��� ���� µ > 0� ��� ��������� µ ��� �� ������ �� ���������������� �� �� ����������� ���������� ���� ��
���������������� �����

��� ������ ����������� ����������� ��� ���� ������ ������� �� J ��� H ��� ������� ������ �� ��������
J (x) = � x �1� ��� �1����� �� x� ��� H (Φx, y) = 1

2 � Φx − y �22� ��� �2����� �� ��� ����� ������� ���
�������� ������������ ��� ��� ������ ����������� �� ��� ������ ������ x� �� ����������� ���������� ���� H
������� �� � x �1 ≤ δ �� ����� �� ��� ����� �������� ���� ���������� J (·) ���� �� � �������������� ����
��� ��� �� �������� �� ������ ���� �������� ���������� ��� �������� ��� ������� ������ ��� �� ���������
��������� ��� �������������� ���� � ������ �������������� ����� � ����� ����� ��������� Ψ� �� ���� �����
�� ��� ��� � ����� �������������� �����

J (x) = TV (x) + λ � x �1 �����

�� ����� �� �������� �� ��� ������������ ������ ������������ �������� ��� ��� ����� ������������ �������
������ ��� ������� ������������� ��� ����� �������� ���� ��� ��� ���������� ����� ��� ������� �� ���������
�������� ����������� �� �� �������� ����� ��� ���������� ������������ ��� ���������� ����������� ��� ����� ��
� ���������� �� 1024×1024 ������ ����� �� ������������ ���� � ������� ���������� ���� ������ ��� ����� �� ���
�������� ������������ �������� ��������� ���� ��� ��������� �������� �� ���������� ��� �������� ���������
���������� �� ��� ����� ���� ���� �������� ������ ��� ����� ��������� ������������ ���������� ����������
��������� ������ ��������������� ��� ��� �������� �� ���� ����������� ����� ������ ���������� ����������� ��
��� ������� �� �� ���� ��� �� ������������ �������� �� ���������� �������� ������ �������� ���������� �� ���
������������ ����������

����� ������ �����������

�� ��� ��������� �������� ���� ����� ��� �1������������� �������� ���� ������� ��������� �� ������������
J (x) = � x �1 �� ������ ��� �� ������ �� � ������ ������� ���� ���� �������� ������������ ����� ��� ��
������ �� ���������� ���� �O

�
N3

�
� ����� �������� �������������� ������� ����� ���� ��� ��� ���� ��������

�������������� ��������� ���� ��� �� �������� ��� ��� ������ ����������� ����������� �� ����� ������� ��

����� ������� �� ��������� ������ �� ��������������������������������������������

��������� ��� ���� �� ���������� ��������������������������������������������



��

���� ������ �������� ����� �� ��� ����� ����� ��� ������� ��� �� ������ �� � ������������ ���� �������
������ ���� ��������� ������������ ������� ��� ��� ����� �� � ��������� ������ �� ������������ ���������
������������� ����� ����������� �� ��������� �� �������� �� ������� ��� �� ��� ���� ���� ���� ��� ������
��������� N � ��� ��� ������ �� ����������� M � ��� �� ���� ����� �� ���� ���������� ���� ���� ���� ���
��� ����� ���������� �� ��� ����������� ������������ �� ����� ��� ����� ��� ��� ������ ����� ���� �����
�������������� ��������

� ����� ��������� ������ ������� ����� �� ����� �� �� �������������� ��������� ���� ���� � ��������������
��������� �������� ����� ������ �� ������������� ����� ������ ������� �� � ���������������� ����������
��� ��������� �������� ��� ��������� �� ��� ������� �� ��������� ����� ��������������� ����� ���� �� � ������
����� ������� ������������� ������� ���� ���� ����� � ������� ��� ����� ��� �������� ��� ���������
�������� ��������������� ���� ������ ��� ���� ��������� ����� �� �� ������ ���� ���������� �������� ���
����� �� ������ �� ����� ����� ��� ���� ������ ������ �� ������ �������

����� ����������� ������������

�� ������� �� ������� ��� ����������� ������������ �� ��������� �������� �� �� ����� ��� �������������
����������� �� ������ � ������ ���� ������ ��� ������� �1������������� �������� �� ��� ����

min
x

µ� x �1 +H (x) , �����

��� � ������ ��� ������������� H� �� �� ��������� ��������� ����� �� ��������� ����� ������ ���� �������������
��� ����� ������� �� ��� ������� �� ������� ����� ���� � ��������� H� ���� ������ ��� ������������� ��������
��� �������� �� ����� ����� ������ ������ ��� ���� ������� ������� �� �������� �� ����� ����� ����� ����� ������
������ ��������� �� � ������� ������ ���� �� ������������� ����� ���������� ��� ��������� �������� �� ���
������ ��������� ��� �� ������ �� ��������

shrink (t, α) = {
t− α ift > α,

0 if − α ≤ t ≤ α, and

t+ α ift < − α.

�����

���� ������� ��� �� ���� ���������� �� ����� ������ �� ����������� ��� ����� ��������� ��� �� ������� ��

��������� ��� ���������� ���������� ��� i = 1, ..., N � ��� ith ��������� �� x �� ��� (k + 1)th ���� ���� �� �����
��

xk+1
i = shrink

��
xk − τ[U+25BD]H

�
xk

��
i
, µτ

�
�����

����� τ > 0 ������ �� � ����������� ��� �������� ������� ������ ��� ���� ���� k� ��� µ �� �� �������� ��
��� ����� �� �� ���� �� ��� ���� ��� ������ µ ��� ��� ������ ��� ��������� �������� ������� xk+1 ��� xk� ���
� ��������� ������� ���� H (·)� ��� �������� [U+25BD]H ��� �� ������ �������� �� � ������ �������� �� xk�
���� ���� ��������� �� ����� ����������� ����� ���� �� � ����� ������ �� ������������� ����������������

��� ���������� �� ��� ��������� �������� �� ����� ���������� ���� ���� � �������������� �� ���� �� � �����
������ ����������� ������� ������������� ������������� ��� ��������������� �� ���� �������� ���� ����
��������� ���� �� ������� ��� �������� �� ��� ����� ��������� �� ������ ��� �� ������ ��� ������������� ��
������� ����� �� J ����� ����� ������ �� ���������� ��� ����� ��������� �� ����� ����� ��� �� ����������� ��������
������� � ������������ ��� ��������������� �������� ������ ����� �� ����� �� ������ � ��������� ����������
�������� �� ������ ��� ��� ��������� µ �� ����� ��� ������������ �������� ������� ��� ���� ������� ���������

���� ��������� �� ����� �� ������������� �� ������ ��� ����������� �� �� ��������� ����� �� �����������
������������ ����� ��� ���� �������� ��������� ���� ������� ������� ������ ����� �� �������� �������
���� ��� ������ �������������� ������ ���� ��� ������� ������ � ��� ������ �� ������� ��� �������������
������������ ������� �� ��� ������ �� ��� ��������� µ� �� ��������� ������ ��� �� ��������� µ ��� �� ������
�� ����� ��� ������ ��� ��� ��������� ����������� ������������ �� ��� ����� ��� ������������� �������������
������������ �� �������� � ����� ����� ��� µ�

��������� ��� ���� �� ���������� ��������������������������������������������



�� ������� �� ���������� ��� ������ ��������

�� ��� ���� �� �������� ���� ����� ����������� ������������� � �������� ���� ������ ��� ��� ������
���� �������� H (x) �� ��� ������ �� ��� ���� �� ��� ��������� ���� �� �����

H (x) =� y − Φx �22
[U+25BD]H (x) = 2Φ� (y − Φx) .

�����

��� ���� ���������� ������ �� ������� ��������� ����� ������� �� ��� ��������� ����������

xk+1
i = shrink

��
xk − τ[U+25BD]H

�
y − Φxk

�
i
, µτ

�
�����

����� �� ��� ����� ����������� �� � ���� ������ ��� ��������� �� �������� �� ���������� ���� ������

������� �� ������ Φ � ������ ������������ y� ��������� �������� µ �n

�������� ������ ��������
�
x

�����������
�
x�0 = 0� r = y� k = 0�

����� ������ ��������� ����� ��

�� k ← k + 1

�� x←�
x −τ Φ ˆTr ����� � �������� �����

��
�
x← shrink (x, µ �kτ ) �������� ���� �������������

�� r ← y − Φ
�
x ������� ����������� ���������

��� �����

������
�
x←�

x

����� ������� ��������� �������

�� ����� ��� ���� �� ������� ������ �� ������ ��� �������� �� ��� ����������� ������������ ������� ��
����� ��� �� ������� �� ������� � ����� ������ �� ��� ������������� �������� �� ��� ���� �� ������ �����
����������� ��� �������� �������� �� �� ������� ����������� � ������ ������� ��� �� ������� �� ��������

yk+1 = yk + y − Φxk

xk+1 = argmin J (x) + µ
2 � Φx− yk+1 �2.

������

��� ������� �� ��� ������ ���� ��� �� ������ �� ��� ���������� �������� ������ ������� ���������� ����
���������� �� ����� ��� ����������� ����� ��������� ������������ ��������� ��� ��� ������ �� �������� ���
������� ������ ��������� J (x)� �� ������ �� �� ������� �� ����� ��� J (x) = � x �1 ��� ����� �� �������� ��
� ����� ������ �� ����� ��� ��� µ > 0� ��� �������� µ� ��� ������ �� ���������� ������ �� ��������� ������
���� �� �������� �� ��� ��������� �������� ���� ������ ����� ������� �������� ������� ��� �������������
������� �� ����� ���� � ���� ����� µ� ������� ���������� ��� ����� ���� ������ ��� ��������� ���� �������

����� ����������

��� ��� ������� ��������� �� ���� ������� �������� � ������ �������� �������� ��� �1������ ���� � ������
��������� ���������� ���� ���� ������� ���������� ����������� �� ��� ������ �������� �� ����� ������
����� ���� ��� �������� ������ Φ �������� ��� ���������� �������� �� ������� �������� ��� �1 �������������
�������� ����� ������ ������������ ������� ���� ������� ��� ���������� ������ x� �� ��������� ������ ������
����� ������� ���� ��������� ������ �������� �� ������������� ��� �������� ������� �� ��� ����� �� ���
������������� ������������

��������� ��� ���� �� ���������� ��������������������������������������������
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��� ������ �����������

����� �����

�� ������� �� ������� � ��������� ��������������� ���������� ������ ������������ �������� ���� ��������
�� ��������� ����� �� ������ �������� �������� ���� �� �� ����� ������� �� ������ �������������� ������ ����
��� ���� �� ������ �������� �� �� ������� ��� �������� ������ x ����� �������� ��� ������ ������������ y� ��
����� ������ �� ��� �� ����� ��� ����������� ��������

min
I
{|I| : y =

�

i∈I
φixi}, ������

����� I ������� � ���������� ������ �� ��� ������� i = 1, ..., N � ��� φi ������� ��� i
th ������ �� Φ� �� ��

���� ����� ���� ��������� ���� ��� ����� ��� ������ �� ��� ������� �� Φ ��� ��� ������� ������ I∗ ����
�������� ����������� �� �������� �������� ��������� ������ ������������� ������� ������ ���� ������� ��
�������� ��������� ������� �� Φ ��� ������� ������������ ������ �������������� �� y�

����� �������� �������

�������� ������� ����� ����� ��� ���������� �� ��� ������ ���������� ��������� �� ������ ���
����� ������ ������ �� �� ��������� ������ ��������� ���� ���������� � ������ ���� � ������ �����������
�� �������� ���� � ����������� �� ������ ��������� ���� ���������� �� ������ ��� �������� ������ Φ ∈ RM×N �
�� ���� � ������ �������������� �x� �� ��� �������� y�

�� �� ������������ ���� ������� � ��� �������� �� �� �� ��� �������� r ∈ RM � ��� �������� ����������
��� ������ ������������� ������� �� ��� ������������� �� ���� ��������� �� ��� ���������� �� ������ � ������
���� ��� ���������� ���� �� ��������� ���������� ���� ��� �������� r�

λk = argmax
λ

< rk, φλ > φλ

� φλ�2
. ������

���� ���� ������ �� ��������� �� ������� � �������� �������������� �� ��� ������� ����� � ��� ���������
������� �� λk ��� ���� ����� �� ��� ������ �������������� ����� �� ������ ���� ��� �������� ��� ���
������������� �� ��������

rk = rk−1 − <rk−1,φλk
>φλk

�φλk
�2 ,

�
xλk

=
�
xλk

+ < rk−1, φλk
> .
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��� ������ ��� ���������� � �������� �������� ��������� �� ���� ��� ���� �� r ������� ������� ���� ����
��������� �� �� ��������� �� ���������� ���� ������

������� ����������� ������ Φ � ������ ������������ y

�������� ������ ������
�
x

�����������
�
x�0 = 0� r = y� i = 0�

����� ������ ��������� ����� ��

�� i← i+ 1
�� b← Φ ˆTr ����� �������� ������ ���������

��
�
x�i← �

x�i− 1 + T (1) ������� ������� ��������� ������������

�� r ← r − Φ
�
x�i ������� ����������� ���������

��� �����

������
�
x← �

x�i
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�� ������� �� ���������� ��� ������ ��������

�������� �� �� ��������� ��� ��� ��� �� �������� ������������� �� ��� ������� �� ��������� ��� �����
���������� ��� �� ����� �� ���������� �� ����� �� �������� ������ ������� �� ���� ��� ������� ��� �������
��������� ������� �� ��� ���������� Φ� ���� ��� �������� ������ �� ���������� �������� ��� �� ����� ������ ���
���������� �� �� �� O (MNT ) ���� � ����� T �� ��� ������ �� �� ����������

����� ���������� �������� ������� �����

�������� ������� ���� ��� ����� �� �� ��������������� ���������� ��� ���� ��������� ����� ��� ����������
�� �� ����� �������� �� ��� ������ �� ���������� T � �� ��������� � ������ ����������� �� ��� ��� �������
������ �� �� ���������� ��� �� ����� ������� �� �������� �� ��� ��������� k� ������� �� ����������� ���
������������ �� ��� ���������� ������� ���� ����� ��� �������� r �� ��������� ����������� �� ������� ���
���������� �� r ���� ��� ���������� �������� �� ��� ������ ���� �� ��� ��������� �������� ���������� ���������
���� �������� ���� ������ ���������� ��� ������������� ������� �� ��� ��������� ��� �� ���������� ���� r ��
���� � ��� ��������� ��� ��� ������� �� ��������� �� ΦΩ �� ��� ��������� ������ �� ��� ������� �� Φ ��������
�� ���� ���� t� ��� ��������� ���������� ��� ����������

xk = argmin
x
� y − ΦΩx �2,

�
αt = ΦΩxt,

rt = y − �
αt.
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����� ����� ��� �������� ����� ������������ ���� �� ����� �� ���������� �������� ������� ����� ������
����� ��� ������� ����� ������ ���� ��� ��� �� ���� �� ������� � ������ ������ ���� ���� ����������� �����
����������� ������������� ��� ��������� ��������� �� �� ���� K ����������� ����� � �� ��� ��������� ���
�������� ��� ����� ������������� ���� �� ����������������� �� ���� ���������� ������� ��� ����� ����������
�� ��� ��� �� ����� �� �� O (MNK) .

����� ��� �� �������� ���� ��� ��� �� ����� �� ���� �� ����� ��������� ��� ���������� ������������
��� ��� ������ �������� ��� ������ ���� ����� ���������� ���� ������������ ���������� �������� ����� ��
����������� ��� �������������� ���������� ��� ��� �������� ����� �� ������ �� ����� ���� � ������ �����������
������ ���� M = CKlogN ���� ��� �� ���� �� ������� ����� �������� K−������ ������ ���� M = CKlogN
������������� ��������� �� �� �������� �� ������ ���� ������� ���������� ���� �� �� ���������� �� ����
���� ������������� ��� �������� ��� ������ ������� ����� ���� ��� �� ���������� �� ������ �� �� �������
������� ��� �������� �������� �� ��� ���� ���� �� ��������� �������� �� ��� �������� �� � ����� ������ ��
����� �� ��� ������������� ������������� ��� �� �� ������� ������ ��� �� ��������� ���������� ���� ���
������ �������� K �� ���� � ���������� �������������� �� ��� �� ����� ������

������� ����������� ������ Φ � ������ ������������ y

�������� ������ ��������������
�
x

�����������
�
θ �0 = 0� r = y� Ω = ∅ � i = 0�

����� ������ ��������� ����� ��

�� i← i+ 1
�� b← Φ ˆTr ����� �������� ������ ���������

�� Ω ← Ω ∪ supp (T (b, 1)) ���� ����� �� ���������� ������� ��������� ����� �� ������ ��������

��
�
x�i|�Ω ← Φ �Ω ˆ†x� �

x�i|�Ω ˆC ← 0 ����� ������ ���������

�� r ← y − Φ
�
x�i ������� ����������� ���������

��� �����

������
�
x← �

x�i

��������� ��� ���� �� ���������� ��������������������������������������������
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����� ��������� ���������� �������� ������� �������

���������� �������� ������� �� ���������� ���� ��� ������ �� ��� ���� ������ �� ��� ������������� ����
��������� ������������� ���� ��� ������ �� �������� K� �� ���� �������� ��������� ���������� ��������
������� ������� ���� �� � ������ ������ ��� ������������� ������ ������� �� � ����������� ��������

����� ����� ������������ ������������� ���������� ���� �1 ������������ �������� ���� ��� ����������
�������� ������� ��� ����� ����� �������� ���� ������ ���������� ��� ��������� ������ ���� �� ������� ��������
r0 = y ��� ���������� ��� ��� �� ��� ����������� ΦT rk−1 �� ��� kth ����� ��� �� ����� �������� ������� ��
������� � ������ ���������� �������� �� ���� � ��������� ��������� τ �� ��������� ��� ���� ���� ��� �� �������
�� Φ ����� ������������ ���� ��� ������� �������� ������ τ � ��� ��� �������� �� ���������� ����� � ����� �������
�������� �� ��� ������ ����� ���� �������� ��� �� �������� ���� �� �������

������ ���� ��� ������ �� ���������� �� ����� �� ���� ��� ������ ������ ����� S = 10 �� �����������
�� ����� �� �������� ��� ���������� �� ����� �� O (KNlogN) � � ���������� ����������� ���� ����
�������� ����� ���� ��� ����� �� ��� ���� ��� �������������� ����������� ����� ���� ��� ��������
������ ������������ �������� �� ��� ����� ��� ����������������� �������� ��� ����������� �� � ��������
������������� �� ��� ���������� ���������

����� ����������� �������� �������� ������� ��������

������ ������� ���������� ����� �� �� ��� ���� ��������� ��� ����� �� ������������� ���������� �������
����� �� ������������������ ������ ��������� ��� ���� ��� ���������� ������ ���������� ��� ������� ������
��������� ����� � ��������� ������ �� ������������ �� ��� ������� �� ��������� �� �� ������� ������� �����
������ ���������� ��� ������ �� ������ ������ ����������� ������

����� ���� ���� ���� ������ �������� �� ������� ������ ���������� ������������ ��� ������ ������
����������� �������� �������� ������� �������� ����� ��� �������� ������� ����� ���� ������ ���� ���
������� ���������� ��� ����������� ������������� ��� ���������� �������� �������� �������� ���� ������
��������� �� ��� ������� �� ��������� �1 ������������ �������� ����� ����� � ������� ���� �� ���� �����������
������� �� ��� ������ Φ �������� ��� ��� �� ����� K� ���� ������� ���� ����� ������ �� K ������� �� ���
������ �� ������������� ������������ ���� �������� �� ���� �� ����� ������ ����������� ������� �� �����
����������� ��������

��� ������� �� ���� �� �������� �� �������� �� ��� ������ ���������� �� ����������� ������� ��
������ �� ���� ������ ��� ��� ��� ������ ��� ������� �� � ������ �������� ��� �� ����� �� ���� ��
������� ���� ��� ������� ��� �� ������ �������� �� ��������� ������ ������� ���������� ����� ���� ��� ���� ����
� ������ ����� ��� ������������� � ������ ���� ���� ��� ���������� Φ ������� �� ��� ������ ��������������
����� ��� ���� � ����� ����������� �� ������ �� �� �������� �� ��� ����� �� � ����� ��������� i� ������� ���

������ �������� ��
�
xi−1�

• ���� ������ �������� ��������� e← ΦT r
• ���� ��� ������� 2K ���������� �� ��� ������ �������� e� ���� ���� ��� �� ������� Ω�

• ����� ��������� T ← Ω ∪ supp
�
�
xi−1

�
�

• ���� ������ �������� b �� �������� ����������� b|T ← Φ†T y� b|TC ← 0 �

• ����� b �� ��������� ��� K ������� ����������� ���� ���� ��� ��������
�
xi�

• ������ ����������� ��������� r ← y − Φ
�
xi�

���� ��������� �� ���������� �� ���������� ���� ������

������� ����������� ������ Φ � ������������ y� ������ �������� K

������� K������� �������������
�
x �� ���� ������ �������������� x

�����������
�
x�0 = 0 � r = y� i = 0

����� ������ ��������� ����� ��

��������� ��� ���� �� ���������� ��������������������������������������������
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�� e← Φ ˆTr ����� ������ �������� ���������

�� Ω ← supp (T (e, 2K)) ������ ������ �������� ���������

�� T ← Ω ∪ supp
�
�
x�i− 1

�
������ ���������

�� b|�T ← Φ �Tˆ†y� b|�TˆC ����� ������ ���������

��
�
x�i← T (b,K) ������ ������ ���������

�� r ← y − Φ
�
x�i ������� ����������� ���������

��� �����

������
�
x← �

x�i

�� ��������� �� ������ ��� ��� ������������� ������ ��� ������ ��� ��� ��������� �� ��� ������ ��������� ���
��� ������ ���� ��� �������� ���������� �� ��� ������ ���������� ����� ����� ������� ������� ������������
��� ������������� ���� �� ������ ��� �� ����� �� �� O (MN)� ����� �� ����������� �� ��� �������� �� ���
�������� ������� ���� ���������� �� ����������� ���� ���� ������ ���������� �� ���� �� ������ ��������

����� ������ �������� ���������� ��� ����� �� ��� ��� �� ������ �������� ��������� ������������ ��
��������� ��� ��������� ��� ��������� �������� ����� ��������� �� ��� �������� K �� ��� ������ �������
�� ��������� ������ �� ����� �������� ��� ���� �� � ����� ��������� ���� ��� ������ ����� �������� �� �
������ ��������� ���� �� ���� ��� ��������� ������ ������������ ������ ������ ���� ��� ����� ��� ��
�� ��������� ��������� ������ �� �������� ��� �� �� ��� ��� ����� ��� ����� ������ ��������� ���� ���������

����� ��������� ���� ������������

��������� ���� ������������ ����� �� � ���������� ��������� ��� ������� ��������� ������� ��������� ���

��������� �� ��� �� ������� �������� ���� �� ������� ��������
�
x0� ��������� ���� ������������ ����� ������� �

�������� �� ��������� ����� ��� ����������

�
xi+1 = T

�
�
xi +ΦT

�
y − Φ

�
xi

�
,K

�
. ������

�� ����� ���������� ��� ������ ������ ���� ���� �������� �� ���������� ��������� �� � ���� �����
�
x� ��������

�� ��� ������ Φ ��������� ��� ���� ���� ������ ���� ��� ��������� ������
�
x �������� �� �������������������

��������� �� ��� ���� ��������� ������� �������� ����� ��� ���������� ��� ���� �� ��� ����� ���������� ���
����������� �� ��� ���� ���� ��� ������� �� ��� ����������� �� ����� ���������� ���� �� ���� ��� �������

����� ����������

����� ������ ������������ ���������� ��� �������� ������� ��� ��������� ������ ���������������� ����� ���
���� � ������� �� ���������������� ������� ��� ������� ���� ��������� ������ ���������� ���� �� ���������
������������� �� ��� ������ ���������� ��� �������� ������ �� ����������� ����������� ��� ������� �� ���
������ ����� � ����������� ��������� �� ���� �� ������������� �� ��������� �� �������� �������� �� ��� ������
������ �� ���� ��������� �� ���������� ��� ��� �������� �� ��� �������� ����� ���� ������ �������
��� �������� �� ����� �� ���� ����������� ���������� ���� ����� ����� �������� ��� ������ ������������
����������� �� ����� ���� �� ��� ���� ������������� ������ ���������� ��� ���������� ������� �� �����
���� ��� �1 ������������ ��������� ���������� �������� ����� �������� ��� ���������� �������� �� �����
����������� ���������� ��� ������������� ��������� ����� ���� ����� ��������� ���������� ��� ������ ��������
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��� ������ ������������� ���������� ���� ��������� �� ��� ������� �� ����� ������� ����� ������ ������ �� ���
����� ������� �������� �� ������� ���� ����� ��� N ����� ������ �� ����� �� ������� ������ �� K ��������
��� ��������� ��� ���� �� �� ���������� ��� �������� �� ����� ���� �� �������� ��������� �������� �� ��
���������� �������� �� �������� � ������ �� �������� ������ ������� �� � ������� �������� �� ���� �� ����� �����
��� ������ x ��������� ����� �������� ��� ���������� ����� xi �= 0 ��� ��� K ��������� �������� ��� xi = 0
���������� ��� ���� �� �� ������ � ���������� �� ����� ���� ����� �� �� �������� ��� ������� ���� �������� ���
������ �� ��� ��������� �� x ����� ���� ���������� ��� ������ �� ����� ���������� �� ��� �������� ���������
������� ����� ����� ��� ����������� �� � ������ ������ Φ ����� ������� φij ��� ����� �� � �� ��� ���� �� ��� jth

���� �� ���� �� ��� ith ����� �� ��� ������ �� ��� ���� �� ������ ���� ������� �� ��� ������� ���� ��� �������
�� ���������� ��� ������ x �� ����������� ��� ���� �� ��� �������� ������ �������� ��������

������� ����������� ���� �� ����� ������������� ���������� ���� ������ ������ �� ����������� �� ����
������� ����� ������ ������� ���� xi ���������� ��� ������ �� ������� ������� ������� � ������� ������
���� ����������� i� ������ ������� ��� ������ x �� ��������� ���������� ����� ��� ����� ������ �� ��������
������������ ������������ �� � ������ �� �������� �� N = 232� ����� ������� �� ���������� �� ����� x ���������
��� ��� ����� y = Φx ����� Φ �� �� M × N ������ ���� M � N � �� ���� ������� ��� ������ y �� �����
������ � ������� ���� ���� �� ���� ������� y �� �������� �� � �������� ������ ���� �� ��� �����������
������� �������� ������������ �� ��� ������� ����� ������� �� �� ��� ���� ������� xi ��������� ������� ��
������� ���������� �� xi ����� � ������ ���� ����������� i ������ ������� ��� �������� ���� �� ���������
y ����������� �� ������ ��� ith ������ �� y ���� ���� �� ������� �� ��������� �� xi� ����� �� ��� �� �����
y = Φx �� ������� ���� ��� ������� ����� �� ��������� �� ����� �� � ����� ������ �� ������������� ���
������ x �� ������������� ��� ���� ��� ������� �� ���������� x ���� ��� ������ Φx �� ����� ����������� ���
���� �� ��� ������ �������� ��������

������� ������������� ���������� ��� ������ �������� ���� ���� ��������� �� ��� ����������� � ����
���������� ���� �������� ������ ������� �������� ������ ��� ������� ������ ��� ������ ���������� ��������
������� ����� �� �� ��� ������� � ���� ���������� �� ���� �� ����� ����������� �������� �� �������� ��� ������
������� ���� ��������� ��� ������ �� ������������� ������ �������� � ��������� ��� �������������
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����� H �� ��� ��� �� ��� ��������������� ��������� h : {1, ..., N} → {1, ...,m}� ���� ���� H �� � ����� ���
�� ���� mN � ���� �������� h ∈ H ��� �� �������� �� � ������ �������������� ������ φ (h) �� ���� m × N �
���� ���� ������ ����� � ������ ������ ���� ������� ��� � �� ��� �������� j � ����� j = h (i)� �� ���������
��� ������� �������� ������ Φ� �� ������ d ��������� h1, ..., hd ������������� ���� ��� ������� ������������
������ �� H� ��� ���������� ����������� ����� �������������� ��������� ����� �� M = md� Φ �� � ������
������ �� ���� M ×N ���� ���� ������ ���������� ������� d �����

��� ����� ��� ������ x� �� ������� ������ ������������ y = Φx� �� �� ���� �� ��������� ��� ������������
��� ��� ��������� ��� ����������� ������ ��� ���������� �� ��� ����������� ������ y ��� ��������� �������
��������� �� ��� �������� ������ ��������� {h1, ..., hd}� ������� �������� ��� ith ��������� �� ��� ��������
���� ������ y� ����� ����������� �� ��� ������ ������ �������� h� ����� ��� ���������� ��� yi �� ������
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yi =
�

j:h(j)=i

xj . ������

�� ����� ������ ��� � ���� ������ ��������� ����� j� ���� ����������� yi �� ��������� ����� �������� ��
�� ����������� �� xj ��������� �� ����� ������ ���������� ������ �� ��� ���� i �� ��� �������� h� ������
�������� ����������� �������� �� ���������� ��� ������ ������ ���� ����� ����������� �������������

��� ��������� ��������� �� ������ �� ��� ������� ���� ����� ��� ������� �� ��� �������� ������ ��� ���������
����� ������������ y ����� ��� �������� ������ Φ �� ����������� ������ ��� �������� �� ��� jth ������
����� �� ����� ���

�
xj = min

l
yi : hl (j) = i. ������

������������ ���� ����� ���� ��� �������� �� xj �� ������ �� ������ ������� �� ��� ������������ ���� ��������
�� xj ��������� �� ����� ������ ������� ��� ������� ��� ��� ���� ��� ������ ���������� ������� ��� ����������
�� ���� ���������� �� �� ����������� �� �� �������� �������� ������������������� ���������� �� d = ClogN

��� m = 4/αK� ���� ���� ���� ������������ ��� ��������� ������
�
x ���������

� x− �
x �∞ ≤ α/K · � x− x∗ �1, ������

����� x∗ ���������� ��� ���� K����� ������������� �� x �� ��� �1 ������
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������� ��� ������ �� ��� ����� ������������ ���� ��� ��������� �� � ��������� ������� �� xj ��� �������
�� �� ��� ������ ��������� ��������� �����
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xj = median

l
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�������� �� ���������� ���� �� ������� � ������ ������ ���� � ����� ������ �� ������ ������������ �� ����
�� ����� ��������� ����� ��� ���� ��������� ���������� ������� ���� �������� ��� ��� ����������� �������
������� ������� �� ���� �������� ������ �� ����� �������� �� �� ������� �� ������ ���� ��� �������� �� ���
�������������� ��������� ���� ��� ���� ������� ���� Φ� ��� �� ���� ���� �� ������ Φ �� � ������ ���� �������
��� ������ �� ����������� �������� �� ������� ��������� ��� �������� �� �� ����� ������ �� ������ Φ �� ����
�� ��� ��� ��������� ����� ��� ������� ������ ������ �� ���� ������ ����� ������ ������ �� �������� ���� �������
������� ������� ������������ �� ��� ������� ������ �������� ���� Φ� ����� �� �� �������� ���� ��� ������������
��� ������ ������� ���� ���� ���� ��� ������ ���������� � ������� ��������� ���� �� ��� ���������� ��������
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������� ���� ���� ��� ������������� ���������� �� ��� ��� ������ ������� ��� ������ ���������� ���
������� ����� �� ������ �� ����� ������ �� N � ����� �� ����� �� ������� x �� ���� �� ����� ����� ��� ����
���������� ���� �� ������� ��� ��� N ������� �� x� ���� ��� �� ���������� �� ���� ������� �����������
������� ������������� ��� ���� ������� ����������� ���� N �� ��������� ������ �� �� ��� ������� ����������
�������� �� ���� �������� ��� ��� ���� �� ������� ���������� ����� ���������� �� ������ ���� �� ��� ������
�� ��� �������������� �� ��� ������� ����� ��� �������� K� �� ���� ���� ��� ��������� ���� ��� ������ � ��������
�������������� �� x ��� ������� ������� ���� ��� K ������� �������� ���� ����� ��������� �� ���������� �� ��
��� ����� ���� ���������� ��� ������ ��������� ��� ������ ����� ��� ���������
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���������� ���� �������� �� ���� ������ ����������� ������ ������ � ������������� ������ ���������� ��
����� ������ ��� ������ x �� ���� ��� ������� �� � ����� ��� �� �������� �� ���� �������� �� ������ ���� ����
��������� ��� ������ ���� ��� ������ �������� ���� ��� ������������ �������� ����� ������ �� �������� ������
���� � ����� ����������� ������������� ����� �� ������ �������� ��������� ������ �� ��� �������� �� x� ���
������� ���� ��� ���������� ������������ y = Φx � ����������� ������������ �� ���� ������� ������� �� x�
���� �� �������� ����� ����� ��� ������� �� �������� ������� ��� ������ �������� �������� �����

��� ���������� ��������� �� ���� ������� ����������� � ���������� ���� ��� ������������ ������ ��������
���������� ��������� ���� �� ����������� ������� �������� ���� ����� �� ���� ���� ���� �� ����� ���������� ���
����������� �� ���������� �� ��� ������ �� ������������ ��������� �� ��� ������� �� ������ ���������������
������� �� � �������� ������ �������� ���������� ����� �� �� ����������� ������ �� ��������������� �������
�������� ���� ������� �� ������� ������� ���� ���������� �������� ���������� ��� ���� ������� �� �������� ���
��� �� �� ������������ ��������� ���������
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��� ������ �������� ������ �� ����������� ������ ����� ���� �� ���� ����� ���� ��� ����� �������� ���
��������� ���� ������ ������ �������� ��� ���� �� ������� �������� �� ������� ��� ����� ��� ����������
�������� ����������� �� ������������ �� �� �������� ��� �������� ���� ��� ��� �� ������ ������� ��������
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��� �������� ����� ��� ����� ��� ��� ���������� ����� ��� ������

� ������� ������ Φ ���� ������ ��� �������� ������� ��� ������ x ��� ������������ y ��� �� �����������
�� � ��������� ����� �� ������ ��������� ����� x (i) ��� ����������� ����� y (i) ������ ������ ��� ������
����� �� ������ ��� ���������� ��� ������������ ������� ��� ������ ���������� ��� ������������ �� ��� ��
�������� ��������

��� ������ �� ������ ����������� ������� �� �� ��������� ��������� �� ���� ������������� ��� ������� �� ��������
���� �� �� ������� �� ����� ������������ ��� ������� �� ����� �������� �������� ���� �������� �� �������
�� � ��������� �������� ������� ������������� ���� ���� ������ ��������� ������ ������ � ������� �� �������
��������� ����� ������ �������� ���� ��� �������� �� x ��� ������� �� ��� �� ����� ���� ����� ����������
����� ���� ���������� ���� ��� ����� ����������� ����� ������������� ������� ��� ��������� �������� ���
���� �� ���� �� ����� ��� ����������� ��� ����� ��� ������ ������� ����� �� ��� ���������� �� x�

��� �������� ���� �� �� �������� ������ ������� x� ����� y ��� Φ� ��� �������� ������� ����� ��� ���� ��
� �������� ��������� ������� �� ����� �� ���� �� ����������� ��� �������� ������������� �� ���� �� ��� x (i)
���������� ����������� �� ��� �������� ������������ y (i)� �� ��� ���� �������� ��� ������� ����������
�������� ������ �� ��� ������� � ���������� ����� ��������� �� ��� ���������� ���� ����� ��������������
���� ���� �� ��������� ��� �� ������ ����� � ������� �� �������� ��� �������� ��� ������� ������ �����������
������ ���� ����� ��� �� ������� �� ����� ��� ��� ���������� �������������� �������� ����� ��������� ��
��������� ��������� ������ �� �� �� ���� �������� ��������� ����� �� ��� �� �������� ���� Φ �� ������
������� ����� ���� ���� �� ��� ������� �� ��� ������ ��� ����� �� �����

����� ������ �������� ��������

������� ������������� �������� ���� �� �������� ��� ���������� �� x �� �� ����� ��������� ������ ��������
������� �� ��� �� ����������� � �������� �������� ������ ���� �������� ������ ������������� �� ��������
��������� � ����� ������ �� ���� ����� ��������� ���� � ����� ���������� �� ��������� ���������� ���� ����
������� ��� ���������� ������ ��� ����� �� ������ ������� ���� ��� �� ������������ �� ��� ���� ���� �� �
������ �� ��������� ��� �������� �� � ������ x ����� �������� ������ ��� ����� ��������� ���������� ���
������� �� Φ�

��� ��� ����� ������� � ��������� �� ������� ����� � �������� ����� �� �������� �� ���� �� ��� N ��������
�� x� ������������� � ����� ����� �� �������� �� ��� ���������������� αi �� ��� i

th �������� ������ ���������
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��

���� αi �������� ��� �������� �� ��� ����� �� ��� ���������� ������ �� xi� �� x �� ��� ������ ������ �� ��
�������������� ��� ���������� �������� ����� �� ����� ���

p (x|α) =
N�

i=1

N
�
xi|0, α−1

i

�
������

��� ��� ����� ����� �� α �� ������� ���

p (α|a, b) =
N�

i=1

Γ (αi|a, b) ������

��� ������� ����� �� x ��� �� ������������ ��������� �� �� ��� ��������� ������������� ����� ��� �� ��������
�� ���� �� xi = 0 ���� ����������� ������ �� a ��� b� ���� ������� ��� ������� �������� x �� �� ������� ���
��� �������� ��� �� ���������� ����� � ��������� ����� ������� �� ��� ��� �� ������� �������� ��� ������
������������ �������� ������ ������ �������� ��� ������ ������������� ����� ��� �������� ������������ y�
��� ��������� ������� �� ���� xi �� ��������� �� �� ��������� ��������� ������ ������ ����� ����� �����
������ ��������� ��� � �������� �������� �� ��� ��� ���� � ����������� ����� ������ ����� �� ������ ������

�������������� �� ��� ��������� ��� ���� �� ��� ��� ��������������� a ��� b �� �������� ��������
�������� ����������� ����� ���� ���� � ��� �������� σ2� �� ��� �������� ��� ��� �������� ��� ����������
��� α ��� �������� �� �� ��� �� ��������� ��� �������� ������������� �� ��� ��������� ��� α�

L (α) = logp
�
y|α, σ2

�
= log

�
p

�
y|x, σ2

�
p (y|α) dx. ������

����� �������� ����������� �������

�������������� ���������� �� ��� �������������� �� ��� �������� ��� ����� �������� ������ ��� ������� ��
�� N × N ������� ��������� ��� ����������� ���������� �� �� O

�
N3

�
� � ���� ����������� ��������� ���

��� ��� �� ��������� ����� ������������� ��������� ��� �������� ����������� �� ��� ������ �� � ��������
������� ��������� �� �� ��������� ���� ���������� O

�
NM2

�
� ����� ����� ��������� ��� ������������ �����

��� �������� ���� �������� ��� ����� �� ��������������� ��� ��� ���� �������� �� ��� ������ x �� ��������� ��
�������� ����� ����������� ���� �� ����� �� ���� �������� ���������� ������������� ��� �� �������� ��
��� �������� ����������� ������� ����� ��������� ����� �� ��������� �������� ��� ��������� ��������� �� xi�

� ��� ��������� �� ��� ��� ��������� �� ���� �� ������� ���������� �� ������ ����� �� ���� ���������
��������� �� x� ����� ���� �� �� ���� �� ��� �������������� �� ����� ���������� ����� ����� ���� ����� �� ����
�� ���������� ������ ��� ������ ����������� ������ ��� ���� �� ��� ������ Φ� �� ������ ����������� �� ��� �������
���� �������� �� ���������� ���������� ������� �� ��� ������� �������� ���������� ���� �� ������������
������ ��� ������ �������� ����� ������
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��� ������ ���������� ��� ����� ����������

���� �� ��� ������ �������� ���������� �������� ���� �� ���� ��������� �� ��� �� ���� ������� ���� ����������
��������� �� ������� ��� ������� �� ������ ������ ���������� ��� ����� ��������� �� ����������� �� ���� �������
�� ��� ����� ���� ���� ���������� �� � ��� �� ����� ��������� ��� �������� ���������� �� ���� ������� ����
����� ��� � ����� �� N ����� ���������� ��� �� ������� � ����� �� M ����� ��� �������� ������ �� ���
��������� ��� ��� �� ����� �������� ������������ �� �� M × N ������ Φ� ��� ��� ��� �� �������� ��������
������������ �� �� M × 1 ������ y�

�� ������ ����������� �� �� ������� ���� y ��� �� ������������ �� � ������ �������� �� ��� ����� ����������
����� ����� ������ �� x ���� ���� y ≈ Φx� �������� ���� ��� ������ �� ����� ��������� �� ����� �������� ��
��� ������ �� ������������� ����� M � N � ���� ������� ��������� ����������� ������� �� ���� �� ��������
N ���������� ���� ��� ����� ���� N ������������� �� ������� ���� ����� �� ���������� �� ��������� ��� ��
�������� �� �� ������ ���� ���� � ��� ����� ��������� ��� �������� ��������� �� ������� ��� �������� ���������
�� ���� ���� ��� x ���� �� ���� �� �������� �� ������� ��� �� ��� ����� ��� �� ��� ���������� ���� �� ����
������� �� ��� ��� ������ �������� �� �������� x� �� ���� �������� ��� ���� ���� �������� ��� �� �� ��� ����
�� ��������� � ����������� ��� �� ���� �������� ����� ��������� �� ����������� ��� ���� �������� ��������� ��
���������� ��� ���������

��� ������ ����� �����������

�� ��������������� ����� ���������� ������ �� ���������� ���� ��� ������ ��� ������� ������ �� ��� ����
���� ������ ���� �� ���������� �� ��� ������������ �������� �������� ���������� ��� ����� ���������� ���� ��
���������� �������� ���������� ������� �� ������� �������� ���� ������� �� �������� ��� ���������� ���� ��
����� � ������ x ���� M ������� �� ����� �� ������ �������N �������� ����������� ��������� {φ1, ....φM}�
���� N > M ��� ������� ���� ����� ��� ������� �� x �� ����������� ��� �������� ������� �� � �������N
���� y =

�M
m=1 φixi = Φf � ����� Φ �� � ������ ���� ��� ��� �������� ��������� ��� �������� �� ������

���� ��� ������������ ������� �������� ��� ������� �� y �� �� �������� ���� �� ���� ��� �������� ���� ��
y = Φx+ e� ����� e �� �� ����� �������

��� ���������� ��������� ��� ������ �������� �������� ���� �� ��� ������� �� ����������� ������� �����
���� ���� ���� ������� � ������ �� ������� �� �������� ��� ����� ������ e � ��������� ������ �� �������� ��
������� �� ��� ������ ��� ������ x � ���� e �� ���������� ������ �������� ���� ����� �� �������� ��� ������ ��
����� � ������ Θ ���� �� � ����� ��� ��� ���������� �������� �� ��� ���� �� ��� ������ Φ� ����� �� (N −M)×N

����� ������� �� ��������� ������ �� ��������������������������������������������
��� ������������ �� ����������� ������� ������������������������������������������������
����� ������� �� ��������� ������ �� ��������������������������������������������
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�� ������� �� ������������ �� ����������� �������

������ Θ ���� ����� ΘΦ = 0� ���� ���� � ������ �� ��������� �� ��� ������ ��� ������������ �� ������
������ ���� ���� ��� ������ �� ������ ỹ = Θy = ΘΦx+Θe = Θe� �� ��� ������ Θ �� ����������� ��� �� ������
�� �������� � ��������� ���� �� ��� ���������� �������� �������� �������� ����� ��� e �� ���������� �������

���� ��� ����� ������ e ��� �� ��������� ���������� ����� ��� ���� ��� ��������
�
e �� ��������� ��� ����������

������������ ��� �� ��������� ��
�
y= y− �

e� ��� ��� ������ ��� �� ��������� ��
�
x= Φ†

�
y= Φ†y − Φ†

�
e�

�� �� �������� ���� ��� ��������� φm ���� ������ ����������� ��� ����������� ����������� ������������
�������� ���� �������� ���� � K������� ����� ��� �� ��������� �� M < N −CKlogN/K ��� � ���� �������� C
���� ��������� ���� ������� ��� ���� �������� ������

��� ����� ������� ��� ���� ������ �����������

������� �������� ����� ����������� ������� �������� ���� ��� ������ �������� ���������� �������� ���� ���
�� ����������� ������ �� ��� ������� �� ����� ������� ��� ��� ������� ������� �� ����������� �� ���� ��������

����� ����� �������

����� ��� ������������ ������ �� ��� ������ �������� ���������� ���� ��������� �� ��� ������� �� �������������
����� ������� ����� ������ ������ �� ���� ������� �� ������� ���� ����� ��� N ����� ����� ��� K ���������
�������� ���� �� ���� �� ���� ��� �������� �� ����� ���� �� �������� ��������� �������� �� �� ����������
�������� �� �������� � ������ �� �������� ������ ������� �� � ������� �������� �� ���� �� ����� ����� ��� ������
x ��������� ����� �������� ��� ���������� ����� xi �= 0 ��� ��� K ��������� �������� ��� xi = 0 ����������
��� ���� �� �� ������ � ���������� �� ����� ���� ����� �� �� �������� ��� ������� ���� �������� ��� ������ �� ���
��������� �� x ����� ���� ���������� ��� ������ �� ����� ���������� �� ��� �������� ��������� ������� �����
����� ��� ����������� �� � ������ ������ Φ ����� ������� φij ��� ����� �� � �� ��� ���� �� ��� jth ���� �� ����
�� ��� ith ����� �� ��� ������ �� ��� ���� �� ������ ���� ������� �� ��� ������� ���� ��� ������� �� ����������
��� ������ x �� ����������� ��� ���� �� ��� �������� ������ �������� ������� �� ����������� ��������

����� ����������� �� ���� �������

������� ����������� ���� �� ����� ����� ������� �� ����������� ������� ���� ������ ������ �� �����������
�� ���� ������� ����� ������ �� �� ������� �� � ������� ���� ��������� �������� ������� ���� xi ����������
��� ������ �� ������� ������� ������� � ������� ������ ���� ����������� i� ������ ������� ��� ������ x ��
��������� ���������� ����� ��� ����� ������ �� �������� ������������ ������������ �� � ������ �� �������� ��
N = 232� ����� ������� �� ���������� �� ����� x ��������� ��� ��� ����� y = Φx ����� Φ �� �� M ×N ������
���� M � N � �� ���� ������� ��� ������ y �� ����� ������ � ������� ���� ���� �� ���� ������� y �� ��������
�� � �������� ������ ���� �� ��� ����������� ������� �������� ������������ �� ��� ������� ����� ������� ��
�� ��� ���� ������� xi ��������� ������ �� ������� ���������� �� xi ����� � ������ ���� ����������� i ������
������� ��� �������� ���� �� ��������� y ����������� �� ������ ��� ith ������ �� y ���� ���� �� ������� ��
��������� �� xi� ����� �� ��� �� ����� y = Φx �� ������� ���� ��� ������� ����� �� ��������� �� �����
�� � ����� ������ �� ������������� ��� ������ x �� ������������� ��� ���� ��� ������� �� ���������� x ����
��� ������ Φx �� ����� ����������� ��� ���� �� ��� ������ �������� ������� �� ����������� ��������
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������ � ������� �� ���������� ����������������� �� ������ ���� ��� ������ �� �� ������ �� � ���������� ��
������� ��� ����� �������� ������ ��� ���� ������������� ����� � �������� ������� �� � �������� ����� ���
��������� �������� ��� ���� ������ ��� ��� �� ������ ������������� ����������� ���� ���� ��� ��������������
�� ��� �������� �������� ��� �������� ���� �������� �� ��� ����������� ����������� �� � ������� ���������
�� ��� ������ ������� ��� ������ ��� ���� �� ��������� �� �� ������� ������� ���������� � �� ��� ���� ���
��� �� ��������� ������� ��������

� ����� ���������� �� ��� ��� ������� �� ��� ������ �������� ������� ��� ������ �� �������� ����
������� ��� ���� ������ ������������� ��� ����� ��� ���� ����������� �� ������������� ������ ���������� ���
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�������� ���� � ����� ��������� ������� ��� ������ ����� ������ �������� ���� �� ������������ �������� �����
��� ����� ��� �� ������������� ����� ������ �������� �������� ���� �������� ����� ��� �������� ������ ���
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�� ������������ ����� �������� �� ��������� ����� �������� ��������� ������������� ��� �������� ����� ��� ��
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������� ������� ������

������ ��� ������������� ������� ������� ���� ��� ���������� �������� �� ����� ������� �� ������� �������
����� �� ���� ����� ���������� ���� ������ ������ ��������������� ������ ��������� ��� ���� �� ��������
������ ��������� ������� �� �������� � ������ ����� �� ����� �� ��������������� ������� ������

������ �� � ��������� ������ ���������� ���������� ����� �� � �������� �������������� ��������� ���
��������� ������� � ������� ����� ��������� ������� �������� ����������� �� ���� ������� ������ � ������ ��
���� ��� ������� ������� ������ ��� �� ������� �������� �� ��� ������������� ��� ������� �� ���� ���� ���
������� ���� ��� �������� �� ��� �������� ��������� ����� ��� ��������� ��������� �� � ������ ������������
�� ����� ��� ������ �� ���������� �������� �� �������� ������ �������� ���� ��� ������ ��� ������ ��
������������� ��� �������������� ���������� ����� �� ��� ��������� ��������� ��� ��������� ��������� ���
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�� ��� �������� ��� ����������� �� ����������� ������� �������� ���� ���� �� ��� ������� �� ��������� �
������ ���� ��� ������� � ��������������� ������ x (t)� ������������ �� ����� ���� �� ����� �� ����������
������� ��������� ����� ���� ������ ������ �� ������ x (t) �� ��� ������� ���� ���� x (t) �� ������� �� ����
�������� �� ���� ������ ���� x (t) ��� ���� ���� �� ������ �������� ���� ��������� �� ��� ������� �������
������� ���� �� �� ����� ����������� ��� ���� ���� �� ��� �������� �� ������ �� ���� ������� ��� ��������
�������� ������ ������ ��� �������������� ��������� ���� ��������� �� ������� ������ ������ ��� ���� ���
��������� �� ���� ��� ����������� ������ �������� ���� ���� �� ����� ����� ������ ��������� ���� �������
������ ������������ �� ��� ����� �� ���������� �� ��� ��������
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�� �� ���� ��������� ����� �� ��� ������� ���� � ��������������� ������ x (t)� �� ���� ���� ��������
��������������� ���� ��������� {φj (t)}Mj=1� �� ���� �������� � ����� ������ �� ����� ��� t ∈ [0, T ]� ���
����� ���� �� ������� M ������������ �� ��� ����

y [j] =
� T

0

x (t)φj (t) dt. �����

�������� �� ������ ������ �� ������� ���� ������������ ���� ������� ����� ���� �����������

�� �������� ��� ���������� ��� ���� ������� φj (t)�
�� M ����������� ���� �������� ��� ������ x (t) ���� ���� ���������� φj (t)�
�� M ����������� ���� � ����������� ������� ������

�� ����� ���� ������ ��� �������� ��� ������ �� ���� �� ��� ����������� �� ������� ��� ������������ y [j]�
�� ������� ���� �� ���� �������� ��������� �������� �� ������ �� ����� ���� ���� �� ��� ����� �� �����
���� ���� ��������� ��� ������ �� φj (t) ����� �� ������ �������� ��� ���������� ������� ���� ����������
����������� ������� φj (t) �� ������ ��������� ��������� ��� ������������ ��������� ����� �������� M ������
���������������� ����� ��������� �� ��������� ����� ���� �� ����������� ������������� ��������� ���� �� ������
���� �� ���� �� ����� ���� �� ����� ������� ��� ����� �������

�� � ������� ����� ���� ���� � ������ �� ������ �� ������ ������� �������������� ������ �� ���������
��������� ���������� φj (t)� ��� �������� �� �������� ��� ������������ �������� ���� �� �� ������ φj (t) =
δ (t− tj)� ����� {tj}Mj=1 ������� � �������� �� M ��������� �� ���� �� ����� �� ����� ���� �� ������ ���
������ x (t)� ���������� �� ��� ������ �� ������������ �� ��� ��������� �� ����� ���� ��� ������������� ����
����� ��������� ������ ������ �� ��������� ������ �� ��� �������� [0, T ]� ��� ���� �� ��������� ������� ����
���� ���� �������� ������ �������� � ������ ����������� ��� ���� ��� ������� �� ������ �� � �����������
����� �������� ��� ����������� ���M �������� ��������������������� ������ ���� ����������� �������� �������
���� ���� ������� �� ����� �������� ������� �� ��� �� ���������� ��� �������� ����� ����� ����������� ����
���������� ��� ��� �������� �� ��������� ����� �������������� �������� ��� ��������� ���� ������� �� � ����
������� �������� �� ��������� ���� ��� ������ ����������� ��� ����� ��� ������� �������� �� ������ ����� �
�������������� ����� ���� ���������� �������� ���������� ������� �� ����� ��������� ���� �������� �� ������
������ ������������� ����� ����� ���������� ��� ��� �������� ��� �������� �� ���������� �������� ����� �������
���������� ��� ������ ���� ������ ��� � ��� ��������� ������ ����� ������� ����� ��� ����������� ��������
�������� ����� �� ����� �������� ����� ����� ����� ����� ������ ������ �������������� ����� ���������� ��� �����
������ ��������� �� ������� �� ����� �� ��� ������ �� ���� ��� ������� ��� ������

�� ���� �������� � ������ �������� ��������� ����� �� ���� ��� ������ ����������� ������ ������ �������

��� ������������ �� ��� ������ ����������� �� �������� �� ������ ���� ��� ������ ����� x (t) �� ����������
���� � ������������ ������ ����� �� ±1��� ������ ��� �������� �������� pc (t)� ����� ���������� �������
������ �� � ���� �� Na��� ����� Na�� �� �� ����� �� ���� �� ��� ������� ���� �� x (t)� ��� ����� ������
�� ���������� ���� � ���� ������ 1/Ma ��� ������� �� � ����������� ������������������ �������� ��� ��
Ma�� � Na��� �� ���� ���� ��� ������������ ��� ����� ��

y [j] =
� j/Ma

(j−1)/Ma

pc (t)x (t) dt. �����

�� ��������� ���� �� ��������� �� ���� ������ �� ������ T � ��� �� ����� N = NaT �� ��� ������ �� ��������
�� ��� �������� ��������� ��� M = MaT �� ��� ������ �� ������������� �� ���� ������� ��� ��������������
�� ���� ����� ������ ��� ��� ��� ����������� �� ���� ��� ���������� ��� �������� �������� ������� �� �
���� ����� ����� ��� �������� ��� �������� �� � ��� ����� �� �������� �� �� ������ �� ����� � ���������
������������������ �������� ����������� ���� � ��������� ��� ������ �� ����� ���� ������� ������� ���
���������� �� ���� ����� ��� ��� ������ ����� ����� ������ ������������� �� ���� �� ��� ����� ������������
������������� ������� ���� �� �����

�� ���������� �� ���� ����� �� � ������������� ��� �� ��� ���� ������ ������������ ������������ ����� ��������
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�������� ��� ������ ����������� �������� �������� ����������� ������������ ������� ���� �������� x (t)�
�� �� ���������� �� � ������ ����� ���� ������� x (t) �� ��� ������������ �� ����� � ������������� ������ x� ���
���� ������� � ������ Φ �� ������ ��� ������������ y = Φx� �� ��� ���� �� ��� pc [n] ������ ��� �������� ��
±1 ���� �� �������� ��� ������ pc (t)� ����� pc (t) = pc [n] ��� t ∈ [(n− 1) /Na, n/Na]� �� �� �������� ��������
��� ���� ������������ �� ��� ���� �� j = 1� �� ���� ����� t ∈ [0, 1/Ma]� �� ���� pc (t) �� ���������� �� pc [n]
��� n = 1, 2, ..., Na/Ma� ����� ���� ����� �� ������

y [1] =
� 1/Ma

0
pc (t)x (t) dt

=
�Na/Ma

n=1 pc [n]
� n/Na

(n−1)/Na
x (t) dt.

�����

��� ����� Na �� ��� ������������ �� x (t)�
� n/Na

(n−1)/Na
x (t) dt ������ ���������� ��� ������� ����� �� x (t) ��

��� nth ��������� �������� � ������ ������� x [n]� ����� �� ������

y [1] =
Na/Ma�

n=1

pc [n]x [n] . �����

�� �������� ��� ����������� ������� �� ���������� �� ����������� ��� ������ x ���� ��� ������ �������� ��
±1�� �� pc [n] ��� ���� ������� ����� ���������� ����� �� Na/Ma ����������� �� ��� ��������� ���� �� �
������ ������ Φ ���������� Na/Ma ������������ ±1� ��� ���� ��� �������� ���� N = 12� M = 4� ���
T = 1� ���� � Φ �� ��������� ��

Φ =




−1 +1 +1

−1 +1 −1
+1 +1 −1

+1 −1 −1



. �����

�� �������� Φ ���� ���� M ���� ��� ���� ��� ���� ������� N/M ��������� ���� ���� �������� ���������� ����
��������� ��� ��������� ������� �� ������ ��������� ���� O (N) ������������ �������� �� O (MN) �� ���
������� ����� ���� �� ��������� ������ ������ ���������
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� �������� �������� �� ��� ������ ����������� �� ����� ������� ��� ���������� �� ����� �������� ������� ��
� ���������� ������ ������ ������������ �� �� ����� ���� �� Ψ ���������� ��� N×N ���������� �������� �������
��������� ����� ������� ���� ��� ������ ΦΨ ���� ������� ��� ���������� �������� �������� �������� ����
����� ���� ���� ������������ �������� ����

M = O
�
Klog2 (N/K)

�
, �����

����� ��� ����������� �� ����� ���� ������� �� ��� ������ ������ �� pc [n]� ���� ����� ���� �� x (t) �� �
�������� ��� ������������� ������ ���� ���� ���� �� �� ������� �� �� ������ �� ������������ �� ��� ����� Ψ�
���� �� ������ �� �������� �� ������� x (t) ���� ��� ������������ �������� �� ��� ������ ������������
��������� �� �� ����������� ������������ ���� ��������� �1 ������������ �������� ���� ���� ��� ������
����������� ��� ������� K������� ��� Ψ� ������� ����

M ≥ CKlog (N/K + 1) �����

������������ ����� C ≈ 1.7 ������
���� ���� ��� ������ ����� ���������� �� ����� �� �������� ������������ ����� ���� � ���� ���� ���� ���

����� � ������ ��� ������ ��� ��������� ������� �� �� ����� �� k/Na ��� ���� ������� k� ������� � ����
��������� ������ ����� �� ��� ���������� ������ ����� �� ����� ����� ����� ����� ������ ������ ����� ��� ������
�� ������� �� �� ����������� ������� �� K ����� ���� �� ��������� B� ����� KB �� ���� ���� ���� ���
����� �������� ���������� �� ������� ������� ������� ��� ������ ����������� ��� �� ��������� �� �������
���� �������� ��������� ����� ���� ����� ����� ����������� ������������� ���� �� ���� ��� �������� �� ����
���� ������ ������ ��� ���� ������� �� ������ ���� �� ��������� �� ���� ������ �������� �� �������� �� ��� ��
��� ���� ��������� ���������� �� ����� �� ���������� ��� ��������� ������������� �� ��� ����� �� ���� �������

�� ��� ������� �� ����������������� �����������

��� ������������ �������

����� ������������

������� �������� ������������� ���� ���� �������� ���� ����� ��� ������ �� ����������� ������� �������� ����
���� �� �� ������� ������� ����� ������ ������ �� ���� ����� �� ��� ��������� ������������ ������ ����� ������
������ ������ ������ ��� ������������ ������ �� �� ������� �������� ���� ������������ �������� ��� �����
�������� y [j] =< x, φj > ������� �� N ������ ������� ������� �� ��� �������� ���������� ���� ��� �����
����� ���� �������� �� x� ��� � ��� �� N ������ ���� ��������� {φj}Mj=1� ��� ������������ �� ����������� ��
������ ���� ��� �� ������ ���� �� ��� ������ �� ��� ��� �� ����� �� ������ ���� �� ����� �� ����� �������
��� ���������� �� ������� �� � ���� ����� � �� ������ ���� ��� ���� � ��� �� ���� �������� ����� ���
������ ���� � ������� ����� ��������� ������ �� ��� ��������� ��� ��������� �� � ����� ���� ��������� ��
� ������� ������� � ������ ������� �� � ������������ ��� ���� ������ ������ �� ������ ����� �� ��� ���� ��
�� �������� ������������� ������� ������� �� � ������ ������� ������� ����� ����������

��� ������������ �� ����������� ������� ������������������������������������������������
����� ������� �� ��������� ������ �� ��������������������������������������������
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������ ���� ������������ ������ ����� �������� �������� ���������� �������������� �� ��� ������� �����
x� �� �������� �� � ������� ����������� ������ ����� ����� ����� ������ ������������ ��� ���������
��������� �� ��� ������������ ������� φj �������� �� � ������ ������ ���������� ���� ��������
������ ������� �������� � ������� �� ��� ������ ���������� ���� ����������� �� ��� ����������� y [j]�

��� ����� ����������� ���� ������� ����������� ������ ����� �� � ��������� ��� ���� ����������� �����
����� ����� �� ��� ����� ����� ��� ��� �������� �� �� ����� �� ���������������� ����������������� ��������
�������������� ����� ���� ������ �� ��� ����� �� ��������� ����� �� ���������� ������ ������ ������ ������
������ ����� ���� ������ ������� ����� � ����� ��� ��� �� ���������� �� ��� �� ��� ������ �±10 �������
���� ����������� ��������� �� ����� ��� �� ������ ���� ��� ���� ����� ���� ����� ������� �� ��� ��� ��� ��
�������� �� ��� ���������� ��������� �� ��� ����������� �� ��� ��������

���� ������� �� ��� ��� ����������� �� � ���������� ������� �� φj ���� ��� ������������� ����� �� x��
��� � ����� φj � �� ��� ������ ��� ������������� ������� �� ��� ��� ������ ������� �������������� �� � �
�� ���� ������� �� φj� �� ���� ���� �������������� �� � � �� ���� ������� �� φj� � ������ ���� ����� � ��
������ ����� ���� ������ ���� �������� ��� �������� ����� ��� ������� �� ���� � ������ ������ �������� ����
������ ������ ���� ���������� ��� ������� �� x ��� φj �� ������� ��� ����������� y [j] =< x, φj > �� ���
������ �������� ���� ������� �� ���� ��������� �� �� ��� ���������� ������ �� φj ������� � ��� � ��� ��
�������� �� ��������� ��� ������� ���� ��� ����� ������ ��� ���������� ����������� ����� �� ��������� x
���� � ������ ������ ��� ��� φj ���� ��� �������� �� ��� ���� ����� ���� ������ �� ��������� ��� �������
y = Φx� ����� ���� ��� �� Φ ����������� �� � φj � �� ������� ���������� ������������� �� ��� ���
������ ������������ φj �������� ����� � ������������ ������ ���������� ������� y [j]� ��� ���� ������
��� ������� M ����� �� ������ ��� ����������� ������ y�
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������ ���� ������ ���� �� ��� ������������ ������ �� ��� ����

��� ������������ ������ ������� ��� �������� ����� ����������� ��� ���� �� ��� ������ �������� ����� ����
�� � ������ ����� ����� ������� ��� ��� �� ������ ��������� ���� ����� �� ���������� �� � ������������ �������
������� ������� ��������� ������� � ��������������� ���� �� �� ��������� ���������� ��� ��������� ��������
�������� �������� � �������� �� ������� ����������� ��������� �� �������� ����� ����������� ��� ����������
�������� � ������������ ��� ������������� �������� ��� �� ���

�� �������� �� ������� ����������� ��� ��������� ���������� �� ��� ������������ ������ ������� ��� �����
���� ��� ������� �������� �� � ���������� �� ������ ���� ���� �� ��� ����� ������� �� � ������� ��� ��
���� ����� ��� ���� ��� ��� ������ �� � ��� ��� ����� ��� ������� ���� �� � �������� ����� �� ����
����� ���� �� ��������� ��������� �� ��������� �� ���� ���� �� ����������� �������� ����� N/2 �����
���� ������� ���� �� ������� ����� ������� ����� ������������ ������� ����� ���������� ���� ���� ����� ���
�������� ������

��� ������������ ������ ����� ���� ��� ����� �� ��������� �������� ��� �������� �������� ��� ������������
�� ��������� ������ ��������� ����� ��� ���� ��������� {φj} ��� � �������� �� ����� ��������� δ [n− j] ���� ����
�� ���� ������ �� ����� ����� ��� ����������� ���������� �� ��������� �� � �� ������ ���� ������ ���� �����
��������� ����� ����� ������������ �M ��� �� ������ ���� N ��� ������ ����� ��� ������������ ������� ����
������ ��� ���� ��� � ���� �������� ���������� �� ����� �������

������ ��� ��� ��� ��� ����������� � ������ ������ �� ��������������� �������� �� �� ���� x ��� �������������

�����
�
x ����� �� ��� ������������ ������ ��������� �� ������ ��� ����� N = 256× 256 ��� M = N/50�����

������ ������ ����������� �� N = 256 × 256 ����� ������������ ���������� �� � �������� �� ��� �������� ����
����� ����� ����� ��������� ���������� ����� ��� ����� ������ ��� � ��������������� ���� ���� M = N/10�
�� ���� ������ ��� ������ ���� ������������� ����� ����� ��������� ������������� ����� �� ������� ������� ��
������� ��������� �1 ������������ �������� ���� �����
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��� ��� ���

������ ���� ������ ����� ��������������� ���� ������������ ������� ��� 256×256 ������������ ����� ��
� ��������������� ���� ��� ����� ������������� ���� M = 1300 ������������ ������ ������������ �50×
������������� ��� 256× 256 ����� ����� �������������� �� � �������� �� ��� �������� ���� ����� ������ ��
� ��������� ������� ����� � ������ ��������������� ���� ������� ��� ����� ������� ��� M = 6500 ������
�������������

����� �������� �����������

����� ��� ��� ����� �� ������������� �� ��� ������ ��������� ���� ��������� φj � �������� ���� ���� ��
�������� ��� φj �� �� {0, 1}�������� ������� ����� �������� ��� ����� ������ �� N �� ������������ ������������
�� ����� ������ ���� ������������ Φ ��� �� ��������������� ����������� ������ ��������� ����� ������
���� ������ ������ Φ� �� ��� ���� �������� Φ ���� ����� � ���� ��������������� �������������� �� ������
������ ����������� �� � ������ ��������� �� �������� ��������� ����� ����� �� ���� �������� ��� �����
��������� ��� ��� ������� �� �������������

�� ���� ������� ���� N �� � ����� �� � ��� ��� Wlog2N ������ ��� N ×N ����� ��������� ������� ��
����� �� ������� W0 = 1� ��� �� ��� ����� Wj ����������� ��

Wj =
1√
2


 Wj−1 Wj−1

Wj−1 −Wj−1


 . �����

���� ������������ �������� �� ����������� ������ ���� ������� �� ±1/
√
N ���� ������ � ���� ��������������

��������� O (NlogN) ������������ �� ������ �� �� �������� ���� ����

W1 =
1√
2


 1 1

1 −1
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W2 =
1
2




1 1 1 1

1 −1 1 −1
1 1 −1 −1
1 −1 −1 1



. ������

�� ��� ������� ����� ������������� �� �������� ������� ���� N = 2B ��� �������� WB � ��� IΓ ������
� M × N ��������� �� ��� �������� I �������� �� ������� � ������ ��� �� M ����� �� ���� IΓWB �� ���
��������� �� WB ���������� �� ��� ���� �� WB ������� �� Γ� ������������ ��� D ������ � ������ N ×N
����������� ������� �� ��� �������� Φ ��

Φ =
�
1
2

√
NIΓWB +

1
2

�
D. ������

���� ���� 1
2

√
NIΓWB + 1

2 ������ �������� ��� ������ IΓWB �� ���� {0, 1}������� �������� ��� ������ ����
���� ��� �� Φ ���� �� �������� ���� � ��� ������ �� ������� ���� �� ���� ��������� �� ��� ��� ������
������������ D ��� �� ������� �� �� ������ ��������� ��� ������ �� ��������� ��� ������� �� WB � ����
���� ���� ���� ���������� ���������� ����� ���� �� ��� ���� �� ��� ����� ������ ��� ������ ����������
���� ������ ����� ������� ����� ��������� � ��� ��������� ��� ������ ���������� ���� ���������� ���� ����
�� ���� ����� �� �� ��� ���� ��� ������ ���������� ���� ���� Φ �������� ���� � ������� ����� Ψ ���� ����� �
������� ΦΨ ���������� ��� ���������� �������� �������� �������� ����� ��� ���� �������� ����� �� ���� ����
�� ���������

��� ������������� ���������

�������� ������� ����� ������ �� � ����� �� �������� ������� �� ����� ���������� � ���� ����� ��� ���� �
����� ������� ��� ��������� ����� ��� ���� �� ��� ������ �� ����� �������� ������ �� ������������ ���� �������
��� ���� �������� �� ��� ������������� ��� ������������� ������� ������� ����������� ����� ��� ���� �� ��
�������� �������� �� � ����������������� �������� ���� ��� ��� ������� ���������� x ��� y ��� ��� ��������
��������� λ�

�� ������ ������ � �������� �� � ��� �������� f (x, y, λ) ���� ��� �� ����������� �� � �������� �� �����������
�� ��� ����� �� �������� ������������ �� ������� �������� �� ����� �� ������ ���� ���� �� ��� ������� ��
������ � ������ �� ���� ����� � ������� �������� ��������� �� ��� �������� �� ��� ������ �� ��� ��������
��������� f (x, y) = {f (x, y, λ)}λ� ��� �������� ��������� �� � ����� ��� ���� � ������ �� ����������� �����
��� ������������� ����� �� ��� ����� ���� �� ��� �������� �� ��� ������ ��� �������� ����� �������� �����������
�� �� �������� �� �������� ��� ���� �� �������� �������� ���� �������� ���������� ��� ������ ��� ������� �� ���
�������� ������������

��������� ��� ����������������� ����� ��� �������� ������ �� ������ ������� �� � ��������� ����� ��
���������� �� ��� ������ �� �������� ����� �������� �������� ������������ ��������� �� ������� �� ���
�������� ����� ��� ������� ��������� ������ �� ������� ������ �� ���� �������� �� ������������� ��������
����� ���� ������� �������� ��������� �� ������� �������

������ ������� �� ��������� ������ �� ��������������������������������������������
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���������� �� ��� ������ ����� ��� ��������� �� �� � ����� ����������� ��� �������� ���������� ��������� ��2�
��������� ��� ��������� ����� ���� ������� ��� ������ �� ������������� ���������� �� ��� ��������� ������� ���
���� ��������� �� ����� �� ��� ������� ����� ����� �� �� �������� ����� ����� ������������ ����� �������
��� � �������� ����� �������� ��� ������� ����� �� ���������� �� �������� � ���������������� ���� ��������� ��
��� ����������� ������� �������� �� ��� ���� ����� ���� ��� � K−����������� ��������� M = O (KlogN)
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������������� ����� ��� ��� ������� ���������� ����� ��� ������� ������ �� ������������ M ��� �����
������ σ ��� � ��� �� ������ �� ������� ������� ����� ������� ������� �� M ���������� ��� ��������� �������
��� ��������� �������� �� ����� ���� ���������� ��� ����� ��������� ��� �������� ���� �������� ����������
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�������� � ������ x ∈ RN � ��� ������� ���� �� ���� �� �������� ���� �������� f (x) ��� ���� ������� ���
������������ y = Φx� ����� Φ �� ����� �� M × N ������� ��� ���� ��������� �������� ���� ���������
��� ���������� �������� ���� ������� ��� ���� ������ ���������� ���� �� ������ ���������� �p ������ ���
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������ ��� �� ������ �� ���� ����� ����������� ��� ���������� ��� ������������ �������� �� � ��� ��� ��
������ ������ �� �������� � ������� ��� ������� �� ����� ��������� �� ���� ���� �������� ��� ����������
������������ ��������� � ��� �� ��� �������� ������� �� ������ M �� ������������ ����� ������� ����
�������� �� ���� ������ �� ������ ��������� ������ �� ������� ��� ����� � ����� ���� �������� ���� ��������
��� �� ����� ���������������� �� ��������� �� ���� �� ��� ������ ����������� ����� �������� ���� �����������
���� ��� ���� �� �� ����� ����� ��� ���� �� ����� �������

��� ������ ��� ���� �� ������� ���� ���� ������ �������� � ������������ ������� �� ���� ����� ����
������ �������� �������� ������ ����������� �� ��� ���� ��� ��������� ���� ����� ���������� ���������
�� ��� ���� �� ��� �������� � ��������� �������� �� ���� ��������� �� ��� ������ �� ������� �������� ���
������� �� �� ����� �� ������������ ��� ����� �������� � �� ���� ����� ���� ������ ��� ����� ��� ���� ����
���� � ������ �� ��� �������� ����� ���� ����� �� ������� �� � ������� ���� ���� �� ����� �� ������� ��
������������ ��� ��� ��� ���� �� ��� �������� �� �������� � �������� ����� �� ��� ������� ���� ������ ���
������ �� ������������� ������� Θ

�
kMn2

�
� ����� k ���������� ��� ������ �� ������ �� ����� ��� ����

�� ������������ M �� ��� ������ �� ������ ������� ���� ���� ������ ��� � ��� ��� ������ �� ����� �� ���
�������� ��� ������� ��� �� �������� �� ����� ���������� ��������� ���������� �����

������ ������� �� ��������� ������ �� ��������������������������������������������

��������� ��� ���� �� ���������� ��������������������������������������������



��

�������� ����������� ������ ������ �����������

� ������ ������ ������� ��� ���������� ��������� �������� �� �������� ��� ������ �� ��������������
���� ���� ���� �������� �� ����� �� ������ ������� ����� ����������� ������ ���� ���� ���� ����� M
����������� �� ��� ����� ������� ����� ����������� �� � ����� ��� �� L ���������� ��� ������� ��� �������������
��� ��������� �� ������������ ��� ������� ����� N −L �� ���� ����� ������� ���� �� ����� ������������ �����
����������� ��� ����� �� ���� �� �� ������������ ���� ������� ������� �� ���� �� ���� ������ ������������ �����
��� �� ����������� ������ ������ �� ��� ���� ����� �� ������� � ���������� ����� ������ �� �������������
�� ��������� �� ���� �������� ���� ��� ��� ������� ����� �������� ��� ������������ �� ��������

������ ����������� ����������

������������� ���������� ��� ���� ���� ��� ������ ���� ���� �� ������ �� � ������ ��������� ���� ������������
�� ������ �� ������ �������� ���� ��� ������ ������ ����� ������� ������� ��� � �������� ������� ��������
�������� ���� �����������

�������� ����������� �������� �������

����������� �������� ������� ����� ���������� ��� ��� �� ����������� ������������� �� ������ ��� ������
������� ����� �� ���� ������ ���� �� ���� ���� ������ ���������� � ����� ���������� �� ����� ���� �������
���� ������ ���� ��������� ��� ���������� ����� �� ������ ���������� ��� ������������ �� � �������������
��������� ��� ����������� ��� ���������� �� ��� ������� �������� �� ��� ��������� �������� ���� �������
����� ����� ������ �� ���� ���� ��� ������ ������ �������� ��� �� ������������� ���� ����� �� ��� �������
�������������� ����� ��������� �� ��� ������ ������������

� �������� �� ���� ������ �� ��� �������� �������� ���������������� �������� ��� �� ������������ ���
����� �� ���� ����� �� �� ���� ������� �� ������������ ������������ �� �������� ��� ����� �������� �� ��� ����
������� ��� ����� ���������� ���� �� ���������� ������������ �� ���� ���� �� �������� ����� ����� ��
��������� ��� ������� ���� ��� ����� ��� ��� �� ������������� ����� ��������� ���� ��� ������ ������� ��
���������� ���� �� ���������� ���� ���� ��� �������� �� ��� ���� ���� ��� ������ �������� ������ �����
����� ���� �������� ��� ���������� �� ��� ������������ ���������� ������������ �� ���� ������ ���� ����� ����
� ����� ����� �� ���� �������� ��� ��������������

�� ����� ����������� ��� ��������� ��� � �������� ������������ ��� ���� ���� ����� ����� ������� ����
���� ������ �� ����� ����� ��� ���� ������ �������� �� � ���� ������ ���������� ���� �� ������������ ��
M−2α/(2α+1)� ����� α �� ���� �������� �������� ����� �� ��� ������� ���������� ���� ���� ���� � ������
����������� ����� ��� ������ ����� ����� ������� ���� ������� ����������� ������������ �� M−2α�

�������� ����������� ����������� �������

����������� ����������� ������� ����� �������� ������� ������ ��� ��������� ����������� ������ ��������
������� �� ��� ���� ���� ���� ������ ������� ��� �� ������� �� ���� ������ � ������� ���� �� ������ �����
�������� ����� �� �� ������� ������ ���� ������ ��� � ������ ��������� ��� � ����� ����������� ���� ���
����������� ���� ������� �� �� ������� ���� ����� ���� ���������� ��� �� ������� �� � ����� �����������
����� ����� �������� ����� �������� ������ ������ ���� ���� ����������

�� ���� ������ ������ ��� ����������� ��� �������
�� ������ ����������� ���� ������ �������� ����������
�� ������ ����������� ��� ����� ������ �������

�������� ��� � ����� ���� ���������� ��� �� ��� ���������� ������� ������ �� ����� ���� ��� � �� ������
���������� �������� ��� ����� ������ ��������� �� ��� ���� ���� �� ���� ������������ ����� ���� � ��� � ���
�� ������ ����� � ������ �������� ����� ��� ����� ���������� �� ��� ������ �� ������� �� ��� ��������

���� �������� ���� ��� ������� ��� ������������� �� ���������� ��������� �� �������� ��� ��������
����� �� � ������� ��������� �� ������ �� �������� ������������� ��� ���������� ���������� ��� �����������
������������� ����� ��� �� �������� �� ��� ������� ������� ���������

��������� ��� ���� �� ���������� ��������������������������������������������



�� ������� �� ������������ �� ����������� �������

���� ������� ���������

���������� �� ��������� �� � �������� ���� �� ���� ������������ �� �������� ��� ����� ���������� ��������
��� ��� ��������� �� ������ ������� ������ ��������� ����������� ������� ��� ������������� ����������� ��
���� ������ �� ������� ��� ������� �� ���������� ����� �� ����������� ������� �������� ���� ���� ��� ���
����������� ������� ���������� ������ � ��� ���������� ������� �� ���� �������� �������������

��� ����������� ��� � ���������� ������� �������� ��� ������� �������� ���� ���� � ���������� ����
���� ����������� ��� �� ����� ������� �� ����� ���� ��������� �� �������� ������ ������ � ��� ����������
�������� �� ������� ������� �� ������ ���� ���������� ��� ��������� ������ ������� ���� ��� ����������� ��
� ����������� ���� ��� �������� ��� �� ������ �� � �������� �� ���� ��� ����� �A� T � G� C� ���� ���� ��
���� ���� ��� ������� �� ������������� ������ A ���� T ��� G ���� C� ���������� � ��� ����������� ��
� ������ ���������� ������� ������ ���� ���� �� ���� �� ����������� ���� ��� ������������� ����������� �� �
���������� �� ���� � ������ ���������� ��� ������ ��� ������ �� �� ��������� �� ������������ ������ ������
�� �� ������ ���� ��� ����������� ��� ���������� ��� �� ������ ���� �� ���� ���� ��� ����� ��� �� ����
�� ��� ������ ��� ����� �� ���� ������� ����� ����� ����� �� � ���������� �������� �� ������� ����������� ��
��� ����� ����� ������� ��� ��������� � ������� ������� �� ����� ����� ���� ��������� ����� �� ���� ���� ��
����� ��� ������� ������ �� ��� ���� �������

������ ����� ������� �� ����������� ��� ���������� ������� ������ ��� ���� ������������� �� ���
������ �������� ��������� �� �������� ���������� �����

����� ��� ����� ������ ���� ��� ����������� ���������� ������� ���� ���� �������� �� ������ ���� ���
�������� �������� ���� ��� ������ �� �������� ����� ���� �������� �������� ������ �� � ����� ��� ������������
��� ���� ������� ���� ���� ������ �� ���� ���� ����� ��� ������� �� � ���� ������ ���� ������� ���� ����������
������� ���� �� ��������� ���� ��� ����� ����� ���� ������ ������ ����� ������������������� ������ ����
�� ������ �� ��� ����� �������� ������� ���������� ������ ������� �� ��� ������� ������������� �������
������� ��� ����������

��� ������ ������� �� �������� ������ ��������� ����� ��� ������ �� ��� ����������� �� ��� ������ ��
��������� ���� ��� �� ���������� �� ������� ���������� ������������ �������� ��������� ���� �� ����������
��������� � ����� ������ �� ��� ������� �������� � ���������� ���� � ����� ������ �� ������ �� ����� �����
��� ���� ���� ����� ������� ��������� ���� ���� ���� ���� ��� �������� ��� �������������� ���� ���
���������� ����� �� ���������� ���� �� �������� ������� �� ��� ������ �� ������ ������������ � ����������
������� ��� ���������� ���������� �� ���������������� ����������� �� � ����������� ������� ������� ���
����������� ��� ������ ������ �� ������������ �� ����������� ����� ���������� ���������� ��� �������
����������� ���������� ��������

��� ����� ������� �� ��� ��������� ����������� �� ��� ����� ������ �� ����� ����� �� ����������� ������������
�������� ��� ������ �� ��������� ������ �� � ������ �� ���� ������ ��� ��� ������ ��� �������� �� �� �������
�� � ���������� ������������� �� � ����� ���� ��� ��������� �� �� �� �������������� ������ �� �� �������

������ ������� �� ��������� ������ �� ��������������������������������������������

��������� ��� ���� �� ���������� ��������������������������������������������



��

���������� �� � ������������� �������� ���������� ���� � ����� �������� �� ����� ���� �� ������ �� � ����� �����
������������� �� ��� ��� ������� ��������

�� ������ ����� ��������� � ����������� ������� ��� ���������� ����� ���� �������������� �������
�������� �� ����� �� ������ ��� ������ �� ������ ����� ������ ������ ������ ���� ���� �� ��� ��� ��������� �
����� �� ������ ���������� ��� ������� ����� �������� �������� � ������ ������� ��������� ��� � ������ �������
���� ���� ������ ������� ��� ���� ������ ����������� �������� ������ ��������� ��� ������ ���� �������
���� ������������� ������� �� ��� ������� �� ��� ���������� ������ �������� ��� ���� �� ��� �� �������� ��
���� �������

�� ������ � ������� ����������� ������� �� ��� ������ ���� ����� �� � ��� �� �� � ����� ���������
���� ���� ��� ������� �� ���� ����� �� � ������������� ����������� �� ��� ��� ������� �� ��� ������ ���
������������� ��� �������������� �� ���� ������� ������������� ������ ��� ����������� �� ����� ������� �� ���
������ ��� ������� ���� ��� ��� �� ��� ����� ���� ��� ������ �� ��� ������ ��� ������� ������ �� ���� ����
�� ��� ���������� �� � ������ ����������� �� ������������� �������� ������� ��� ����� �������� ��� ���� ��
��� ������ �������

������ ����� ��������� �� ��� ��� ������� ������ Φ ���� M ����� ����������� N �������

������ ���� ����������� ��� ������� �������� �� ���������� �� ������ ����� ��� M ����� �� ��� ��� ���
N �������� �� ���� ��� ����� ����� ���� ������ ������� ��� 1 ≤ i ≤ M ��� 1 ≤ j ≤ N � ��� ����� �� ���� i
���������� ���� ������ j ���� ������ φi,j � ��� ������ j ������ �� ��� ������ ��� ������ ���� �������������

xj � �� ���� ��� ����� ������������� �� ���� i �� yi =
�N
j=1 φi,jxj = φix� ����� φj ��� x ��� � ��� ��� ������

������� ������������� ��� ��������� �������� ���������� ������ ��������� ������ y = {yi}i = 1, ...,M ��� ���
�� ����������� ����� y = Φx�

����� ����� ������� ��� ���������� ���� �������� ��� ����������� ������ ��� �������� �� ��� ������ ������
�� ��� �� �������� ��� ��� ����� ��������� �� � �������� �������� ���� ������� ����� ������� �� �� ���
����������� ������������ �� ��� ���� �� ��� ���� ������� ��� �������� ��� ������ ������ ���� � �������
������ �� ������������ ������� �� ���� �� ����� ������� ����� ���� �� ��������� ����� ����� ��� ������
������ ���������� �� ������� ��������� �� ��� ������������ ��� �� �� ���� ����� ����� �������������� ����
��� �� ������� �� ��� ������������ �� ��� ���� �� ��� �� �������� ������� ���� �� ������ �����������
�������� ���� ���� ������ x ����� ���������� ��� ������������ ����� ��� ����������� �������������� ��� ��
��������� ������ ��������� ������

��������� ��� ���� �� ���������� ��������������������������������������������
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������� �

����������

��� ������������ ������ ����������

� ������ �� �������������� ������� �������� ��� ���������� ��� ����� �� ������� ������� ������������� ��
������� �������� ���� ������������� �� ���� ������� ���� ���������� ���� � ���� ������� ����������� ��
����������� ��� ����� �� ������������ ������������� �����

��������� ����
� ������ �������� X �� ������ ������������ �� ����� ������ � �������� c > 0 ���� ����

E (exp (Xt)) ≤ exp
�
c2t2/2

�
�����

����� ��� ��� t ∈ R� �� ��� ��� �������� X ∼ Sub
�
c2

�
�� ������ ���� X �������� ������

��� �������� E (exp (Xt)) �� ��� ����������������� �������� �� X� ����� ��� ����� ����� �� ����� ��
��� ����������������� �������� �� � �������� ������ ��������� ����� � ������������ ������������ �� ���
����� ����������������� �������� �� ������� �� ���� �� � ��������� ����� ��� � ���������� ������ ��
������������ �������������� ��� ����� ��� ��� ������������ ��������� ���������

������� ���
�� X ∼ N

�
0, σ2

�
� ����� X �� � ��������� �������� ������ �������� ���� �������� σ2� ���� X ∼

Sub
�
σ2

�
� ������� �� ��������� ������ ��� ����������������� �������� �� � �������� �� ����� ��

E (exp (Xt)) = exp
�
σ2t2/2

�
� ��� ���� ����� �� ��������� ���������

������� ���
�� X �� � ���������� ������� ������ ��������� ����� ��� ��� ����� ����� ������ � �������� B ����
���� |X| ≤ B ���� ����������� �� ���� X ∼ Sub

�
B2

�
�

� ������ ��� �� ������������ ������������ ������ ��������� �� ������� ��������� ����� �������� ��
�������� ���� ��� ���� ��� �������� �� ��� ��������� ���������� ������ ������ �� �����

����� ���� �������������������� �����
�� X ∼ Sub

�
c2

�
�����

E (X) = 0 �����

���

E
�
X2

�
≤ c2. �����

����� ������� �� ��������� ������ �� ��������������������������������������������

��������� ��� ���� �� ���������� ��������������������������������������������

��
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����� ���� �������������������� ������ �� �� ����� ���� �� X ∼ Sub
�
c2

�
���� E

�
X2

�
≤ c2� �� ����

�������� �� ���� �� ������ �� �������� � ���� ����������� ����� �� ������ ��������� ��� ����� ���� ����������
������� �� ���������

��������� ����
� ������ �������� X �� ������ �������� ������������ �� X ∼ Sub

�
σ2

�
����� σ2 = E

�
X2

�
� ����� ���

����������

E (exp (Xt)) ≤ exp
�
σ2t2/2

�
�����

����� ��� ��� t ∈ R� �� ������ ���� X �� �������� ������������ ���� �������� σ2� �� ���� ��� ���
�������� X ∼ SSub

�
σ2

�
�

������� ���
�� X ∼ N

�
0, σ2

�
� ���� X ∼ SSub

�
σ2

�
�

������� ���
�� X ∼ U (−1, 1)� ����� X �� ��������� ����������� �� ��� �������� [−1, 1]� ���� X ∼ SSub (1/3)�

������� ���
��� �������� ��� ������ �������� ���� ������������ ���� ����

P (X = 1) = P (X = −1) = 1− s

2
, P (X = 0) = s, s ∈ [0, 1) . �����

��� ��� s ∈ [0, 2/3]� X ∼ SSub (1− s)� ��� s ∈ (2/3, 1)� X �� ��� �������� �������������

�� ��� ������� �� ���������� ���������������� ��� ������������ ��� �������� ������������ ������ ����������
������ �� ����� ���� ����������� ����� ������������� �� ������� ���������

������� ���� �������������������� �����
� ������ �������� X ∼ Sub

�
c2

�
�� ��� ���� �� ����� ������ � t0 ≥ 0 ��� � �������� a ≥ 0 ���� ����

P (|X| ≥ t) ≤ 2exp
�
− t2

2a2

�
�����

��� ��� t ≥ t0� ��������� �� X ∼ SSub
�
σ2

�
� ���� ����� ����� ��� ��� t > 0 ���� a = σ�

�������� ������������ ������������� ���� ������� ��� �� ��� ����������� ���������� �� � �������� ���������
����� ��� ��� �� ��� ������������ ������ ��������� �� ������ � ������������ ������ ��������� ���� ������ ��
����������� �� ���� ���������� �� ��� ��������� ������

����� ����
������� ���� X = [X1, X2, ..., XN ]� ����� ���� Xi �� ����������� ��� ����������� �����������
�������� ���� Xi ∼ Sub

�
c2

�
� ���� ��� ��� α ∈ RN � < X,α >∼ Sub

�
c2 � α �22

�
� ���������� �� ����

Xi ∼ SSub
�
σ2

�
� ���� ��� ��� α ∈ RN � < X,α >∼ SSub

�
σ2 � α �22

�
�

������
����� ��� Xi ��� ������� ��� ����� ������������ ������� ��� ��������� ���

E
�
exp

�
t
�N
i=1 αiXi

��
= E

��N
i=1 exp (tαiXi)

�

=
�N
i=1 E (exp (tαiXi))

≤ �N
i=1 exp

�
c2(αit)

2
/2

�

= exp
���N

i=1 α
2
i

�
c2t2/2

�
.

�����

�� ��� Xi ��� �������� ������������� ���� ��� ������ ������� �� ������� c2 = σ2 ��� ��������� ����
E

�
< X,α >2

�
= σ2 � α �22�

��������� ��� ���� �� ���������� ��������������������������������������������
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��� ������������� �� ������� ��� ������������ ������ ����������

������������ ������������� �������� ���� ���� � ����� ������������ �� ��� ������������� �� ������� ����
������� ������ �� ���������� ����� �� ���� ���� �� ��� ������� ����� � ��� ������� � ���� �������������
������ ���������� �������� ���� �� ������ ��������� ������ ��� �������� ���� �� ������������ ������ �����
������ ��� ��� ��������� �������� �� ���� �� ���� ������������ �� ����� ��� ���� �� � ������ �� ������������
������ ���������� �� ����������� �� X �� � ������ ����� ���� Xi �� ������ ���� Xi ∼ Sub (c)� ���� �� �����
���� �� ���� ��� � X �2 �������� ���� ��� �����

�� ����� �� ��������� ��� ������� �� ���� ���� ��� �� �������� ���������� ��� ����������� ������ ����������

����� ���� ��������� �����������
��� ��� ����������� ������ �������� X ��� t > 0�

P (X ≥ t) ≤ E (X)
t

. �����

������
��� f (x) ������ ��� ����������� ������� �������� ��� X�

E (X) =
� ∞

0

xf (x) dx ≥
� ∞

t

xf (x) dx ≥
� ∞

t

tf (x) dx = tP (X ≥ t) . �����

�� ��������� �� ���� ������� ��� ��������� ����� �� ��� ����������� ������ �� � ������������ ������
���������

����� ����
������� X ∼ Sub

�
c2

�
� ����

E
�
exp

�
λX2/2c2

��
≤ 1√

1− λ
, ������

��� ��� λ ∈ [0, 1)�
������
������ ������� ���� �� λ = 0� ���� ��� ����� ����� ���������� ����� ������� ���� λ ∈ (0, 1)� ���
f (x) ������ ��� ����������� ������� �������� ��� X� ����� X �� ������������� �� ���� �� ���������
����

� ∞

−∞
exp (tx) f (x) dx ≤ exp

�
c2t2/2

�
������

��� ��� t ∈ R� �� �� �������� �� exp
�
−c2t2/2λ

�
� ���� �� ������

� ∞

−∞
exp

�
tx− c2t2/2λ

�
f (x) dx ≤ exp

�
c2t2 (λ− 1) /2λ

�
. ������

���� ����������� ���� ����� ���� ������� �� t� �� ������

� ∞

−∞

�� ∞

−∞
exp

�
tx− c2t2/2λ

�
dt

�
f (x) dx ≤

� ∞

−∞
exp

�
c2t2 (λ− 1) /2λ

�
dt, ������

����� ������� ��

1
c

√
2πλ

� ∞

−∞
exp

�
λx2/2c2

�
f (x) dx ≤ 1

c

�
2πλ
1− λ

. ������

����� ������� �� ��������� ������ �� ��������������������������������������������

��������� ��� ���� �� ���������� ��������������������������������������������
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���� ��������� �� ����� ��� ������

�� ��� ����� ��� ���� �������� ����� ����������� ��� ������� �� ���� ��� ���� ������������� ��� ����
����� ����������

������� ����
������� ���� X = [X1, X2, ..., XM ]� ����� ���� Xi �� ������ ���� Xi ∼ Sub

�
c2

�
��� E

�
X2
i

�
= σ2�

����

E
�
� X �22

�
= Mσ2. ������

��������� ��� ��� α ∈ (0, 1) ��� ��� ��� β ∈
�
c2/σ2, βmax

�
� ����� ������ � �������� κ∗ ≥ 4

��������� ���� �� βmax ��� ��� ����� σ2/c2 ���� ����

P
�
� X �22≤ αMσ2

�
≤ exp

�
−M(1− α)2/κ∗

�
������

���

P
�
� X �22≥ βMσ2

�
≤ exp

�
−M(β − 1)2/κ∗

�
. ������

������
����� ��� Xi ��� ������������ �� ������

E
�
� X �22

�
=

M�

i=1

E
�
X2
i

�
=

M�

i=1

σ2 = Mσ2 ������

��� ����� ������ ������ �� ��� ���� �� ������ ��� ������� ��� �� ���� �������� ������� �� �����
�� �������� �������� �����������

P
�
� X �22≥ βMσ2

�
= P

�
exp

�
λ � X �22

�
≥ exp

�
λβMσ2

��

≤ E(exp(λ�X�22))
exp(λβMσ2)

=
QM

i=1 E(exp(λX2
i ))

exp(λβMσ2) .

������

����� Xi ∼ Sub
�
c2

�
� �� ���� ���� ����� ���� �� �� ����

E
�
exp

�
λX2

i

��
= E

�
exp

�
2c2λX2

i /2c
2
��
≤ 1√

1− 2c2λ
. ������

�����

M�

i=1

E
�
exp

�
λX2

i

��
≤

�
1

1− 2c2λ

�M/2
������

��� �����

P
�
� X �22≥ βMσ2

�
≤

�
exp

�
−2λβσ2

�

1− 2c2λ

�M/2
. ������

�� ������� ��� ���������� �� ���� ��� ������� ��� λ� ��� ��� ���� ���� ��� ������� λ ��

λ =
βσ2 − c2

2c2σ2 (1 + β)
. ������

��������� ��� ���� �� ���������� ��������������������������������������������



��

�������� ���� �� �� ������

P
�
� X �22≥ βMσ2

�
≤

�
β
σ2

c2
exp

�
1− β

σ2

c2

��M/2
. ������

����������

P
�
� X �22≤ αMσ2

�
≤

�
α
σ2

c2
exp

�
1− α

σ2

c2

��M/2
. ������

�� ����� �� ������� ��� �������� ����� ������������� ���� ���� �� �� �����

κ∗ = max

�
4, 2

�
βmaxσ

2/c− 1
�2

(βmaxσ2/c− 1)− log (βmaxσ2/c)

�
������

���� �� ���� ���� ��� ��� γ ∈
�
0, βmaxσ

2/c
�
�� ���� ��� �����

log (γ) ≤ (γ − 1)− 2(γ − 1)2

κ∗
, ������

��� �����

γ ≤ exp

�
(γ − 1)− 2(γ − 1)2

κ∗

�
. ������

�� ������� γ = ασ2/c2� ������ ������� �� ����� ������� ���������� ������� γ = βσ2/c2 �����������
�������

���� ������ ����� �� ���� ����� � ������ ���� ������� ����� ��������� �� � ������������ ������������� ��
��� ������ ��� ���� �� ��� ������ �� ����������� ������ ��� �������� ����� �� Mσ2 ���� ������������� ����
����������� �� M ������ ����� �������� ���� ��� ����� �� ��������� ������� ��� β �� ������ �� ������� ��
β ≥ c2/σ2 ≥ 1� ����� ��� � ������� ������������ ������������� �� ��� �� ������ �� ������� �� �����������
����� �������������� �������� ������ ���� ��� �������� ������������ ������������� �� ���� ���� c2 = σ2� ��
����� ����� �� �� ���� ������������ ��������� ��� �������� ������������ ������������� �� ���� ���� ��� ���������
������ �����������

��������� ����
������� ���� X = [X1, X2, ..., XM ]� ����� ���� Xi �� ������ ���� Xi ∼ SSub

�
σ2

�
� ����

E
�
� X �22

�
= Mσ2 ������

��� ��� ��� ε > 0�

P
���� X �22 −Mσ2

�� ≥ εMσ2
�
≤ 2exp

�
−Mε2

κ∗

�
������

���� κ∗ = 2/ (1− log (2)) ≈ 6.52�
������
����� ���� Xi ∼ SSub

�
σ2

�
� �� ���� ���� Xi ∼ Sub

�
σ2

�
��� E

�
X2
i

�
= σ2� �� ����� ���� �� ���

����� ������� ���� �� �� ���� α = 1 − ε ��� β = 1 + ε� ���� ������ �� �� �������� ��� �������

���������� ���� �� �� �������� ��� ���������� �� ��� �������� ������������ ������������ ����� � ���� �� ������ ���� β ∈ (1, 2]
�� �� ���������� ����� ��� β ��� ���� �� �������� ��� ����������� �� κ∗� ��� ����� ������ ��������� � �������� ������� �� ����
��������� ��� ������������ ������������ ������� ��� ��� ����� �� �������� � ���� ���������� ����� �� ε �������� ���� c2/σ2 < 2�
�������� ����� ���� �� ��� ������������� �� �������� �� ���� ������ ��� ������ �������� ������������� �� �� ��� ������ ���� ������
���� ���� ���� �� ��� �� ���������� �� ���� ����� ε� ���� ����� �� ������������ ���� ��� ����������� �� ��� �������� C∗�

��������� ��� ���� �� ���������� ��������������������������������������������
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��� ������ �� ������ ��� ������ �� ������ ������� ��� ����� �� κ∗ ������� ���� ��� ����������� ����
1 + ε ≤ 2 �� ���� �� ��� ��� βmax = 2�

�������� ���� ��������� ���� �� �� �� ���� ���� ��� ��������� ���������� ������ ���������� ���� ������
����������� ��� ���� ������� �� ��� �� ��� ������� ������ �� ������� �������� ������������ ������������� ��� �
���� ������� ������

��������� ����
������� ���� Φ �� �� M × N ������ ����� ������� φij ��� ������ ���� φij ∼ SSub (1/M)� ���

Y = Φx ��� x ∈ RN � ���� ��� ��� ε > 0� ��� ��� x ∈ RN �

E
�
� Y �22

�
=� x �22 ������

���

P
���� Y �22 − � x �22

�� ≥ ε � x �22
�
≤ 2exp

�
−Mε2

κ∗

�
������

���� κ∗ = 2/ (1− log (2)) ≈ 6.52�
������
��� φi ������ ��� i

th ��� �� Φ� ������� ���� �� Yi ������� ��� ���� ������� �� Y � ���� Yi =< φi, x >�
��� ���� �� ����� � ���� ������������� ������ ���������� �������� ����� Yi ∼ SSub

�
� x �22 /M

�
�

�������� ��������� ���� �� �� �� ��� M ������������ ������ ������ Y � �� ������ �������

��� ����� �� ��� ��� ��� ������������ ���������

�� ��� ���� ��� �� ������� ��� ������������� �� ������� �������� ���� ���������� �� ������������ �������
������� �������� ���� �� ������� � ������ ����� ���� ������������ �������� ������� ��� ���������� ��������
�������� �������� ���� ������ ������������ �� ���� �� ���� ���� �� ������������ �� M × N ������ Φ ��
������ ���� M ���������� ������ ���� ���� ���� ����������� ����� ������ � δK ∈ (0, 1) ���� ����

(1− δK) �x�22 ≤ �Φx�22 ≤ (1 + δK) �x�22 ������

����� ��� ��� x ∈ ΣK ������ ΣK ������� ��� ��� �� ��� ������� x ���� �� ���� K ����������
�� ����� �� ��������� ���� �� ��� �� ������� �� ���� δ2K > 0� ���� �� ��� ��� M = 2K ��� ���� � Φ

��������� �� � �������� ������������� �� ������ ��� ���������� ���������� ������������� �� ���� ����� ����
����������� �� ��� ������ �� 2K ������� ���� �� �������� ������������ ��� ����� ��� ������� �� 2K �������
���� �� ������� ����� �� 1− δ2K ����� δ2K > 0� �������� ������� �� ���� �� ���� ��� �������� δ2K � ��

����� �� ��� ��� ����� �� ��� �������� �� ���� �������� ��� ��������
�
N
K

�
K������������ ��������� �� RN �

���� � ������������� ������������ ���� �� ���������� ��� ��� ��������� ������ �� N ��� K� ��������� �� �����
�� ��� ����� ������ �� ��������� ������� �� ���� ������� ��� ������ ����� �� δ2K �� ���� ���� �� ������ �� �� ����
����� �� �� ����� �� ����� ������� �� ��� ������� �� ��������� ��� ��� �� ����� 2K ��� � �������� ��������
δ2K �

�� ������ ���� ��� ������ ���� ������� ��� ���� �� ���� ������ ��� ���������� �� ��� ������ �������������
������ �� ������� ���� ��� ������������ �� ������������� �� ����� �� �������� ��� ��������� �� ���� ��� ���
������� ������� ������ �� ��������� � ���� �������������� �� ������� ��� ������������ ������ ����������
�������� ����� ����� �� ������ �������

����� ������� �� ��������� ������ �� ��������������������������������������������

��������� ��� ���� �� ���������� ��������������������������������������������



��

��������� ����
������� ���� Φ �� �� M × N ������ ����� ������� φij ��� ������ ���� φij ∼ SSub (1/M)� ���
Y = Φx ��� x ∈ RN � ���� ��� ��� ε > 0� ��� ��� x ∈ RN �

E
�
� Y �22

�
=� x �22 ������

���

P
���� Y �22 − � x �22

�� ≥ ε � x �22
�
≤ 2exp

�
−Mε2

κ∗

�
������

���� κ∗ = 2/ (1− log (2)) ≈ 6.52�
�� ���������� ���� �������� �� ������ ���� ��� ������������ ���� �� ��������� Φ �� �������� �������������

���� �� ���� ������ �� ����� ���� �������� ���������� ��� �������� ����� ������ �� ������� �� ���������
� ������� ������ ��� ������� ������������ ������������� �� ������� ����� ������� � ���� �������������� ��
������� ��� ������������ ������ ���������� �������� �����

��� ������ ��������� �� ���� �� ������� ���� ��� ������������ ����� � ������ ���� �� ������������� �����
����������� ����� ���� ������� ����

E
�
φ2
ij

�
=

1
M

, ������

��� ����� ��� �������� �� 1/M �
�� ����� ��� ���� ��� ��� ������������� �� ������� ���������� �� ��������� ���� �� �� ��� �� ����

�������� ���� �������� ��������� �� ����� ��� ��� ��� ������������ ������ ��������� ��� ������� ��������
���� �� �� ��������� ���� �� ������ �� ���� K������������ ��������� ����� ������ �� ��� �� ����� ������ �������
� ����� ������ ��� ���� ������ ��� ������ ���� ��� ����� ��� �� ������ �� ��� �������� K������������ ��������
����� �� ����� �� ����� ��� ������� �� ���� ������� ��� ��������� ����� ����� �� ��� ������ �� ������ ��������
�� ��������� ��� ���� �� ������� ���� �� �������� �� ������� ������� �� ����� ���� �� �� ��� �� ������� �������
������������� �� ������� �������� �� ����� ��� ������ �� ��� ��������� ������������ �� �����

����� ����
��� ε ∈ (0, 1) �� ������ ����� ������ � ��� �� ������ Q ���� ���� � q �2 = 1 ��� ��� q ∈ Q�

|Q| ≤ (3/ε)K � ��� ��� ��� x ∈ RK ���� � x �2 = 1 ����� �� � ����� q ∈ Q ���������� � x− q �2 ≤ ε�
������
�� ��������� Q �� � ������ �������� �� ���� ������ �� ��������� ����� q1 ∈ RK ���� � q1�2 = 1�
�� ���� �������� ������ ������ �� Q �� ���� �� ���� i �� ��� � ����� qi ∈ RK ���� � qi�2 = 1
����� �������� � qi − qj�2 > ε ��� ��� j < i� ���� ��������� ����� �� ��� ��� �� ���� ������ ����
����� ��� ��� x ∈ RK ���� � x �2 = 1 ����� �� � ����� q ∈ Q ���������� � x− q �2 ≤ ε�� ��� ��
���� �� ����� |Q|� ������� ���� �� �� ������ ����� �� ������ ε/2 �� ���� ����� �� Q� ���� �����
����� ��� �������� ��� ��� ������ � ���� �� ������ 1 + ε/2� ����� �� BK (r) ������� � ���� �� ������ r
�� RK � ����

|Q| ·���
�
BK (ε/2)

�
≤ ���

�
BK (1 + ε/2)

�
������

��� �����

|Q| ≤ ���(BK(1+ε/2))
���(BK(ε/2))

= (1+ε/2)K

(ε/2)K

≤ (3/ε)K .

������

�� ��� ���� �� ��� ���� �������� ����� �� ����� �� ��� ����� ����� �� ����

��������� ��� ���� �� ���������� ��������������������������������������������



�� ������� �� ����������

������� ����
��� δ ∈ (0, 1)� ��� Φ �� �� M × N ������ ������ ����� ������� φij ��� ������ ���� φij ∼
SSub (1/M)� ��

M ≥ κ1Klog

�
N

K

�
, ������

���� Φ �������� ��� ��� �� ����� K ���� ��� ���������� δ ���� ����������� ��������� 1− 2e−κ2M �
����� κ1 > 1 �� ��������� ��� κ2 = δ2/2κ∗ − 1/κ1 − log (42e/δ)�
������
����� ���� ���� �� �� ������ �� ����� ������ �� ��� ���� � x �2 = 1� ����� Φ �� ������� ����� �� ��
����� ��� T ⊂ {1, 2, ..., N} ���� |T | = K� ��� ��� XT ������ ��� K������������ �������� �������
�� ��� ������� �� ΦT � �� ������ � ����� ��� �� ������ QT ���� ���� QT ⊆ XT � � q �2 = 1 ��� ���
q ∈ QT � ��� ��� ��� x ∈ XT ���� � x �2 = 1 �� ����

min
q∈QT

� x− q �2 ≤ δ/14. ������

���� ����� ���� �� ��� �� ��� ������ ���� � ��� QT ���� |QT | ≤ (42/δ)K � �� ���� ������ ����
������� ��� ���� �������� ����� ��� T � ��� ������� ��� ��� ���� QT ���������

Q =
�

T :|T |=K
QT . ������

����� ���
�
N
K

�
�������� ����� ���� T � �� ��� ����� ���� ������ ��

�
N

K

�
=

N (N − 1) (N − 2) · · · (N −K + 1)
K!

≤ NK

K!
≤

�
eN

K

�K
, ������

����� ��� ���� ���������� ������� ����� ���� ���������� ������������� �� ���� K! ≥ (K/e)K �
����� |Q| ≤ (42eN/δK)K � ����� ��� ������� �� Φ ��� ����� ��������� �� � �������� ������������
������������� ���� ��������� ���� �� �� �� ���� ������� �� ���� ��� ��� ����� ����� �� ����� ������
�� ���� ��� �� ������ ���� ε = δ/

√
2� ���� ��� ������ ����� ���� ����������� ���������

1− 2(42eN/δK)K e−Mδ
2/2κ∗ , ������

�� ����

�
1− δ/

√
2
�
� q �22≤� Φq �22≤

�
1 + δ/

√
2
�
� q �22, for all q ∈ Q. ������

�� ������� ���� �� M �������� ������ ����

log

�
42eN
δK

�K
≤ K

�
log

�
N

K

�
+ log

�
42e
δ

��
≤ M

κ1
+Mlog

�
42e
δ

�
������

��� ���� ������ ������� 1− 2e−κ2M �� ��������
�� ��� ����� A �� ��� �������� ������ ���� ����

� Φx �2 ≤
√
1 +A, for all x ∈ ΣK , � x �2 = 1. ������

��� ���� �� �� ���� ���� A ≤ δ� ��� ����� �� ������ ���� ��� ��� x ∈ ΣK ���� � x �2 = 1� �� ���
���� � q ∈ Q ���� ���� � x− q �2 ≤ δ/14 ��� ���� ���� x− q ∈ ΣK ������ �� x ∈ XT � �� ��� ����
q ∈ QT ⊂ XT ���������� � x− q �2 ≤ δ/14�� �� ���� ���� �� ����

� Φx �2 ≤ � Φq �2 + � Φ (x− q) �2 ≤
�

1 + δ/
√
2 +

√
1 +A · δ/14. ������

��������� ��� ���� �� ���������� ��������������������������������������������



��

����� �� ��������� A �� ��� �������� ������ ��� ����� ������ ������ �� ������
√
1 +A ≤�

1 + δ/
√
2 +

√
1 +A · δ/14� ���������

√
1 +A ≤

�
1 + δ/

√
2

1− δ/14
≤
√
1 + δ, ������

�� �������� �� ���� ������ ��� ����� ���������� �� ������� ��� ����� ���������� ������� ���� ����
�����

� Φx �2 ≥ � Φq �2 − � Φ (x− q) �2 ≥
�

1− δ/
√
2−

√
1 + δ · δ/14 ≥

√
1− δ, ������

����� ��������� ��� ������

����� �� ����� ����� ���� ��� ��� ����� ���� ���� ����������� ���� ��� ������ Φ �� ����� ��������� �� �
�������� ������������ ������������� �������� �� ��� ����� ���������� �� ������� ���� ��� ������ �� ������������
�� ���� ����������� ����� Ψ �= I� �� ����� ���� �� ����� ���� ��� ������ ΦΨ �� ������� ��� ���� �� ����
������� �� �� ���� �� ��� ���� �� �������� ��� ��� �� ������ �� ��� K������������ ��������� ������� �� ���� ��
K ������� �� Ψ� ������� ���� �� �� ���� ��������� ��� ��� ��� ΦΨ ��� Φ ����� ����� ���� � ������������
������������� ���� ������������ �� Φ ���� ������� �� ��� ����������������� ����� �� �� ���������� �������� ����
��� ��������� �������� ��� ��� �������� ������������ ������ �� �������� ����������� ��� �� ��� ��� ��� ��
� �������� �� ���� ������� ������������ �������������� ������� �� ������� ���� ���� ���� ����������� ���� �
Φ ���� �������������� ������� ��� ��� ���� ������� �� �� ����������� ������ �� ���� ������

��� ��� ������������ ������

�� ��� ��������� ��� �� ��� ���� ������ ���� �� ���� ��� ���������� ���� �������� ������������ ����� ���� ��
�� �� ���� �� ������������ ��� ������������ ������� ��� ��� ��� ��� ��� �������� ���� �� ���� �� ������������
������� �� �1 ������������ �������� ���� �� ��� ������� �� ������ �������� �� ���� ��� ���������� �������� ����
��� ����� �������� ���� ��������� �� ����� �� ��������� ����� ���� �� ��� �� ��������� ��� ��������� �����������
�������

����� ����
������� u, v ��� ���������� �������� ����

�u�2 + �v�2 ≤
√
2�u+ v�2. ������

������
�� ����� �� ������� ��� 2×1 ������ w = [�u�2, �v�2]

T
� �� �������� �������� ������ �� �p �����

������ � ���� ���� ��� ��� ��� ���� �������� ����� ���� K = 2� �� ���� �w�1 ≤
√
2�w�2�

���� ���� �� ������

�u�2 + �v�2 ≤
√
2
�
�u�22 + �v�22. ������

����� u ��� v ��� ����������� �u�22 + �v�22 = �u+ v�22� ����� ������ ��� ������� �������

����� ����
�� Φ �������� ��� ���������� �������� �������� �������� ���� ����� �� ����� 2K� ���� ��� ��� ����
�� ������� u, v ∈ ΣK ���� �������� ��������

|< Φu,Φv >| ≤ δ2K�u�2�v�2. ������

����� ������� �� ��������� ������ �� ��������������������������������������������
��� ������������ �� ����������� ������� ������������������������������������������������

��������� ��� ���� �� ���������� ��������������������������������������������



�� ������� �� ����������

������
������� u, v ∈ ΣK ���� �������� ������� ��� ���� �u�2 = �v�2 = 1. ����� u ± v ∈ Σ2K ���
�u± v�22 = 2� ����� ��� ��� �� ����

2 (1− δ2K) ≤ �Φu± Φv�22 ≤ 2 (1 + δ2K) . ������

�������� �������� ��� ������������� ��������

|< Φu,Φv >| ≤ 1
4

���Φu+Φv�22 − �Φu− Φv�22
�� ≤ δ2K ������

����������� ��� ������

����� ����
��� Λ0 �� �� ��������� ������ �� {1, 2, ..., N} ���� ���� |Λ0| ≤ K� ��� ��� ������ u ∈ RN � �����
Λ1 �� ��� ����� ��� ������������� �� ��� K ������� ������� �� uΛc

0
��� �������� ������� Λ2 �� ���

����� ��� ������������� �� ��� ���� K ������� �������� ��� �� ��� ����

�

j≥2

�uΛj
�
2
≤
�uΛc

0
�
1√

K
. ������

������
�� ����� �� ��������� ���� ��� j ≥ 2�

�uΛj
�∞ ≤

�uΛj−1�1
K

������

����� ��� Λj ���� u �� ���� ���������� ���������� �������� �������� ������ �� �p ����� ������
� ���� ���� ��� ��� ��� ���� �������� ����� �� ����

�

j≥2

�uΛj
�
2
≤
√
K

�

j≥2

�uΛj
�∞ ≤ 1√

K

�

j≥1

�uΛj
�
1
=
�uΛc

0
�
1√

K
, ������

������� ��� ������

�� ��� ��� �� � �������� �� ����� ��� ���� ������� ��� ��� ����� �� ���� ����� ������ ���� �����

����� ����
������� ���� Φ �������� ��� ��� �� ����� 2K� ��� Λ0 �� �� ��������� ������ �� {1, 2, ..., N} ����
���� |Λ0| ≤ K� ��� ��� h ∈ RN �� ������ ����� Λ1 �� ��� ����� ��� ������������� �� ��� K �������
�� hΛc

0
���� ������� ���������� ��� ��� Λ = Λ0 ∪ Λ1� ����

�hΛ�2 ≤ α
�hΛc

0
�
1√

K
+ β

|< ΦhΛ,Φh >|
�hΛ�2

, ������

�����

α =
√
2δ2K

1− δ2K
, β =

1
1− δ2K

. ������

������
����� hΛ ∈ Σ2K � ��� ����� ����� �� ��� ��� ����������� ������

(1− δ2K) �hΛ�22 ≤ �ΦhΛ�22. ������

��������� ��� ���� �� ���������� ��������������������������������������������
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����� Λj �� �� ����� ���� �� ��� ���� ����� ΦhΛ = Φh−�
j≥2ΦhΛj � �� ��� ������� ������ ��

(1− δ2K) �hΛ�22 ≤< ΦhΛ,Φh > − < ΦhΛ,
�

j≥2

ΦhΛj
> . ������

�� ����� �� ����� ��� ������ ���� �� ������� �� ��� ����� ���� �� ��� ����� ������� ����

��< ΦhΛi
,ΦhΛj

>
�� ≤ δ2K�hΛi

�2�hΛj
�
2
, ������

��� ��� i, j� ������������ ����� ���� �� �� ������ �hΛ0�2 + �hΛ1�2 ≤
√
2�hΛ�2� ������������ ����

������ �� ������

���< ΦhΛ,
�
j≥2 ΦhΛj

>
��� =

���
�
j≥2 < ΦhΛ0 ,ΦhΛj

> +
�
j≥2 < ΦhΛ1 ,ΦhΛj

>
���

≤ �
j≥2

��< ΦhΛ0 ,ΦhΛj
>

�� + �
j≥2

��< ΦhΛ1 ,ΦhΛj
>

��

≤ δ2K�hΛ0�2
�
j≥2 �hΛj

�
2
+ δ2K�hΛ1�2

�
j≥2 �hΛj

�
2

≤
√
2δ2K�hΛ�2

�
j≥2 �hΛj

�
2
.

������

���� ����� ���� �� ��� ���� ������� ��

������
< ΦhΛ,

�

j≥2

ΦhΛj >

������
≤
√
2δ2K�hΛ�2

�hΛc
0
�
1√

K
. ������

��������� ������ ���� ������ �� ������

(1− δ2K) �hΛ�22 ≤
���< ΦhΛ,Φh > − < ΦhΛ,

�
j≥2 ΦhΛj

>
���

≤ |< ΦhΛ,Φh >|+
���< ΦhΛ,

�
j≥2 ΦhΛj

>
���

≤ |< ΦhΛ,Φh >|+
√
2δ2K�hΛ�2

�hΛc
0
�
1√

K
,

������
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�

� ������ Φ �������� ��� ���� ����� �������� ����� �� ����� K �� ����� ������ � �������� C > 0
���� �����

�hΛ�2 ≤ C
�hΛc�1√

K
�����

����� ��� ��� h ∈ N (Φ) ��� ��� ��� Λ ���� ���� |Λ| ≤ K�

� ������ Φ �������� ��� ���������� �������� �������� ����� �� ����� K �� ����� ������ �
δK ∈ (0, 1) ���� ����

(1− δK) �x�22 ≤ �Φx�22 ≤ (1 + δK) �x�22, �����

����� ��� ��� x ∈ ΣK = {x : �x�0 ≤ K}�

� ������ �������� X �� ������ �������� ������������ �� X ∼ Sub
�
σ2

�
����� σ2 = E

�
X2

�
� �����

��� ����������

E (exp (Xt)) ≤ exp
�
σ2t2/2

�
�����

����� ��� ��� t ∈ R� �� ������ ���� X �� �������� ������������ ���� �������� σ2� �� ���� ��� ���
�������� X ∼ SSub

�
σ2

�
�

� ������ �������� X �� ������ ������������ �� ����� ������ � �������� c > 0 ���� ����

E (exp (Xt)) ≤ exp
�
c2t2/2

�
�����

����� ��� ��� t ∈ R� �� ��� ��� �������� X ∼ Sub
�
c2

�
�� ������ ���� X �������� � �

�

��� Φ : RN → RM ������ � ������� ������ ��� Δ : RM → RN ������ � �������� ���������� ��
��� ���� ��� ���� (Φ,Δ) �� C������� �� ��� ��� x ∈ ΣK ��� ��� e ∈ RM �� ���� ����

�Δ(Φx+ e)− x�2 ≤ C�e�. ������

�

��� ��������� �� � ������ Φ� µ (Φ)� �� ��� ������� �������� ����� ������� ������� ��� ���
������� φi� φj �� Φ�

µ (Φ) = max
1≤i<j≤N

|< φi, φj >|
� φi�2� φj �2

. ������

��� ����� �� � ����� ������ Φ �� ��� �������� ������ �� ������� �� Φ ���� ��� �������� ����������
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���� �� ����[U+FFFD] ����������� ��������� �� ����� ���� �������� �� ������ ������� ������ ���� �����
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��������������������� �����

���� �� ����[U+FFFD]�� �� �������� ������������ ������ ����������� ���������� ��� ��������� ������
��������������� ������ ������� ������ ����������������� �����

���� �� ����[U+FFFD]�� �� �������� �������� ��� ����������� �� ����������� ��������� ������� ���������
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