
最优化练习题

要求：请写出详细的推导过程或证明过程。

1. 计算如下向量函数F(α, β)关于α和β的雅可比矩阵:

F(α, β) =
 diag(e−

α
ε )Ke−

β
ε

diag(e−
β
ε )K⊤e−

α
ε

 . (1)

2. 考虑优化问题
min

x
f (x) = x2

1 + 2x2
2 + 4x1 + 4x2.

(a)证明如果使用精确线搜索的最速下降梯度法从初始点x1 = (0, 0)⊤求解该问题，产生的点列为

xk+1 =

 2
3k − 2,

(
−

1
3

)k

− 1

⊤ .
(b)这个迭代点列收敛到哪一个点？收敛速度是什么？

3. 考虑函数 f (x) = x2
1 + x2

2，以及迭代点列xk = (1 + 1
2k )(cos k, sin k)T，请说明

(a) { f (xk+1)}是否收敛？若收敛，给出收敛速度。

(b) {xk+1}是否收敛？若收敛，给出收敛速度。

4. 考虑对称矩阵的特征值问题
min
x∈Rn

xT Ax, s.t. ∥x∥2 = 1,

其中AT = A。试分析其所有的局部极小点、鞍点以及全局极小点

5. 设可微函数 f (x)的定义域dom f = Rn，如果梯度∇ f (x)是L-利普希茨连续，即存在L > 0有

∥∇ f (x) − ∇ f (y)∥ ≤ L∥x − y∥, ∀ x, y ∈ dom f , (2)

证明函数 f (x)有二次上界：

f (y) ≤ f (x) + ∇ f (x)T(y − x) +
L
2
∥y − x∥2, ∀ x, y ∈ dom f . (3)

6. 设函数 f (x)是dom f = Rn上的凸可微函数。假设梯度∇ f (x)是L-利普希茨连续，即存在L > 0有

∥∇ f (x) − ∇ f (y)∥ ≤ L∥x − y∥, ∀ x, y ∈ dom f , (4)

证明：∇ f (x)有余强制性,即对任意的x, y ∈ Rn,有

(∇ f (x) − ∇ f (y))T(x − y) ≥
1
L
∥∇ f (x) − ∇ f (y)∥2.

7. 设可微函数 f (x)的定义域为Rn 且存在一个全局极小点x∗, 若 f (x)为梯度L -利普希茨连续的,则对任意
的x有

1
2L
∥∇ f (x)∥2 ≤ f (x) − f (x∗) ≤

L
2
∥x − x∗∥22.
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8. 假设可微函数 f (x)的梯度∇ f (x)是L-利普希茨连续，且 f是可微强凸函数，即存在常数m > 0使得对任
意x, y ∈ Rn和θ ∈ (0, 1)，有：

f (θx + (1 − θ)y) ≤ θ f (x) + (1 − θ) f (y) −
m
2
θ(1 − θ)∥x − y∥2.

证明:

(∇ f (x) − ∇ f (y))T(x − y) ≥
mL

m + L
∥x − y∥2 +

1
m + L

∥∇ f (x) − ∇ f (y)∥2.

9. 假设函数 f (x)可微且梯度∇ f (x)是L-利普希茨连续. 从初始步长t = t̂ > 0开始考虑线搜索回退法.如果不
等式

f (x − t∇ f (x)) < f (x) −
t
2
∥∇ f (x)∥22 (5)

不满足，则缩小步长t = βt，其中β ∈ (0, 1)，然后继续验证(5)是否满足. 证明回退法生成的步长满
足t ≥ min{t̂, β/L}.

10. 假设函数 f (x)可微且梯度∇ f (x)是L-利普希茨连续. 考虑无约束优化问题：

min
x∈Rn

f (x).

• 写出求解该问题的梯度法。

• 假设 f (x)为非凸函数，明确给出梯度法步长的取法并写出收敛性结果.

• 假设 f (x)为凸函数，明确给出梯度法步长的取法并写出的收敛性(复杂度分析)结果.

• 假设 f (x)为强凸函数，明确给出梯度法步长的取法并写出的收敛性(复杂度分析)结果.

11. （考虑可微函数 f (x) : Rn → R和点列{xi}∞i=1。令k ≥ 2，sk−1 = xk − xk−1 以及yk−1 = ∇ f (xk) − ∇ f (xk−1)。

(a) 请分别计算如下两个优化问题的全局最优解:

min
α∈R

∥αyk−1 − sk−1∥22, (6)

min
α∈R

∥yk−1 − α−1sk−1∥22. (7)

(b) 请给出问题(6)和(7)构造合理性的一些直观解释。并根据它们构造求解优化问题minx f (x)的梯度
算法。

12. 给定实对称矩阵A ∈ Sn, b ∈ Rn, ∆ > 0。考虑优化问题

min
x∈Rn

xT Ax + 2bT x, s.t. ∥x∥2 ≤ ∆.

给出并证明点z ∈ Rn 是该问题最优解的充要条件。

13. 给定A(x) = A0 + x1A1 + · · · + xnAn 并且系数矩阵Ai 对称，令

f (x) = λmax(A(x)) = sup
∥y∥2=1

yTA(x)y.

计算函数 f (x)的一个次梯度.

14. 给定ai和bi，写出如下问题的一阶最优性条件:

min
x

f (x) = max
i=1,··· ,m

(aT
i x + bi).

15. 设 f (x)是适当且闭的强凸函数，其强凸参数为µ > 0， f ∗(y)是 f (x)的共轭函数，则 f ∗(y)是梯度 1
µ
-利普希

茨连续的可微函数．
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16. 考虑BFGS公式：

Bk+1 = Bk −
Bk sk s⊤k Bk

s⊤k Bk sk
+

yky⊤k
y⊤k sk

.

(a) 证明:

trace(Bk+1) = trace(Bk) −
∥Bk sk∥

2
2

s⊤k Bk sk
+
∥yk∥

2
2

y⊤k sk
.

(b) 证明：

det(Bk+1) = det(Bk)
y⊤k sk

s⊤k Bk sk
.

17. 假设x∗是最优化问题minx∈Rn f (x)的最优解。假设函数 f (x)二阶可微，海瑟矩阵∇2 f (x)在x∗的一个领域
内利普希茨连续且∇2 f (x∗)严格正定。考虑牛顿算法

xk+1 = xk + p, p = −(∇2 f (xk))−1∇ f (xk).

如果初始点x0充分靠近x∗，证明迭代序列{xk}收敛到x∗且收敛速度为二阶。

18. 设函数 f (x) = ∥x∥β，其中β > 0为给定的常数。考虑步长为1的牛顿法对 f (x)进行极小化，初值x0 , 0。
试证明：

(a) 若β > 1且β , 2，则xk收敛到0的速度为线性的；

(b) 若0 < β < 1，则牛顿法发散。

19. 给定向量g ∈ Rn,对称矩阵B ∈ Rn×n 和信赖域半径∆，考虑信赖域子问题：

min
p∈Rn

m(p) = g⊤p +
1
2

p⊤Bp, s.t. ∥p∥2 ≤ ∆.

(a) 写出下面问题的最优解ps：

ps = arg min
p∈Rn

g⊤p, s.t. ∥p∥2 ≤ ∆.

(b) 写出下面问题的最优解τ：

τ = arg min
τ≥0

m(τps), s.t. ∥τps∥2 ≤ ∆.

(c) 令科西步为pc = τps。证明如下不等式：

m(0) − m(pc) ≥
1
2
∥g∥2 min

{
∆,
∥g∥2
∥B∥2

}
.

20. 给定连续可微函数 f (x)和列向量l, u ∈ Rn。考虑优化问题：

min
x∈Rn

f (x), s.t. l ≤ x ≤ u. (8)

(a) 给出点x ∈ Rn到[l, u]的投影算子P(x)的显式表达式：

P(x) = arg min
y
∥x − y∥22, s.t. y ∈ [l, u].

(b) 对所有的x ∈ Rn 和任意y ∈ [l, u]，证明不等式(P(x) − x)⊤(y − P(x)) ≥ 0成立。

(c) 对所有的x, y ∈ Rn，证明不等式(P(x) − P(y))⊤(x − y) ≥ ∥P(x) − P(y)∥22成立。

(d) 证明问题(8)的KKT条件等价于
x − P(x − ∇ f (x)) = 0.
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(e) 写出求解问题(8)的投影梯度法，并给出一种全局收敛性结果。要求写清楚步长如何选取，以及保
证该收敛性所需要的假设条件。

(f) 写出求解问题(8)的二次罚函数法。该二次罚函数是否可微？如果可微，给出其梯度的表达式。该
二次罚函数是否二次可微？

(g) 写出求解问题(8)的增广拉格朗日函数法。要求写出: i)具体的增广拉格朗日函数的表达式，并且
该函数只有一个优化变量x。ii)具体的乘子更新公式。

21. 给定对称矩阵C ∈ Rn×n，令p为正整数且p ∈ [1, n]，考虑优化问题:

max
Y∈Rn×p

f (Y) = Tr(CYYT)

s.t. diag(YYT) = 1,
(9)

其中对于对称矩阵X ∈ Rn×n，Tr(X) =
∑n

i=1 Xii, diag(X) = [X11, X22, · · · , Xnn]T。

注：如果对矩阵形式相对不熟悉，可以先将变量写成向量形式: Y =

y⊤1
· · ·

y⊤n

，其中yi ∈ R
p是列向量.

(a) 讨论可行点Y处线性无关约束品性(LICQ)是否满足？

(b) 写出目标函数 f (Y)关于Y的梯度，估计梯度的利普希茨常数。

(c) 优化问题(9)的一阶最优性(KKT)条件。

(d) 二阶充分条件：假设在可行点Y处存在拉格朗日乘子满足KKT条件，如果拉格朗日函数的海瑟矩
阵在临界锥上严格正定，则Y是问题(9)的严格局部极小点。请写出拉格朗日函数的海瑟矩阵(可以
是矩阵形式或者算子形式)和临界锥具体形式。

(e) 假设Y是局部极小点，写出拉格朗日乘子的显式表达形式(只与C和Y有关)。

(f) 给定矩阵B，计算如下投影算子的最优解：

P(B) = arg min
Y∈Rn×p

∥Y − B∥2F , s.t. diag(YYT) = 1. (10)

(g) 请根据(10)写出求解问题(9)的投影梯度法，并参考无约束优化的线搜索条件给出一种步长选取条
件。简要讨论该算法的全局收敛性以及保证该收敛性所需要的假设条件。

22. 给定矩阵A ∈ Rm×n和向量b ∈ Rm，µ > 0，考虑优化问题:

min
x

ψ(x) = µ∥x∥1 +
1
2
∥Ax − b∥22. (11)

(a) 写出并验证ψ(x)的次梯度表达式。给出并证明问题(11)的最优性条件。

(b) 给出求解问题(11)的次梯度算法及其步长的取法，写出收敛性(复杂度分析)结果。

(c) 写出邻近算子的具体表达式:

proxt(y) = arg min
x

t∥x∥1 +
1
2
∥x − y∥22.

(d) 给出求解问题(11)的近似点梯度算法及其步长的取法，写出收敛性(复杂度分析)结果。

(e) 给出求解问题(11)的Nesterov加速算法及其步长的取法，写出收敛性(复杂度分析)结果。

(f) 引入合适的拆分写出问题(11)的等价形式，写出求解该等价形式的增广拉格朗日函数法。要求明
确写出如何求解增广拉格朗日函数子问题。

(g) 继上一小问: 写出求解该等价形式的交替方向乘子法(ADMM)。要求推导并明确写出每一个子问
题的显式解。

(h) 写出问题(11)的对偶问题，写出求解该对偶问题的增广拉格朗日函数法。要求明确写出如何求解
增广拉格朗日函数子问题。
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(i) 继上一小问: 写出求解该对偶问题的交替方向乘子法(ADMM)。要求推导并明确写出每一个子问
题的显式解。

23. 给定矩阵A ∈ Rm×n，向量b ∈ Rm。证明以下两种情况中有且仅有一种成立：

(a) 存在某一个x ≥ 0使得Ax = b.

(b) 存在某一个p使得A⊤p ≥ 0且b⊤p < 0.

24. 令x[i] 为x ∈ Rn 的从大到小排列的第i个分量，0 < r ≤ n是给定的正整数。定义函数

f (x) = x[1] + x[2] + · · · + x[r].

(a) 证明 f (x)是凸函数。

(b) 计算 f (x)的次梯度。

25. 证明：d∗是信赖域子问题

min
d

m(d) = f + gTd +
1
2

dTBd, s.t. ∥d∥2 ≤ ∆ (12)

的全局极小解当且仅当d∗是可行的且存在λ ≥ 0使得

(B + λI)d∗ = −g, (13a)
λ(∆ − ∥d∗∥) = 0, (13b)

B + λI ⪰ 0. (13c)

26. 令 f (x)为闭凸函数，
y ∈ ∂ f (x)⇐⇒ x ∈ ∂ f ∗(y)⇐⇒ xT y = f (x) + f ∗(y).

27. 推导二阶锥C = {(x, t) ∈ Rn×1
|∥x∥2 ≤ t}的投影算子.

28. 令h(x)为适当闭凸函数，定义邻近算子：

proxh(x) = arg min
u

(
h(u) +

1
2
∥u − x∥22

)
.

(a) 证明Moreau分解
x = proxh(x) + proxh∗ (x).

(b) 证明proxh 是固定非扩张的
∥proxh(x) − proxh(y)∥2 ≤ ∥x − y∥2.

(c) 令 f : Rn → R为梯度L f -利普希茨连续函数。固定任意t > L f，对于任何x ∈ dom h和定义

x+ = proxh/t

(
x −

1
t
∇ f (x)

)
,

我们有

f (x+) + h(x+) ≤ f (x) + h(x) −
t − L f

2
∥x+ − x∥22.

29. 给定对称矩阵C, Ai ∈ R
n×n，向量b ∈ Rm。考虑半定规划：

min
X
⟨C, X⟩

s.t. ⟨A1, X⟩ = b1,

. . .

⟨Am, X⟩ = bm,

X ⪰ 0,

(14)

其中⟨C, X⟩ =
∑

i, j Ci jXi j，X ⪰ 0指X为半正定矩阵。
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(a) 写出问题(14)的对偶问题。

(b) 写出问题(14)的最优性(KKT)条件（需写出充要条件，注意分别写清楚假设条件）。

(c) 考虑直接求解问题(14):

i. 写出增广拉格朗日函数算法，要求写出具体的增广拉格朗日函数形式和乘子更新格式；
ii. 写出该增广拉格朗日函数(关于X)的梯度和海瑟矩阵，并计算梯度的利普希茨常数；

iii. 写出极小化增广拉格朗日函数的投影梯度算法，给出步长选择并简要讨论该算法的收敛性
（复杂度分析）结果。

(d) 考虑求解问题(14)的对偶问题:

i. 写出交替方向乘子法(ADMM)，要求写出每一个子问题的最优解和乘子更新格式。
ii. 写出增广拉格朗日函数算法，要求: 1)将半定变量消掉，写出具体的增广拉格朗日函数形式
和乘子更新格式。2)计算该增广拉格朗日函数的梯度，并验证是否二次可微?

30. 假设 f (x)是适当且闭的强凸函数,其强凸参数为µ > 0, h是闭凸函数，A ∈ Rm×n为实数矩阵．考虑如下形
式的问题：

min
x∈Rn

ψ(x) = f (x) + h(Ax). (15)

(a) 令 f ∗(y)是 f (x)的共轭函数，证明 f ∗(y)在全空间Rn上有定义，且 f ∗(y)是梯度 1
µ
-利普希茨连续的可微

函数．

(b) 利用共轭函数写出(15)的拉格朗日对偶问题，要求该对偶问题由 f和h共轭函数定义，且只有一个
对偶变量z，记为：

min
z

ϕ(z) = f ∗(−AT z) + h∗(z) (16)

(c) 写出求解(b)中对偶问题关于对偶变量z和函数h∗(z)做步长为t的近似点梯度算法，给出步长选择并
简要讨论该算法的收敛性（复杂度分析）结果。

(d) 引入约束y = Ax，写出与问题(15)等价的约束优化问题：

min f (x) + h(y),
s.t. y = Ax. (17)

进一步写出约束优化问题(17)的拉格朗日函数和增广拉格朗日函数

L(x, y, z) = f (x) + h(y) − zT(y − Ax),

Lt(x, y, z) = f (x) + h(y) − zT(y − Ax) +
t
2
∥y − Ax∥2,

证明(c)中给出的迭代格式与如下算法等价

xk+1 = arg min
x

L(x, yk, zk),

yk+1 = arg min
y

Lt(xk+1, y, zk),

zk+1 = zk + t(Axk+1 − yk+1).

(18)

(e) 假设 f (x)只是闭凸函数，写出求解(b)中对偶问题关于对偶变量z和函数ϕ(z)做步长为t的近似点算
法，给出步长选择并简要讨论该算法的收敛性（复杂度分析）结果。

(f) 写出求解(17)的ALM算法，并证明该算法与(e)中给出的近似点算法等价。

31. 假设 f : Rn → R闭凸可微，且其梯度∇ f 为L-Lipschitz连续，即∥∇ f (x) − ∇ f (y)∥ ≤ L∥x − y∥；h : Rn →

(−∞,+∞]为适当的闭凸函数。考虑复合优化问题

min
x

ψ(x) = f (x) + h(x), (19)

且假设x∗ = arg minx ψ(x)存在。
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(a) 设ψ(x)是Lψ-Lipschitz连续。证明：存在常数G，对任意次梯度g ∈ ∂ψ(x)，有∥g∥ ≤ G.

(b) 考虑次梯度法
xk+1 = xk − tkgk, gk ∈ ∂ψ(xk), tk > 0.

假设存在常数G > 0使得∥gk∥ ≤ G，记ψ̂ k := min0≤i≤k ψ(xi)。证明对任意k ≥ 0有

2

 k∑
i=0

ti

(ψ̂k − ψ(x∗)
)
≤ ∥x0 − x∗∥2 +

k∑
i=0

t2
i G2.

(c) 给出一种tk的选择，证明ψ̂k − ψ(x∗)的收敛速度为O(1/
√

k)。

(d) 对v ∈ Rn，定义
proxth(v) := arg min

x

{
h(x) + 1

2t ∥x − v∥2
}
.

证明：proxh(v)存在且唯一。

(e) 取常数步长t ∈ (0, 1/L]，定义Gt(x) := 1
t
(
x − proxth

(
x − t∇ f (x)

))
。证明：

Gt(x) = 0 ⇐⇒ 0 ∈ ∇ f (x) + ∂h(x) ⇐⇒ x为(19)的最优解.

(f) 定义迭代xk+1 = proxth
(
xk − t∇ f (xk)

)
，证明：对任意y ∈ domψ与任意k ≥ 0，有

ψ(xk+1) ≤ ψ(y) +
1
2t

(
∥y − xk∥2 − ∥y − xk+1∥2

)
.

(g) 证明

ψ(xk) − ψ(x∗) ≤
1

2tk
∥x0 − x∗∥2, k ≥ 1.

(h) 证明

min
0≤i<k
∥Gt(xi)∥ ≤

√
2
(
ψ(x0) − ψ∗

)
t k

, k ≥ 1.

32. 已知W ∈ Rn×n 为严格正定矩阵，且满足割线方程Ws = y，由W 诱导的加权Frobenius范数定义为

∥H∥W = ∥W1/2HW1/2∥F .

给定对称矩阵M ∈ Rn×n，考虑如下约束优化问题：

min
H

∥H − M∥W ,

s.t. H = H⊤,

Hy = s.

请利用最优性条件推导该问题的最优解，并给出其显式表达式。

33. 设函数 f (x) = inf
u+v=x

(
g(u) + h(v)

)
为g与h的卷积下确界，证明其共轭函数满足：

f ∗(y) = g∗(y) + h∗(y).

34. 假设h : Rn → R ∪ {+∞}为闭凸函数，证明对任意给定的z ∈ Rn，邻近算子proxh(z)的解存在且唯一。

35. 请严格推导以下优化问题的显式解：

min
x

1
2
∥x − z∥22,

s.t. 1⊤x = 1,
x ≥ 0.

如果解的表达式中涉及某参数（例如通过方程隐式定义），则必须完整推导该参数的具体形式。
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36. 已知x∗ 为等式约束优化问题min f (x), s.t. ci(x) = 0,∀i ∈ E的一个严格局部极小解，且满足KKT条件，
其对应的拉格朗日乘子为λ∗i（i ∈ E）。l1 罚函数定义为

P(x, σ) := f (x) + σ
∑
i∈E

|ci(x)|.

证明：当罚因子σ > σ̄时，x∗也为P(x, σ)的局部极小解。其中σ̄ = max
i∈E
|λ∗i |.

37. 考虑等式约束优化问题min f (x), s.t. ci(x) = 0,∀i ∈ E的增广拉格朗日函数

Lσ(x, λ) = f (x) +
∑
i∈E

λici(x) +
σ

2

∑
i∈E

c2
i (x),

其中E = {1, 2, . . . ,m}, f 和ci 为R
n → R函数。定义ψ(λ) := min

x
Lσ(x, λ).

(a) 证明：ψ(λ)为凹函数。

(b) 求出超微分∂ψ(λ) =
{
g ∈ Rm | ψ(µ) ≤ ψ(λ) + g⊤(µ − λ), ∀µ ∈ Rm}

的一个元素。

38. 教材习题2.15。

39. 假设A ∈ Rm×n 为行满秩矩阵且m ≪ n。请推导求解Basis Pursuit主问题的如下ADMM子问题最优解的具
体形式:

πk+1 = argminπ∈Rn Lσ(xk+1, π, yk, sk),

其中
Lσ(x, π, y, s) = ∥x∥1 + y⊤(Aπ − b) + s⊤(x − π) +

σ

2
∥Aπ − b∥22 +

σ

2
∥x − π∥22.

进一步请利用SMW公式将该最优解表达式中求逆复杂度降低到和(AA⊤)−1的计算量同一个量级。

40. 教材习题2.15。

41. 请针对线性规划
min

x
c⊤x, s.t. Ax = b, x ≥ 0,

写出PDHG和Chambolle-Pock算法的具体迭代格式，并在CPU和GPU上分别实现这两种算法，比较它们
在不同规模问题上的运行时间和收敛性能。
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