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最优化问题的一般形式

最优化问题一般可以描述为

min f (x),

s.t. x ∈ X ,
(1)

x = (x1, x2, · · · , xn)
T ∈ Rn是决策变量

f : Rn → R是目标函数

X ⊆ Rn是约束集合或可行域，可行域包含的点称为可行解或可行
点．记号 s.t. 是“subject to”的缩写，专指约束条件．

当X = Rn时，问题(1)称为无约束优化问题．

集合X通常可以由约束函数ci(x) : Rn → R, i = 1, 2, · · · ,m + l表达
为如下具体形式：

X = {x ∈ Rn | ci(x) ≤ 0, i = 1, 2, · · · ,m,

ci(x) = 0, i = m + 1,m + 2 · · · ,m + l}.
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最优化问题的一般形式

在所有满足约束条件的决策变量中，使目标函数取最小值的变
量x∗ 称为优化问题(1)的最优解，即对任意x ∈ X 都有

f (x) ≥ f (x∗).

如果求解在约束集合X 上目标函数f (x)的最大值，则问题(1)
的“min”应相应地替换为“max”．

注意到在集合X 上，函数f 的最小（最大）值不一定存在，但是
其下（上）确界“inf f (sup f )”总是存在的．因此，当目标函数的
最小(最大）值不存在时，我们便关心其下（上）确界，即将问
题(1)中的“min(max)”改为“inf(sup)”．

为了叙述简便，问题(1)中x为Rn空间中的向量．实际上，根据具
体应用和需求，x还可以是矩阵、多维数组或张量等.
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最优化问题的类型

最优化问题的具体形式非常丰富，可以按照目标函数、约束函数以及
解的性质将其分类．

当目标函数和约束函数均为线性函数时，问题称为线性规划；

当目标函数和约束函数中至少有一个为非线性函数时，相应的问
题称为非线性规划；

如果目标函数是二次函数而约束函数是线性函数则称为二次规
划；

包含非光滑函数的问题称为非光滑优化；

不能直接求导数的问题称为无导数优化；

变量只能取整数的问题称为整数规划；

在线性约束下极小化关于半正定矩阵的线性函数的问题称为半定
规划，其广义形式为锥规划．
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最优化问题的类型

最优解只有少量非零元素的问题称为稀疏优化；

最优解是低秩矩阵的问题称为低秩矩阵优化．

此外还有几何优化、二次锥规划、张量优化、鲁棒优化、全局优
化、组合优化、网络规划、随机优化、动态规划、带微分方程约
束优化、微分流形约束优化、分布式优化等．

就具体应用而言，问题(1)可涵盖统计学习、压缩感知、最优运
输、信号处理、图像处理、机器学习、强化学习、模式识别、金
融工程、电力系统等领域的优化模型．
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最优化问题的应用

数学建模很容易给出应用问题不同的模型，可以对应性质很不相同的
问题，其求解难度和需要的算法也将差别很大．在投资组合优化中，
人们希望通过寻求最优的投资组合以降低风险、提高收益．

这时决策变量xi 表示在第i项资产上的投资额，向量x ∈ Rn 表示整
体的投资分配．

约束条件可能为总资金数、每项资产的最大（最小）投资额、最
低收益等．

目标函数通常是某种风险度量．

如果是极小化收益的方差，则该问题是典型的二次规划.

如果极小化风险价值(value at risk)函数，则该问题是混合整数规
划

如果极小化条件风险价值（conditional value at risk)函数，则该
问题是非光滑优化，也可以进一步化成线性规划．
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投资组合优化

ri,随机变量,股票的回报率i

xi,投资于股票的相对金额i

回报: r = r1x1 + r2x2 + . . .+ rnxn

期望回报: R = E(r) =
∑

E(ri)xi =
∑

µixi

风险: V = Var(r) =
∑

i,j σijxixj = x⊤Σx

min
1
2

x⊤Σx,

s.t.
∑

µixi ≥ r0∑
xi = 1,

xi ≥ 0

min risk measure,

s.t.
∑

µixi ≥ r0∑
xi = 1,

xi ≥ 0
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风险度量
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稀疏优化

(ℓ0)

{
min
x∈Rn

∥x∥0,

s.t. Ax = b.
(ℓ2)

{
min
x∈Rn

∥x∥2,

s.t. Ax = b.
(ℓ1)

{
min
x∈Rn

∥x∥1,

s.t. Ax = b.
(2)

其中∥x∥0是指x中非零元素的个数．由于∥x∥0是不连续的函数，且
取值只可能是整数，ℓ0问题实际上是NP难的，求解起来非常困
难．

若定义ℓ1范数：∥x∥1 =
∑n

i=1 |xi|，则得到了另一个形式上非常相
似的问题，又称ℓ1 范数优化问题，基追踪问题

ℓ2范数：∥x∥2 =
(∑n

i=1 x2
i
)1/2
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稀疏优化

在MATLAB环境里构造A, u和b：

m = 128; n = 256;
A = randn (m, n ) ;
u = sprandn ( n , 1 , 0 . 1 ) ;
b = A * u ;

构造一个128 × 256矩阵A，它的每个元素都服从高斯（Gauss）随机分
布．精确解u只有10%的元素非零，每一个非零元素也服从高斯分布
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(a) 精确解u
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(b) ℓ1问题的解
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(c) ℓ2问题的解

Figure:稀疏优化的例子
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LASSO问题

考虑带ℓ1范数正则项的优化问题

min
x∈Rn

µ∥x∥1 +
1
2
∥Ax − b∥2

2, (3)

其中µ > 0是给定的正则化参数．

问题(3)又称为LASSO（least absolute shrinkage and selection
operator），该问题可以看成是问题(2)的二次罚函数形式．

由于它是无约束优化问题，形式上看起来比问题(2)简单．课件关
注的大部分数值算法都将针对问题(2)或问题(3)给出具体形式．
因此全面掌握它们的求解方法是掌握基本最优化算法的一个标
志．
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低秩矩阵恢复

某视频网站提供了约48万用户对1万7千多部电影的上亿条评级数
据，希望对用户的电影评级进行预测，从而改进用户电影推荐系
统，为每个用户更有针对性地推荐影片．

显然每一个用户不可能看过所有的电影，每一部电影也不可能收
集到全部用户的评级．电影评级由用户打分1星到5星表示，记为
取值1~5的整数．我们将电影评级放在一个矩阵M中，矩阵M的
每一行表示不同用户，每一列表示不同电影．由于用户只对看过
的电影给出自己的评价，矩阵M中很多元素是未知的

电影1 电影2 电影3 电影4 ··· 电影n
用户1 4 ? ? 3 · · · ?
用户2 ? 2 4 ? · · · ?
用户3 3 ? ? ? · · · ?
用户4 2 ? 5 ? · · · ?

...
...

...
...

...
...

用户m ? 3 ? 4 · · · ?
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低秩矩阵恢复问题的性质

该问题在推荐系统、图像处理等方面有着广泛的应用。

由于用户对电影的偏好可进行分类，按年龄可分为：年轻人，中
年人，老年人；且电影也能分为不同的题材：战争片，悬疑片，
言情片等。故这类问题隐含的假设为补全后的矩阵应为低秩的。
即矩阵的行与列会有“合作”的特性，故该问题具有别
名“collaborative filtering”。

除此之外，由于低秩矩阵可分解为两个低秩矩阵的乘积，所以低
秩限制下的矩阵补全问题是比较实用的，这样利于储存且有更好
的诠释性。

有些用户的打分可能不为自身真实情况，对评分矩阵有影响，所
以原矩阵是可能有噪声的。
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低秩矩阵恢复

由上述分析可以引出该问题：

令Ω 是矩阵M 中所有已知评级元素的下标的集合，则该问题可以
初步描述为构造一个矩阵X，使得在给定位置的元素等于已知评级
元素，即满足Xij = Mij, (i, j) ∈ Ω．

低秩矩阵恢复（low rank matrix completion）

min
X∈Rm×n

rank(X),

s.t. Xij = Mij, (i, j) ∈ Ω.
(4)

rank(X)正好是矩阵X所有非零奇异值的个数

矩阵X的核范数（nuclear norm）为矩阵所有奇异值的和，
即：∥X∥∗ =

∑
i σi(X):

min
X∈Rm×n

∥X∥∗,

s.t. Xij = Mij, (i, j) ∈ Ω.
(5)
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低秩矩阵恢复

可以证明问题(5)是一个凸优化问题，并且在一定条件下它与问
题(4)等价．

也可以将问题(5)转换为一个半定规划问题，但是目前半定规划算
法所能有效求解的问题规模限制了这种技术的实际应用．

考虑到观测可能出现误差，对于给定的参数µ > 0，给出该问题的
二次罚函数形式：

min
X∈Rm×n

µ∥X∥∗ +
1
2

∑
(i,j)∈Ω

(Xij − Mij)
2. (6)
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低秩矩阵恢复

秩r情形：X = LRT ,其中L ∈ Rm×r,R ∈ Rn×r 并且r ≪ min(m, n).则
可将问题写为

min
L,R

∑
(i,j)∈ω

([
LRT]

ij − Mij

)2
+ α ∥L∥2

F + β ∥R∥2
F

在该问题中，矩阵X在定义中已为秩r矩阵，所以没有必要再加上
秩约束正则项。α, β为正则化参数，这里正则化的作用是消除
解L,R在放缩意义下的不唯一性．

此时L,R矩阵中的数字之和为(m + n)r,远小于np,不过此时问题是
非凸的.

尽管这个该问题是非凸的，但在某种意义上它是一个可处理问题
的近似：如果对X 有一个完整的观察，那么秩-r近似可以通过X的
奇异值分解来找到，并根据r导出的左奇异向量和右奇异向量定
义L和R。
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机器学习中典型问题形式

很多机器学习中的问题可以写为：

min
x∈W

N∑
i=1

1
2
∥a⊤i x − bi∥2

2 + µφ(x) 线性回归

min
x∈W

1
N

N∑
i=1

log(1 + exp(−bia⊤i x)) + µφ(x) 逻辑回归

min
x∈W

1
N

N∑
i=1

ℓ(f (ai, x), bi) + µφ(x) 一般形式

(ai, bi)是给定的数据对，bi 是数据ai对应的标签

ℓi(·): 度量模型拟合数据点i的程度(避免拟合不足)
φ(x): 避免过拟合的正则项: ∥x∥2

2 或者∥x∥1等等

f (a, x): 线性函数或者由深度神经网络构造的模型
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多层感知机

上述过程可用下图表示:

y
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Figure:带p个输入单元和q个输出单位的(L + 2)层感知机的网络图，第l个隐
藏层包含m(l)个神经元．
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卷积神经网络Convolutional neural network (CNN)

给定二维图像I ∈ Rn×n和卷积核K ∈ Rk×k，定义卷积操
作S = I ∗ K，它的元素是

Si,j = ⟨I(i : i + k − 1, j : j + k − 1),K⟩ ,
其中两个矩阵X,Y的内积是它们相应元素乘积之和

生成的结果S可以根据卷积核的维数、I的边界是否填充、卷积操
作时滑动的大小等相应变化．

1 2 2 1 2 1 1
0 0 0 1 2 0 0
2 0 1 2 0 1 1
2 1 1 0 1 0 1
1 0 2 0 1 2 2
1 2 1 0 1 0 2
0 2 2 1 1 0 0

I

∗
1 0 1
0 1 0
1 0 1

K

=

6 5 6 7 4
3 3 6 1 5
7 3 4 6 4
5 5 4 1 7
7 4 6 4 4

S = I ∗ K

1 0 1
0 1 0
1 0 1

×1 ×0 ×1

×0 ×1 ×0

×1 ×0 ×1

Figure:卷积操作
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卷积神经网络Convolutional neural network (CNN)

LeCun等人开创性的建立了数字分类的神经网络。几家银行使用它来
识别支票上的手写数字。
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递归神经网络Recurrent neural networks (RNN)

RNN建立在与前馈神经网络相同的计算单元上。RNN不必分层组织，
并且允许定向循环。这样一来，他们就可以拥有内部存储器，从而可
以处理顺序数据。如图所示，可以将RNN按顺序“展开”，从而
将RNN转换为常规前馈神经网络。
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全局和局部最优解

在求解最优化问题之前，先介绍最小化问题(1)的最优解的定义．

定义 (最优解)
对于可行点x̄ (即x̄ ∈ X )，定义如下概念：
(1) 如果f (x̄) ≤ f (x), ∀x ∈ X，那么称x̄为问题(1)的全局极小解
（点），有时也称为（全局）最优解或最小值点；

(2) 如果存在x̄的一个ε邻域Nε(x̄)使得f (x̄) ≤ f (x), ∀x ∈ Nε(x̄) ∩ X ,那
么称x̄为问题(1)的局部极小解（点），有时也称为局部最优解；

(3) 进一步地，如果有f (x̄) < f (x), ∀x ∈ Nε(x̄) ∩ X ,且x ̸= x̄成立，则
称x̄为问题(1)的严格局部极小解（点）．

如果一个点是局部极小解，但不是严格局部极小解，则称为非严格局
部极小解．在图4中，我们以一个简单的函数为例，指出了其全局与
局部极小解．
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全局和局部最优解

x

f(x)

全局极小解

严格局部极小解

非严格局部极小解

Figure:函数的全局极小、严格局部极小和非严格局部极小解

在问题(1)的求解中，我们想要得到的是其全局最优解，但是由于实际
问题的复杂性，往往只能够得到其局部最优解．
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优化算法收敛性

由于实际问题往往是没有办法显式求解的，因此常采用迭代算法．

迭代算法的基本思想是：从一个初始点x0出发，按照某种给定的
规则进行迭代，得到一个序列{xk}．如果迭代在有限步内终止，
那么最后一个点就是优化问题的解．如果迭代点列是无穷集合，
那么希望该序列的极限点（或者聚点）则为优化问题的解．

在算法设计中，还需考虑算法产生的点列是否收敛到优化问题的
解．给定初始点x0，记算法迭代产生的点列为{xk}．如果{xk}在
某种范数∥ · ∥的意义下满足limk→∞ ∥xk − x∗∥ = 0,且收敛的点x∗ 为
一个局部（全局）极小解，那么我们称该点列收敛到局部（全
局）极小解，相应的算法称为是依点列收敛到局部（全局）极小
解的．
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优化算法收敛性

如果从任意初始点x0 出发，算法都是依点列收敛到局部（全局）
极小解的，我们称该算法是全局依点列收敛到局部（全局）极小
解的．记对应的函数值序列{f (xk)}，可以定义算法的（全局）依
函数值收敛到局部（全局）极小值的概念．

对于凸优化问题，因为其任何局部最优解都为全局最优解，算法
的收敛性都是相对于其全局极小而言的．

除了点列和函数值的收敛外，实际中常用的还有每个迭代点的最
优性条件（如无约束优化问题中的梯度范数，约束优化问题中的
最优性条件违反度等等）的收敛．

对于带约束的情形，给定初始点x0，算法产生的点列{xk}不一定
是可行的（即xk ∈ X 未必对任意k成立）．考虑到约束违反的情
形，我们需要保证{xk}在收敛到x∗的时候，其违反度是可接受
的．除此要求之外，算法的收敛性的定义和无约束情形相同．
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算法的渐进收敛速度

设{xk}为算法产生的迭代点列且收敛于x∗

算法（点列）Q-线性收敛: 对充分大的k有

∥xk+1 − x∗∥
∥xk − x∗∥ ≤ a, a ∈ (0, 1)

算法（点列）Q-超线性收敛: 对充分大的k有

lim
k→∞

∥xk+1 − x∗∥
∥xk − x∗∥ = 0,

算法（点列）Q-次线性收敛: 对充分大的k有

lim
k→∞

∥xk+1 − x∗∥
∥xk − x∗∥ = 1,

算法（点列）Q-二次收敛: 对充分大的k有

∥xk+1 − x∗∥
∥xk − x∗∥2 ≤ a, a > 0,
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算法的渐进收敛速度

我们举例来更直观地展示不同的Q-收敛速度，参见下图（图中对所考
虑的点列作了适当的变换）．点列{2−k}是Q-线性收敛的，点
列{2−2k}是Q-二次收敛的（也是Q-超线性收敛的），点列{1

k}是Q-次
线性收敛的．一般来说，具有Q-超线性收敛速度和Q-二次收敛速度的
算法是收敛较快的
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(a) Q-线性收敛
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(b) Q-二次收敛
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(c) Q-次线性收敛

Figure:不同Q-收敛速度比较



33/48

算法的渐进收敛速度

算法（点列）R-线性收敛: 设{xk}为算法产生的迭代点且收敛
于x∗，若存在Q-线性收敛于0的非负序列tk 并且

∥xk − x∗∥ ≤ tk

对任意的k成立．类似地，可定义R-超线性收敛和R-二次收敛等收
敛速度．从R-收敛速度的定义可以看出序列{∥xk − x∗∥}被另一趋
于0的序列{tk}控制．当知道tk的形式时，我们也称算法（点列）
的收敛速度为O(tk)．

算法复杂度．设x∗为全局极小点，某一算法产生的迭代序
列{xk}满足

f (xk)− f (x∗) ≤ c√
k
, ∀ k > 0,

其中c > 0为常数。如果需要计算算法满足精度f (xk)− f (x∗) ≤ ε所

需的迭代次数，只需令
c√
k
≤ ε则得到k ≥ c2

ε2，因此该优化算法对

应的（迭代次数）复杂度为N(ε) = O
(

1
ε2

)
．
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优化算法的收敛准则

为了使算法能在有限步内终止，一般会通过一些收敛准则来保证迭代
停在问题的一定精度逼近解上．

对于无约束优化问题，常用的收敛准则有

f (xk)− f ∗

max{|f ∗|, 1} ≤ ε1, ∥∇f (xk)∥ ≤ ε2, (7)

其中ε1, ε2 为给定的很小的正数，∥ · ∥表示某种范数（这里可以简
单理解为ℓ2范数：∥x∥2 =

(∑n
i=1 x2

i
)1/2
，f ∗ 为函数f 的最小值以

及∇f (xk)表示函数f在点x处的梯度．

对于约束优化问题，还需要考虑约束违反度．也即要求最后得到
的点满足

ci(xk) ≤ ε3, i = 1, 2, · · · ,m,

|ci(xk)| ≤ ε4, i = m + 1,m + 2, · · · ,m + l,

其中ε3, ε4 为很小的正数，用来刻画xk 的可行性．
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优化算法的收敛准则

除了约束违反度之外，也要考虑xk 与最优解之间的距离，如(7)式
中给出的函数值与最优值的相对误差．由于一般情况下事先并不
知道最优解，在最优解唯一的情形下一般使用某种基准算法来得
到x∗ 的一个估计，之后计算其与xk 的距离以评价算法的性能．

因为约束的存在，不能简单地用目标函数的梯度来判断最优性，
实际中采用的判别准则是点的最优性条件的违反度．

对于具体的算法，根据其设计的出发点，不一定能得到一个高精
度的逼近解．为了避免无用的计算开销，需要一些停机准则来及
时停止算法的进行．常用的停机准则有

∥xk+1 − xk∥
max{∥xk∥, 1} ≤ ε5,

|f (xk+1)− f (xk)|
max{|f (xk)|, 1} ≤ ε6,

其分别表示相邻迭代点和其对应目标函数值的相对误差很小．

在算法设计中，这两个条件往往只能反映迭代点列接近收敛，但
不能代表收敛到优化问题的最优解．
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提纲

1 最优化问题概括

2 实例：稀疏优化

3 实例：低秩矩阵恢复

4 实例：深度学习

5 最优化基本概念

6 人工指南背景如何学习优化？
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大语言模型辅助工具

大语言模型

chatgpt: https://chat.openai.com

Claude: https://claude.ai

. . .
编程辅助工具

vscode: Github copilot, copilot chat

Tabnine

Cursor

https://chat.openai.com
https://claude.ai
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大语言模型辅助推导和写程序
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数学形式化证明：Lean

A formal proof in Lean is a machine-checkable representation
of a mathematical argument.
Utilizes a rigorous foundation based on type theory (依赖类型论).
Explicitly defines each step, ensuring all logical inferences are
justified.
Leverages Lean’s tactic language to facilitate proof construction.
Lean官方网站：
https://leanprover-community.github.io/

Mathlib is a user maintained library for the Lean theorem prover.
It contains both programming infrastructure and mathematics, as
well as tactics that use the former and allow to develop the latter.
Mathlib官方网站：
https:
//github.com/leanprover-community/mathlib4

https://leanprover-community.github.io/
https://github.com/leanprover-community/mathlib4
https://github.com/leanprover-community/mathlib4
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Differences from Textbook Proofs

Verbosity: Lean proofs are more verbose and detail-oriented,
leaving no room for ambiguity.
Interactivity: Lean proofs are constructed interactively using
proof assistants.
Machine-Checkable: Every step in a Lean proof is verified by
the system, ensuring correctness.
Absence of Prose: While textbook proofs often include prose
explanations, Lean proofs are more symbolic and formal.
Modularity: Lean allows for the reuse of proven lemmas and
theorems, modularizing the proof process.
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定理陈述: 二次上界

（二次上界）设可微函数f (x)的定义域domf = Rn，且为梯度L-利
普希茨连续的，则函数f (x)有二次上界：

f (y) ≤ f (x) +∇f (x)T(y − x) +
L
2
∥y − x∥2, ∀ x, y ∈ domf .

形式化：

定义域：Rn → EuclideanSpace R n
∇f (x) → HasFDerivAt f (f’ x) x
注意f’的类型
(EuclideanSpace R n) → ((EuclideanSpace R n) →L[R] R)
梯度L-利普希茨连续→ ∥f ′(x)− f ′(y)∥ ≤ L∥x − y∥
二次上界→ f (y) ≤ f (x) + f ′(x)(y − x) + L∥y − x∥2/2
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Frechet导数的mathlib定义

大括号：定义类

中括号：定义代数结构

小括号：需要给出的条件

Figure: Frechet导数的mathlib定义
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定理陈述的形式化

Mathlib库+变量+定理陈述

Figure:定理陈述的形式化
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定理陈述的形式化

在定理陈述中挑选出关键的数学对象。

阅读mathlib库并寻找数学对象对应的文档。
如果你能找到：检查定义是否与你期望的定义方式相同、学习使用
方式。
如果不能：给出你自己的定义。

将自然语言转换成Lean语言：注意那些隐藏在自然语言中的信
息。

处理“常识”问题。
不要向定理中添加额外的信息。

列出你需要的所有变量和假设，然后形成定理。

对于引入库：在开始时引入一些基本的库，需要时补充相应的
库。
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证明的形式化

令g(t) = f (x+ t(y− x))，可以得到g′(t) = ∇f (x+ t(y− x))T(y− x)。

Figure: g(t)的梯度
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Gpt4的能力

目标: 证明g′(t) = ∇f (x + t(y − x))T(y − x)
我们将这个要求输入到Gpt4。结果如下：

Figure: gpt4的结果
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Gpt4的能力

一个良好的形式化草稿。

优点

结构正确：库+变量+假设+定理+证明。
思想基本正确：提到了相关的主要定理。
能将大目标分解成小目标。

不足

语法存在问题：更高效的prompt engineering
定理的名称需要更新：人类可以帮助从Lean3转换到Lean4。
只有简短的证明（对于长证明gpt不会写出具体代码）。

结论

可以提示需要使用的定理。
可以生成框架性结构，人类专家再做填充。
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总结

在数学中形式化某个定理：

形式化定理陈述，包括条件和结果：

为特定的数学对象选择特定的形式化方式。
提供所需的变量。
形式化所有的条件。

使用自然语言形成证明草稿。

选择重要的中间引理并将整个证明划分为几个部分。

在mathlib中找到适当的定理以帮助我们形式化证明。
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