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最优化问题解的存在性

考虑优化问题

min
x∈Rn

f (x),

s.t. x ∈ X ,

其中X ⊆ Rn 为可行域.
首先要考虑的是最优解的存在性,然后考虑如何求出其最优解.

在数学分析课程中,我们学习过Weierstrass定理,即定义在紧集上
的连续函数一定存在最大(最小)值点.

而在许多实际问题中,定义域可能不是紧的,目标函数也不一定连
续,因此需要将此定理推广来保证最优化问题解的存在性.
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最优化问题解的存在性: 推广的Weierstrass定理

定理 (推广的Weierstrass定理)
若函数f : X → (−∞,+∞]适当且闭,且以下条件中任意一个成立:

1 domf def
== {x ∈ X : f (x) < +∞}是有界的;

2 存在一个常数γ̄ 使得下水平集

Cγ̄
def
== {x ∈ X : f (x) ≤ γ̄}

是非空且有界的;

3 f 是强制的,即对于任一满足‖xk‖ → +∞的点列{xk} ⊂ X ,都有

lim
k→∞

f (xk) = +∞,

则函数f 的最小值点集{x ∈ X | f (x) ≤ f (y), ∀y ∈ X}非空且紧.
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条件(2)下的证明

假设条件(2)成立,且t def
== infx∈X f (x) = −∞.

由下确界的定义,存在点列{xk}∞k=1 ⊂ Cγ̄ ,使得 lim
k→∞

f (xk) = −∞.

由Cγ̄ 有界知点列{xk}存在聚点x∗.

由f 是闭函数知epi f 为闭集,因此(x∗, t) ∈ epi f . 根据上方图的定义
知f (x∗) ≤ t = −∞,这与f 适当矛盾,故t def

== infx∈X f (x)有限.

由f 为闭函数知Cγ̄ 为闭集,由假设知Cγ̄ 有界,故为紧集.

由f (x∗) = t知最小值点集非空,且为紧集Cγ̄ 的子集,而紧集的子集
也是紧集,故最小值点集为非空紧集.
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条件(1)(3)下的证明

假设条件(1)成立,则domf 是有界的.
由f 适当知存在x0 ∈ X 使得f (x0) < +∞.

记γ̄ = f (x0),此时f 的γ̄ 下水平集Cγ̄ 非空有界,条件(2)成立.

假设条件(3)成立,我们证明条件(2)成立.
用反证法,假设存在一个无界的下水平集Cγ̄ ,那么可以取点
列{xk} ⊂ Cγ̄ 使得 lim

k→∞
‖xk‖ = +∞, lim

k→∞
f (xk) = +∞,这

与f (xk) ≤ γ̄ 矛盾,故此时f 的任意下水平集都有界,条件(2)成立.
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推广的Weierstrass定理:注记

推广的Weierstrass定理的三个条件在本质上都是保证f (x)的最小
值不能在无穷远处取到.

因此我们可以仅在一个有界的下水平集中考虑f (x)的最小值.

定理仅要求f (x)为适当且闭的函数,并不需要f (x)的连续性,因此
比数学分析中的Weierstrass定理应用范围更广.

当定义域不是有界闭集时,对于强制函数f (x) = x2, x ∈ X = R,其
全局最优解一定存在.

对于适当且闭的函数f (x) = e−x, x ∈ X = R,它不满足三个条件中
任意一个,因此我们不能断言其全局极小值点存在.事实上,其全局
极小值点不存在.
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解的存在唯一性

推广的Weierstrass定理给出了最优解的存在性条件,但其对应的
解可能不止一个.

当最优解是唯一存在时,我们可以通过比较不同算法收敛至该解的
速度来判断算法好坏.

但是如果问题有多个最优值点,不同的算法收敛到的最优值点可能
不同,那么这些算法收敛速度的比较就失去了参考价值.

因此,最优化问题解的唯一性在理论分析和算法比较中扮演着重要
角色.
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解的存在唯一性: 拟强凸函数

定义 (拟强凸函数)
给定凸集X 和函数f : X → (−∞,+∞].若任取x 6= y和λ ∈ (0, 1),有

f (λx + (1− λ)y) < max{f (x), f (y)},

那么我们称函数f 是强强强拟拟拟凸凸凸的.

Figure:一个强拟凸函数



10/104

拟强凸函数

强拟凸函数不一定是凸函数,但其任意一个下水平集都是凸集,并
可以包含一部分性质较好的非凸函数.

任意强凸函数均为强拟凸的,但凸函数并不一定是强拟凸的.

任何定义在闭有界凸集上的强凸函数(如f (x) = x2 ),其最优解都是
唯一存在的.

对于一般的凸函数,其最优解可能不唯一,比如f (x) = max{x, 0},
任意x ≤ 0都是f (x)的最优解.
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唯一性定理

定理 (唯一性定理)
设X 是Rn 的一个非空,紧且凸的子集,如果f : X → (−∞,+∞]是适当,
闭且强拟凸函数,那么存在唯一的x∗ 满足

f (x∗) < f (x), ∀x ∈ X\{x∗}.

证证证明明明:由Weierstrass定理知f 至少存在一个全局极小点x∗.若x∗, y∗ 皆为
全局极小点,则有:

f (λx∗ + (1− λ)y∗) < max{f (x∗), f (y∗)} = f (x∗), ∀λ ∈ (0, 1).

这与x∗ 的全局极小性矛盾.
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无约束可微问题的最优性理论:引言

无约束可微优化问题通常表示为如下形式：

min
x∈Rn

f (x),

其中f 是连续可微函数.
给定一个点x̄,我们想要知道这个点是否是函数f 的一个局部极小
解或者全局极小解.

如果从定义出发,需要对其邻域内的所有点进行判断,这不可行.

因此,需要一个更简单的方式来验证一个点是否为极小值点.我们
称其为最优性条件,它主要包含一阶最优性条件和二阶最优性条
件.
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一阶必要条件:下降方向

定义 (下降方向)
对于可微函数f 和点x ∈ Rn,如果存在向量d 满足

∇f (x)Td < 0,

那么称d 为f 在点x处的一个下降方向.

一阶最优性条件是利用梯度(一阶)信息来判断给定点的最优性.

由下降方向的定义,容易验证:如果f 在点x处存在一个下降方向d,
那么对于任意的T > 0,存在t ∈ (0,T],使得

f (x + td) < f (x).

因此,在局部最优点处不能有下降方向.
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一阶必要条件

定理 (一阶必要条件)
假设f 在全空间Rn 可微.如果x∗ 是一个局部极小点,那么

∇f (x∗) = 0.

证证证明明明:任取v ∈ Rn,考虑f 在点x = x∗ 处的泰勒展开

f (x∗ + tv) = f (x∗) + tvT∇f (x∗) + o(t),

整理得
f (x∗ + tv)− f (x∗)

t
= vT∇f (x∗) + o(1).

根据x∗ 的最优性,在上式中分别对t取点0处的左,右极限可知

lim
t→0+

f (x∗ + tv)− f (x∗)
t

= vT∇f (x∗) ≥ 0,

lim
t→0−

f (x∗ + tv)− f (x∗)
t

= vT∇f (x∗) ≤ 0,

即对任意的v有vT∇f (x∗) = 0,由v的任意性知∇f (x∗) = 0.
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一阶必要性条件:注记

对于f (x) = x2, x ∈ R,我们知道满足f ′(x) = 0的点为x∗ = 0,并且其
也是全局最优解.

对于f (x) = x3, x ∈ R,满足f ′(x) = 0的点为x∗ = 0,但其不是一个局
部最优解.

称满足∇f (x) = 0的点x为f 的稳定点(有时也称为驻点或临界点).

除了一阶必要条件,还需要对函数加一些额外的限制条件,才能保
证最优解的充分性.
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二阶最优性条件

在没有额外假设时,如果一阶必要条件满足,我们仍然不能确定当
前点是否是一个局部极小点.

假设f 在点x的一个开邻域内是二阶连续可微的.类似于一阶必要
条件的推导,可以借助当前点处的二阶泰勒展开来逼近该函数在该
点附近的取值情况,从而来判断最优性.

在点x附近我们考虑泰勒展开

f (x + d) = f (x) +∇f (x)Td +
1
2

dT∇2f (x)d + o(‖d‖2).

当一阶必要条件满足时, ∇f (x) = 0,那么上面的展开式简化为

f (x + d) = f (x) +
1
2

dT∇2f (x)d + o(‖d‖2).

由此,我们可以导出二阶最优性条件.



18/104

二阶最优性条件

定理 (二阶最优性条件)
必要条件:若x∗ 是f 的一个局部极小点,则∇f (x∗) = 0,∇2f (x∗) � 0.

充分条件:若∇f (x∗) = 0,∇2f (x∗) � 0,则x∗ 是f 的一个局部极小点.

必必必要要要性性性:若∇2f (x∗)有负的特征值λ− < 0,设∇2f (x∗)d = λ−d,则

f (x∗ + d)− f (x∗)
‖d‖2 =

1
2

dT

‖d‖∇
2f (x∗)

d
‖d‖ + o(1) =

1
2
λ− + o(1).

当‖d‖充分小时, f (x∗ + d) < f (x∗),这和点x∗ 的最优性矛盾.

充充充分分分性性性:由∇f (x∗) = 0时的二阶展开,

f (x∗ + d)− f (x∗)
‖d‖2 =

dT∇2f (x∗)d + o(‖d‖2)

‖d‖2 ≥ 1
2
λmin + o(1).

当‖d‖充分小时有f (x∗ + d) ≥ f (x∗),即二阶充分条件成立.
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二阶最优性条件:注记

设点x̄满足一阶最优性条件(即∇f (x̄) = 0 ),且该点处的海瑟矩
阵∇2f (x̄)不是半正定的,那么x̄不是一个局部极小点.

进一步地,如果海瑟矩阵∇2f (x̄)既有正特征值又有负特征值,我们
称稳定点x̄为一个鞍点.

事实上,记d1, d2 为其正负特征值对应的特征向量,那么对于任意充
分小的t > 0,我们都有f (x̄ + td1) > f (x̄)且f (x̄ + td2) < f (x̄).

注意,二阶最优性条件给出的仍然是关于局部最优性的判断.对于
给定点的全局最优性判断,我们还需要借助实际问题的性质,比如
目标函数是凸的、非线性最小二乘问题中目标函数值为0等.
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无约束可微问题最优性理论:实例

线性最小二乘:
min
x∈Rn

f (x)
def
==

1
2
‖b− Ax‖2

2,

其中A ∈ Rm×n, b ∈ Rm.由f 可微且凸知

x∗ 为一个全局最优解⇔ ∇f (x∗) = AT(Ax∗ − b) = 0.

非线性最小二乘(实数情形的相位恢复):

min
x∈Rn

f (x)
def
==

m∑

i=1

r2
i (x),

其中ri(x) = (aT
i x)2 − b2

i , i = 1, 2, · · · ,m.
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实数情形的相位恢复

∇f (x) = 2
m∑

i=1

ri(x)∇ri(x) = 4
m∑

i=1

((aT
i x)2 − b2

i )(aT
i x)ai,

∇2f (x) =

m∑

i=1

(12(aT
i x)2 − 4b2

i )aiaT
i .

如果x∗ 为局部最优解,那么其满足一、二阶必要条件

m∑

i=1

((aT
i x∗)2 − bi)(aT

i x∗)ai = 0,
m∑

i=1

(12(aT
i x∗)2 − 4b2

i )aiaT
i � 0.

如果一个点x# 满足二阶充分条件

m∑

i=1

((aT
i x#)2 − bi)(aT

i x#)ai = 0,
m∑

i=1

(12(aT
i x#)2 − 4b2

i )aiaT
i � 0,

那么x# 为局部最优解.
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对偶理论: 一般的约束优化问题

min
x∈Rn

f (x),

s.t. ci(x) ≤ 0, i ∈ I,
ci(x) = 0, i ∈ E ,

其中ci 为定义在Rn 或其子集上的实值函数, I 和E 分别表示不等式约
束和等式约束对应的下标集合且各下标互不相同.
这个问题的可行域定义为

X = {x ∈ Rn | ci(x) ≤ 0, i ∈ I 且 ci(x) = 0, i ∈ E}.

通过将X 的示性函数加到目标函数中可以得到无约束优化问题.但
是转化后问题的目标函数是不连续的、不可微的以及不是有限的,
这导致我们难以分析其理论性质以及设计有效的算法.
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拉格朗日函数

一般的约束优化问题:

min f (x)

s.t. ci(x) ≤ 0, i ∈ I, |I| = m

ci(x) = 0, i ∈ E , |E| = p

变量x ∈ Rn,最优值为p∗,定义域为

X = {x ∈ Rn | ci(x) ≤ 0, i ∈ I 且 ci(x) = 0, i ∈ E}

拉格朗日函数L : Rn × Rm
+ × Rp → R

L(x, λ, ν) = f (x) +
∑

i∈I
λici(x) +

∑

i∈E
νici(x)

λi 为第i个不等式约束对应的拉格朗日乘子

νi 为第i个等式约束对应的拉格朗日乘子
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拉格朗日对偶函数

拉格朗日对偶函数g : Rm
+ × Rp → [−∞,+∞)

g(λ, ν) = inf
x∈Rn

L(x, λ, ν)

= inf
x∈Rn

(
f (x) +

∑

i∈I
λici(x) +

∑

i∈E
νici(x)

)

定理 (弱对偶原理)
若λ ≥ 0,则g(λ, ν) ≤ p∗.

证证证明明明:若x̃ ∈ X ,则

g(λ, ν) = inf
x

L(x, λ, ν) ≤ L(x̃, λ, ν) ≤ f (x̃),

对x̃取下界得
g(λ, ν) ≤ inf

x̃∈X
f (x̃) = p∗.
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拉格朗日对偶问题

拉格朗日对偶问题:

max
λ≥0,ν

g(λ, ν) = max
λ≥0,ν

inf
x∈Rn

L(x, λ, ν)

称λ和ν 为对偶变量,设最优值为q∗

q∗ 为p∗ 的最优下界,称p∗ − q∗ 为对偶间隙

拉格朗日对偶问题是一个凸优化问题

domg = {(λ, ν) | λ ≥ 0, g(λ, ν) > −∞},称其元素为对偶可行解
例例例: 标准形式线性规划及其对偶

min cTx

s.t. Ax = b

x ≥ 0

max − bTν

s.t. ATν + c ≥ 0
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实例:线性方程组具有最小模的解

min xTx

s.t. Ax = b

对对对偶偶偶函函函数数数

拉格朗日函数为L(x, ν) = xTx + νT(Ax− b)

求L关于x的最小值,由一阶条件:

∇xL(x, ν) = 2x + ATν = 0 =⇒ x = −(1/2)ATν

将上式代入L得到对偶函数g:

g(ν) = L((−1/2)ATν, ν) = −1
4
νTAATν − bTν

它是关于ν 的凹函数

弱弱弱对对对偶偶偶性性性: p∗ ≥ −(1/4)νTAATν − bTν, ∀ν
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实例:标准形式线性规划

min cTx

s.t. Ax = b, x ≥ 0

对对对偶偶偶函函函数数数

拉格朗日函数为

L(x, λ, ν) = cTx + νT(Ax− b)− λTx

= − bTν + (c + ATν − λ)Tx

L关于x线性,因此

g(λ, ν) = inf
x

L(x, λ, ν) =

{
−bTν ATν − λ+ c = 0

−∞ otherwise

g在仿射集{(λ, ν) | ATν − λ+ c = 0}上线性,因此是凹函数

弱弱弱对对对偶偶偶性性性: p∗ ≥ −bTν 若ATν + c ≥ 0
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线性规划问题的对偶

min
x

cTx

s.t. Ax = b

x ≥ 0

拉格朗日函数:

L(x, s, ν) = cTx + νT(Ax− b)− sTx = −bTν + (ATν − s + c)Tx

对偶函数:

g(s, ν) = inf
x

L(x, s, ν) =

{
−bTν, ATν − s + c = 0
−∞, 其他

对偶问题:
max

s,ν
− bTν,

s.t. ATν − s + c = 0,

s ≥ 0.

y=−ν⇐⇒
max

s,y
bTy,

s.t. ATy + s = c,

s ≥ 0.
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线性规划问题的对偶

若保留约束x ≥ 0,则拉格朗日函数为

L(x, y) = cTx− yT(Ax− b) = bTy + (c− ATy)Tx.

对偶问题需要将x ≥ 0添加到约束里：

max
y

{
inf

x
bTy + (c− ATy)Tx, s.t. x ≥ 0

}
⇒

max
y

bTy,

s.t. ATy ≤ c.

此对偶问题可以通过将上页最后一个问题中的变量s消去得到.

视max bTy为min −bTy,对偶问题的拉格朗日函数为

L(y, x) = −bTy + xT(ATy− c) = −cTx + (Ax− b)Ty.
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线性规划问题的对偶

因此得到对偶函数

g(x) = inf
y

L(y, x) =

{
−cTx, Ax = b,
−∞, 其他.

相应的对偶问题是

max
x

− cTx,

s.t. Ax = b,

x ≥ 0.

该问题与原始问题完全等价,这表明线性规划问题与其对偶问题互
为对偶.
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线性规划问题的对偶性

强强强对对对偶偶偶性性性: 若一个线性规划问题有最优解,则其对偶问题有最优解,且
最优值相等.

PPPPPPPPdual
primal finite unbounded infeasible

finite
√ × ×

unbounded × × √

infeasible × √ √

若p∗ = −∞,则d∗ ≤ p∗ = −∞,因此对偶问题不适定

若d∗ = +∞,则+∞ = d∗ ≤ p∗,因此原问题不适定

min x1 + 2x2

s.t. x1 + x2 = 1

2x1 + 2x2 = 3

max p1 + 3p2

s.t. p1 + 2p2 = 1

p1 + 2p2 = 2
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实例:等式约束下的范数最小化

min ‖x‖
s.t. Ax = b

对对对偶偶偶函函函数数数

g(ν) = inf
x

(‖x‖ − νTAx + bTν) =

{
bTν ‖ATν‖∗ ≤ 1

−∞ 其他

其中‖v‖∗ = sup‖u‖≤1 uTv是‖ · ‖的对偶范数

证明: 利用infx(‖x‖ − yTx)在‖y‖∗ ≤ 1时等于0否则等于−∞
若‖y‖∗ ≤ 1,则x− yTx ≥ 0对任意x都成立,当x = 0时取等

若‖y‖∗ > 1,取x = tu,其中‖u‖ ≤ 1, uTy = ‖y‖∗ > 1:

‖x‖ − yTx = t(‖u‖ − ‖y‖∗)→ −∞当t→∞

弱弱弱对对对偶偶偶性性性: p∗ ≥ bTν 若‖ATν‖∗ ≤ 1
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实例:二路划分

min xTWx

s.t. x2
i = 1, i = 1, ..., n

非凸问题;可行域由2n 个离散点组成

含义:将{1, ..., n}划分为两个集合; Wij 是将i, j划入同一集合的代
价; −Wij 则是将i, j划入不同集合的代价

对对对偶偶偶函函函数数数

g(ν) = inf
x

(xTWx +
∑

i

νi(x2
i − 1)) = inf

x
xT(W + diag(ν))x− 1Tν

=

{
−1Tν W + diag(ν) � 0

−∞ 其他

弱弱弱对对对偶偶偶性性性: p∗ ≥ −1Tν 若W + diag(ν) � 0
例:取ν = −λmin(W)1即得下界的估计, p∗ ≥ nλmin(W)
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拉格朗日对偶与共轭函数

min f0(x)

s.t. Ax ≤ b, Cx = d

对对对偶偶偶函函函数数数

g(λ, ν) = inf
x∈dom f0

(
f0(x) + (ATλ+ CTν)Tx− bTλ− dTν

)

= −f ∗0 (−ATλ− CTν)− bTλ− dTν

回顾共轭函数的定义f ∗(y) = supx∈dom f (yTx− f (x))

在f0 的共轭函数已知时可以简化对偶函数的推导

例例例: 最最最大大大化化化熵熵熵

f0(x) =

n∑

i=1

xi log xi, f ∗0 (y) =

n∑

i=1

eyi−1
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弱对偶性与强对偶性

弱弱弱对对对偶偶偶性性性: d∗ ≤ p∗

对凸问题与非凸问题都成立

可导出复杂问题的非平凡下界,例如, SDP问题

max − 1Tν

s.t. W + diag(ν) � 0

给出了二路划分问题的一个下界:

min xTWx, s.t. x2
i = 1, i = 1, ..., n

强强强对对对偶偶偶性性性: d∗ = p∗

对一般问题而言通常不成立

(通常)对凸问题成立

称保证凸问题强对偶性成立的条件为约约约束束束品品品性性性
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问题形式与对偶性

一个问题不同等价形式的对偶可能差异巨大

当对偶问题难以推导或没有价值时,可以尝试改写原问题的形式

常常常用用用的的的改改改写写写技技技巧巧巧

引入新变量与等式约束

将显式约束隐式化或将隐式约束显式化

改变目标函数或者约束函数的形式
例如,用φ(f0(x))取代f0(x),其中φ是凸的增函数
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引入新变量与等式约束

min f0(Ax + b)

对偶函数为常数

强对偶性成立,但对偶问题无意义

改改改写写写原原原问问问题题题及及及其其其对对对偶偶偶

min f0(y)

s.t. Ax + b− y = 0

max bTν − f ∗0 (ν)

s.t. ATν = 0

对偶函数为
g(ν) = inf

x,y
(f0(y)− νTy + νTAx + bTν)

=

{
− f ∗0 (ν) + bTν ATν = 0

−∞ 其他
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范范范数数数逼逼逼近近近问问问题题题: min ‖Ax− b‖

min ‖y‖
s.t. y = Ax− b

由‖ · ‖的共轭函数知其对偶函数为:

g(ν) = inf
x,y

(‖y‖+ νTy− νTAx + bTν)

=

{
bTν + infy(‖y‖+ νTy) ATν = 0

−∞ 其他

=

{
bTν ATν = 0, ‖ν‖∗ ≤ 1

−∞ 其他

范范范数数数逼逼逼近近近问问问题题题的的的对对对偶偶偶

max bTν

s.t. ATν = 0, ‖ν‖∗ ≤ 1
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隐式约束

带带带边边边界界界约约约束束束的的的线线线性性性规规规划划划: 原问题与对偶问题

min cTx

s.t. Ax = b

− 1 ≤ x ≤ 1

max − bTν − 1Tλ1 − 1Tλ2

s.t. c + ATν + λ1 − λ2 = 0

λ1 ≥ 0, λ2 ≥ 0

通通通过过过隐隐隐式式式化化化边边边界界界约约约束束束改改改写写写原原原问问问题题题

min f0(x) =

{
cTx − 1 ≤ x ≤ 1
−∞ 其他

s.t. Ax = b

对偶函数为
g(ν) = inf

−1≤x≤1
(cTx + νT(Ax− b))

= −bTν − ‖ATν + c‖1

对对对偶偶偶问问问题题题: max −bTν − ‖ATν + c‖1
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带广义不等式约束优化问题

问题

min
x∈Rn

f (x),

s.t. ci(x) ≤ 0, i ∈ I,
ci(x) = 0, i ∈ E ,

中的不等式约束ci(x), i ∈ I 都是实值函数的形式.

在许多实际应用中,我们还会遇到大量带广义不等式约束的优化问
题,例如自变量x可能取值于半正定矩阵空间中.

对于这类约束我们不易将其化为ci(x) ≤ 0的形式,此时又该如何构
造拉格朗日对偶函数呢？
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适当锥与广义不等式

定义 (适当锥)
称满足如下条件的锥K 为适适适当当当锥锥锥(proper cone)：

1 K 是凸锥；
2 K 是闭集；
3 K 是实心的(solid),即int K 6= ∅；
4 K 是尖的(pointed),即对任意非零向量x,若x ∈ K,则−x /∈ K,也
即K 中无法容纳直线.

适当锥K 可以诱导出广义不等式,它定义了全空间上的偏序关系：

x �K y ⇐⇒ y− x ∈ K.

类似地,可以定义严格广义不等式：

x ≺K y ⇐⇒ y− x ∈ int K.

当K = Rn
+ 时, x �K y是我们之前经常使用的记号x ≤ y

当K = Sn
+ 时, X �K Y 表示Y − X � 0,即Y − X 是半正定矩阵
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对偶锥与拉格朗日乘子

对广义不等式,该如何构造广义不等式约束所对应的乘子?

定义 (对偶锥)
令K 为全空间Ω 的子集,称集合

K∗ = {y ∈ Ω | 〈x, y〉 ≥ 0, ∀x ∈ K}

为其对偶锥.

Figure: R2 平面上的锥K 及其对偶锥K∗
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对偶锥与拉格朗日乘子:注记

如果K = Rn
+, Ω = Rn 并且定义〈x, y〉 = xTy,那么易知K∗ = Rn

+.

假设K = Sn
+, Ω = Sn 并且定义

〈X,Y〉 = Tr(XYT),

可以证明
〈X,Y〉 ≥ 0, ∀X ∈ Sn

+ ⇐⇒ Y ∈ Sn
+,

即半正定锥的对偶锥仍为半正定锥.

称满足K = K∗ 的锥K 为自自自对对对偶偶偶锥锥锥,因此非负锥和半正定锥都是自
对偶锥.

直观来说,对偶锥K∗ 中向量和原锥K 中向量的内积恒非负,这一性
质可以被用来构造拉格朗日对偶函数.
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广义不等式约束优化问题拉格朗日函数的构造

广义不等式约束优化问题:

min
x∈Rn

f (x)

s.t. ci(x) �Ki 0, i ∈ I
ci(x) = 0, i ∈ E

其中ci : Rn → Rki , ki ∈ N+, i ∈ I 为向量值函数, f 与ci, i ∈ E 为实
值函数, Ki, i ∈ I 为适当锥.

拉格朗日函数L :

L(x, λ, ν) = f (x) +
∑

i∈I
〈ci(x), λi〉+

∑

i∈E
νici(x), λi ∈ K∗i , νi ∈ R.

容易验证L(x, λ, ν) ≤ f (x), ∀ x ∈ X , λi ∈ K∗i , νi ∈ R.

对偶函数g(λ, ν) = infx∈Rn L(x, λ, ν),对偶问题为

max
λi∈K∗

i , νi∈R
g(λ, ν).
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半定规划问题的对偶问题

min
X∈Sn

〈C,X〉

s.t. 〈Ai,X〉 = bi, i = 1, 2, · · · ,m
X � 0

其中Ai ∈ Sn, i = 1, 2, · · · ,m, C ∈ Sn, b ∈ Rm

拉格朗日函数:

L(X, y, S) = 〈C,X〉 −
m∑

i=1

yi(〈Ai,X〉 − bi)− 〈S,X〉 , S � 0

对偶函数:

g(y, S) = inf
X

L(X, y, S) =

{
bTy,

∑m
i=1 yiAi − C + S = 0

−∞, 其他
对偶问题:

min
y∈Rm

−bTy, s.t.
m∑

i=1

yiAi − C + S = 0, S � 0
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半定规划对偶问题的对偶问题

min
y∈Rm

−bTy, s.t.
m∑

i=1

yiAi � C

拉格朗日函数:

L(y,X) = −bTy + 〈X,
m∑

i=1

yiAi − C〉

=

m∑

i=1

yi(−bi + 〈Ai,X〉)− 〈C,X〉

对偶函数:

g(X) = inf
y

L(y,X) =

{
−〈C,X〉, 〈Ai,X〉 = bi, i = 1, 2, · · · ,m
−∞, 其他

对偶问题:

min
X∈Sn

〈C,X〉, s.t. 〈Ai,X〉 = bi, i = 1, 2, · · · ,m, X � 0
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`1 正则化问题的对偶

min
x∈Rn

1
2
‖Ax− b‖2 + µ‖x‖1

令r = Ax− b,问题等价于minx∈Rn
1
2‖r‖2 + µ‖x‖1, s.t. r = Ax− b

拉格朗日函数:

L(x, r, λ) =
1
2
‖r‖2 + µ‖x‖1 − 〈λ,Ax− b− r〉

=
1
2
‖r‖2 + λTr + µ‖x‖1 − (ATλ)Tx + bTλ

对偶函数:

g(λ) = inf
x,r

L(x, r, λ) =

{
bTλ− 1

2‖λ‖2, ‖ATλ‖∞ ≤ µ
−∞, 其他

对偶问题:

max bTλ− 1
2
‖λ‖2, s.t. ‖ATλ‖∞ ≤ µ
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最大割问题

max
x∈Rn

xTCx

s.t. x2
i = 1, i = 1, 2, · · · , n

拉格朗日函数:

L(x, y) = −xTCx +

n∑

i=1

yi(x2
i − 1) = xT(Diag(y)− C)x− 1Ty

对偶函数:

g(y) = inf
x

L(x, y) =

{
−1Ty, Diag(y)− C � 0
−∞, 其他

对偶问题:
min
y∈Rn

1Ty

s.t. Diag(y)− C � 0
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最大割对偶问题的对偶问题

min
y∈Rn

1Ty

s.t. Diag(y)− C � 0

拉格朗日函数:

L(y,X) = 1Ty− 〈Diag(y)− C,X〉 =

n∑

i=1

(1− Xii)yi + 〈C,X〉

对偶函数:

g(X) = inf
y

L(y,X) =

{
〈C,X〉, Xii = 1, i = 1, 2, · · · , n
−∞, 其他

对偶问题:
max 〈C,X〉
s.t. Xii = 1, i = 1, 2, · · · , n

X � 0
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SOCP/SDP Duality

(P) min c>x

s.t. Ax = b, xQ � 0

(D) max b>y

s.t. A>y + s = c, sQ � 0

(P) min 〈C,X〉
s.t. 〈A1,X〉 = b1

. . .

〈Am,X〉 = bm

X � 0

(D) max b>y

s.t.
∑

i

yiAi + S = C

S � 0

Strong duality
If p∗ > −∞, (P) is strictly feasible, then (D) is feasible and
p∗ = d∗

If d∗ < +∞, (D) is strictly feasible, then (P) is feasible and
p∗ = d∗

If (P) and (D) has strictly feasible solutions, then both have
optimal solutions.
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Failure of SOCP Duality

inf (1,−1, 0)x

s.t. (0, 0, 1)x = 1

xQ � 0

sup y

s.t. (0, 0, 1)>y + z = (1,−1, 0)>

zQ � 0

primal: min x0 − x1, s.t. x0 ≥
√

x2
1 + 1; It holds x0 − x1 > 0 and

x0 − x1 → 0 if x0 =
√

x2
1 + 1→∞. Hence, p∗ = 0, no finite

solution
dual: sup y s.t. 1 ≥

√
1 + y2. Hence, y = 0

p∗ = d∗ but primal is not attainable.
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Failure of SDP Duality

Consider

min

〈0 0 0
0 0 0
0 0 1

 ,X

〉

s.t.

〈1 0 0
0 0 0
0 0 0

 ,X

〉
= 0

〈0 1 0
0 0 0
1 0 2

 ,X

〉
= 2

X � 0

max 2y2

s.t.

1 0 0
0 0 0
0 0 0

 y1 +

0 1 0
0 0 0
1 0 2

 y2 �

0 0 0
0 0 0
0 0 1



primal: X∗ =

0 0 0
0 0 0
0 0 1

, p∗ = 1

dual: y∗ = (0, 0). Hence, d∗ = 0

Both problems have finite optimal values, but p∗ 6= d∗



54/104

提纲

1 最优化问题解的存在性

2 无约束可微问题的最优性理论

3 对偶理论

4 带约束凸优化问题的最优性理论

5 一般约束优化问题的最优性理论

6 总结
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带约束凸优化问题

稀疏优化问题:
min
x∈Rn

‖x‖1, s.t. Ax = b.

低秩矩阵恢复问题:

min
X∈Rm×n

‖X‖∗, s.t. Xij = Mij, (i, j) ∈ Ω.

矩阵分离问题:

min
X,S∈Rm×n

‖X‖∗ + µ‖S‖1, s.t. X + S = M.

回归分析中的问题:

min
x∈Rn

1
2
‖Ax− b‖2

2, s.t. ‖x‖1 6 σ.
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带约束凸优化问题

前述问题都可以写为

min
x∈D

f (x),

s.t. ci(x) 6 0, i = 1, 2, · · · ,m,
Ax = b,

其中f (x)为适当的凸函数, ∀i, ci(x)是凸函数且domci = Rn.

A ∈ Rp×n, b ∈ Rp 是已知的.

集合D 表示自变量x的自然定义域,即

D = domf = {x | f (x) < +∞}.

自变量x还受约束的限制,定义可行域

X = {x ∈ D : ci(x) ≤ 0, i = 1, 2, · · · ,m; Ax = b}.

由于凸优化问题的可行域是凸集,因此等式约束只能是线性约束.
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Slater约束品性与强对偶原理

凸优化问题有很多好的性质.一个自然的问题是:我们能否像研究无
约束问题那样找到该问题最优解的一阶充要条件?如果这样的条件
存在,它在什么样的约束品性下成立?

在通常情况下,优化问题的对偶间隙大于0,即强对偶原理不满足.

但对很多凸优化问题,在特定约束品性下可以证明强对偶原理.

直观的一种约束品性是存在满足所有约束条件的严格可行解.
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Slater约束品性与强对偶原理:相对内点

首先给出集合D 的相对内点集relintD 的定义.给定集合D,记其仿射包
为

affineD = {x | x = θ1x1+θ2x2+· · ·+θkxk, x1, x2, · · · , xk ∈ D,
k∑

i=1

θi = 1}.

定义 (相对内点)
集合D 的相对内点集定义为

relintD = {x ∈ D | ∃ r > 0, 使得 B(x, r) ∩ affineD ⊆ D}.

相对内点是内点的推广,若D 本身的“维数”较低,则D 不可能有内点,但
如果在它的仿射包affineD 中考虑,则D 可能有相对内点.



59/104

Slater约束品性

定义 (Slater约束品性)
若对凸优化问题

min
x∈D

f (x), s.t. ci(x) 6 0, i = 1, 2, · · · ,m, Ax = b,

存在x ∈ relintD 满足
ci(x) < 0, i = 1, 2, · · · ,m, Ax = b,

则称对此问题Slater约束品性满足.该约束品性也称为 Slater条条条件件件.

Slater约束品性实际上是要求自然定义域D 的相对内点中存在使
得不等式约束严格成立的点, affineD = Rn 时相对内点就是内点.

不等式约束是仿射函数时, Slater条件可以放宽.设前k个不等式约
束是仿射的,此时Slater约束品性变为:存在x ∈ relintD,满足

ci(x) ≤ 0, i = 1, 2, · · · , k; ci(x) < 0, i = k+1, k+2 · · · ,m; Ax = b,

即对线性不等式约束无需要求其存在严格可行点.
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Slater约束品性与强对偶原理

定理

若凸优化问题满足Slater条件,则强对偶原理成立.

当d∗ > −∞时,对偶问题的最优解可以取到,即存在对偶可行
解(λ∗, ν∗),满足g(λ∗, ν∗) = d∗ = p∗.
假设集合D 内部非空(即relintD = intD ), A行满秩(否则可以去掉
多余的线性等式约束)以及原始问题最优函数值p∗ 有限.
定义集合

A = {(u, v, t) | ∃x ∈ D, ci(x) ≤ ui, i = 1, 2, · · · ,m,
Ax− b = v, f (x) ≤ t}.

B = {(0, 0, s) ∈ Rm × Rp × R | s < p∗}.

可以证明集合A和B是不相交的.
假设(u, v, t) ∈ A ∩ B.根据(u, v, t) ∈ B,有u = 0, v = 0和t < p∗.
由(u, v, t) ∈ A,可知f (x) ≤ t < p∗,这与p∗ 是原始问题最优值矛盾.
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Slater约束品性与强对偶原理

Figure:集合A和B在u - t方向投影的示意图
( A一般为有内点的凸集, B是一条射线且不含点(0, 0, p∗) )

因为A和B均为凸集,由超平面分离定理,存在(λ, ν, µ) 6= 0和α,使得

λTu + νTv + µt ≥ α, ∀ (u, v, t) ∈ A,
λTu + νTv + µt ≤ α, ∀ (u, v, t) ∈ B.
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Slater约束品性与强对偶原理

我们断言λ ≥ 0和µ ≥ 0 (否则可以取ui 和t为任意大的正实数以
及ν = 0,这会导致λTu + µt在集合A上无下界).

同时,由于µt ≤ α对于所有t < p∗ 成立,可得µp∗ ≤ α.

对任意x ∈ D,取(u, v, t) = (ci(x),Ax− b, f (x)) ∈ A,可知

m∑

i=1

λici(x) + νT(Ax− b) + µf (x) ≥ α ≥ µp∗.

假设µ > 0,则

L(x,
λ

µ
,
ν

µ
) ≥ p∗.

进一步地,我们有g(λµ ,
ν
µ) ≥ p∗,根据弱对偶性g(λµ ,

ν
µ) ≤ p∗ 自然成

立.因此,必有g(λµ ,
ν
µ) = p∗ 成立.说明在此情况下强对偶性满足,且

对偶最优解可以达到.
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Slater约束品性与强对偶原理

考虑µ = 0的情况,可以从上面得到对于所有的x ∈ D,
m∑

i=1

λici(x) + νT(Ax− b) ≥ 0.

取满足Slater条件的点xS,有
∑m

i=1 λici(xS) ≥ 0.

又ci(xS) < 0和λi ≥ 0,我们得到λ = 0,上式化为

νT(Ax− b) ≥ 0, ∀ x ∈ D.
根据(λ, ν, µ) 6= 0可知ν 6= 0,结合A行满秩可以得到ATν 6= 0.由
于xS 是可行解,我们有νT(AxS − b) = 0.

因为xS ∈ intD,则存在点x̃ = xS + e ∈ D,满足νT(Ax̃− b) < 0.这
与νT(Ax− b) ≥ 0, ∀ x ∈ D 矛盾.

综上所述, Slater条件能保证强对偶性.

在定理的证明中, Slater条件保证了µ 6= 0.
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一阶充要条件

对于一般的约束优化问题,当问题满足特定约束品性时,我们知
道KKT条件是局部最优解处的必要条件.

而对于凸优化问题,当Slater条件满足时, KKT条件则变为局部最优
解的充要条件(根据凸性,局部最优解也是全局最优解).

定理 (凸优化问题的一阶充要条件)
对于凸优化问题,用ai 表示矩阵AT 的第i列, ∂f , ∂ci 表示次梯度,如
果Slater条件成立,那么x∗, λ∗ 分别是原始,对偶全局最优解当且仅当

稳稳稳定定定性性性条条条件件件 0 ∈ ∂f (x∗) +
∑

i∈I
λ∗i ∂ci(x∗) +

∑

i∈E
λ∗i ai,

原原原始始始可可可行行行性性性条条条件件件 Ax∗ = b, ∀i ∈ E ,
原原原始始始可可可行行行性性性条条条件件件 ci(x∗) ≤ 0, ∀i ∈ I,
对对对偶偶偶可可可行行行性性性条条条件件件 λ∗i ≥ 0, ∀i ∈ I,
互互互补补补松松松弛弛弛条条条件件件 λ∗i ci(x∗) = 0, ∀i ∈ I.
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一阶充要条件:充分性

设存在(x̄, λ̄)满足KKT条件,我们考虑凸优化问题的拉格朗日函数

L(x, λ) = f (x) +
∑

i∈I
λici(x) +

∑

i∈E
λi(aT

i x− bi).

当固定λ = λ̄时,注意到λ̄i ≥ 0, i ∈ I 以及λ̄i(aT
i x), i ∈ E 是线性函

数可知L(x, λ̄)是关于x的凸函数.

由凸函数全局最优点的一阶充要性可知,此时x̄就是L(x, λ̄)的全局
极小点.根据拉格朗日对偶函数的定义,

L(x̄, λ̄) = inf
x∈D

L(x, λ̄) = g(λ̄).

根据原始可行性条件Ax̄ = b以及互补松弛条件λ̄ici(x̄) = 0, i ∈ I,

L(x̄, λ̄) = f (x̄) + 0 + 0 = f (x̄).

根据弱对偶原理,

L(x̄, λ̄) = f (x̄) ≥ p∗ ≥ d∗ ≥ g(λ̄) = L(x̄, λ̄)⇒ p∗ = d∗,

故x̄, λ̄分别是原始问题和对偶问题的最优解.
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关于充分性的评述

定理的充分性说明,若能直接求解出凸优化问题的KKT对,则其就
是对应问题的最优解.

在充分性部分的证明中,我们没有使用Slater条件,这是因为在证
明的一开始假设了KKT点是存在的.

Slater条件的意义在于当问题最优解存在时,其相应KKT条件也会
得到满足.

当Slater条件不满足时,即使原始问题存在全局极小值点,也可能
不存在(x∗, λ∗)满足KKT条件.
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example:water-filling (assume αi > 0)

min −
n∑

i=1

log(xi + αi)

s.t. x ≥ 0, 1Tx = 1

x is optimal iff x ≥ 0, 1Tx = 1, and there exist λ ∈ Rn, ν ∈ R such that

λ ≥ 0, λixi = 0,
1

xi + αi
+ λi = ν

if ν < 1/αi : λi = 0 and xi = 1/ν − αi

if ν ≥ 1/αi : λi = ν − 1/αi and xi = 0

determine ν from 1Tx =
∑n

i=1 max{0, 1/ν − αi} = 1

example: water-filling (assume αi > 0)

minimize −∑n
i=1 log(xi + αi)

subject to x � 0, 1Tx = 1

x is optimal iff x � 0, 1Tx = 1, and there exist λ ∈ Rn, ν ∈ R such that

λ � 0, λixi = 0,
1

xi + αi
+ λi = ν

• if ν < 1/αi: λi = 0 and xi = 1/ν − αi

• if ν ≥ 1/αi: λi = ν − 1/αi and xi = 0

• determine ν from 1Tx =
∑n

i=1max{0, 1/ν − αi} = 1

interpretation

• n patches; level of patch i is at height αi

• flood area with unit amount of water

• resulting level is 1/ν⋆
i

1/ν⋆

xi

αi

Duality 5–20

interpretation
n patches; level of patch i is at height αi

flood area with unit amount of water

resulting level is 1/ν∗
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非光滑凸优化实例:基追踪问题

min
x∈Rn

‖x‖1,

s.t. Ax = b.
⇐⇒

min
∑

i

x+
i + x−i ,

s.t. Ax+ − Ax− = b,

x+, x− ≥ 0.

⇐⇒
min
y∈R2n

1Ty,

s.t. [A,−A]y = b,

y ≥ 0.

根据一般线性规划问题的最优性条件,求解基追踪问题等价于求解




1 + [A,−A]Tν∗ − s∗ = 0,

[A,−A]y∗ = b,

y∗ ≥ 0,

s∗ ≥ 0,

s∗ � y∗ = 0,

其中s∗ ∈ R2n, ν∗ ∈ Rm.
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基追踪问题最优性条件:直接推导

拉格朗日函数: L(x, ν) = ‖x‖1 + νT(Ax− b).

x∗ 为全局最优解当且仅当存在ν∗ ∈ Rm 使得
{

0 ∈ ∂‖x∗‖1 + ATν∗,

b = Ax∗.

令x∗i = y∗i − y∗n+i, i = 1, 2, · · · , n,则

[A,−A]y∗ = b =⇒ Ax∗ = b.

对于等式1 + [A,−A]Tν∗ − s∗ = 0,我们有

(ATν∗)i = −1 + s∗i = 1− s∗n+i, i = 1, 2, · · · , n.

因此, s∗i + s∗n+i = 2.根据互补条件, y∗i , y∗n+i 至少有一个为0.
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基追踪问题最优性条件:直接推导

若x∗i = 0,则有y∗i = y∗n+i = 0.由s∗i , s∗n+i ≥ 0知(ATν∗)i ∈ [−1, 1].

若x∗i < 0,则有y∗i = 0, y∗n+i > 0,此时有(ATν∗)i = 1.

对于x∗i > 0,我们有(ATν∗)i = −1.

以上过程均可逆推,这就证明了利用非光滑凸优化理论推导的最优
性条件和利用线性规划推导的最优性条件是等价的.
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光滑凸优化实例:仿射空间的投影问题

min
x∈Rn

1
2
‖x− y‖2

2,

s.t. Ax = b,

其中A ∈ Rm×n, b ∈ Rm 以及y ∈ Rn 为给定的矩阵和向量且A满秩.
拉格朗日函数: L(x, λ) = 1

2‖x− y‖2 + λT(Ax− b).

Slater条件成立, x∗ 为一个全局最优解当且仅当存在λ∗ ∈ Rm 使得
{

x∗ − y + ATλ∗ = 0,

Ax∗ = b.

由上述KKT条件第一式,等号左右两边同时左乘A可得

Ax∗ − Ay + AATλ = 0⇒ λ∗ = (AAT)−1(Ay− b).

将λ∗ 代回KKT条件第一式可知

x∗ = y− AT(AAT)−1(Ay− b).

因此点y到集合{x | Ax = b}的投影为y− AT(AAT)−1(Ay− b).
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提纲

1 最优化问题解的存在性

2 无约束可微问题的最优性理论

3 对偶理论

4 带约束凸优化问题的最优性理论

5 一般约束优化问题的最优性理论

6 总结
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切锥

定义 (切锥)
给定可行域X 及x ∈ X ,若存在序列{zk}∞k=1 ⊂ X , limk→∞ zk = x以及正
标量序列{tk}∞k=1, tk → 0满足

lim
k→∞

zk − x
tk

= d

则称向量d 为X 在点x处的一个切向量.所有点x处的切向量构成的集
合称为切锥,用TX (x)表示.

Figure:不等式约束 Figure:等式约束
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几何最优性条件

一般优化问题:

min
x∈Rn

f (x)

s.t. ci(x) ≤ 0, i ∈ I
ci(x) = 0, i ∈ E

定理 (几何最优性条件)
假设可行点x∗ 是上述问题的一个局部极小点.如果f (x)
和ci(x), i ∈ I ∪ E 在点x∗ 处是可微的,那么

dT∇f (x∗) ≥ 0, ∀d ∈ TX (x∗)

等价于
TX (x∗) ∩ {d | ∇f (x∗)Td < 0} = ∅.
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证明

若TX (x∗) ∩ {d | ∇f (x∗)Td < 0} 6= ∅,取d ∈ TX (x∗)且f (x∗)Td < 0.

存在{tk}∞k=1 和{dk}∞k=1 使得x∗ + tkdk ∈ X ,其中tk → 0且dk → d.

由于∇f (x∗)Td < 0,对于充分大的k,我们有

f (x∗ + tkdk) = f (x∗) + tk∇f (x∗)Tdk + o(tk)

= f (x∗) + tk∇f (x∗)Td + tk∇f (x∗)T(dk − d) + o(tk)

= f (x∗) + tk∇f (x∗)Td + o(tk)

< f (x∗)

这与x∗ 的局部极小性矛盾.
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线性化可行锥

定义 (线性化可行锥)
对于可行点x ∈ X ,定义该点的积极集A(x) = E ∪ {i ∈ I : ci(x) = 0},
点x处的线线线性性性化化化可可可行行行方方方向向向锥锥锥定义为

F(x) =

{
d

∣∣∣∣∣
dT∇ci(x) = 0, ∀ i ∈ E ,
dT∇ci(x) ≤ 0, ∀ i ∈ A(x) ∩ I

}

Figure: R2 上的约束集合和线性化可行方向锥



77/104

线性化可行锥包含切锥

定理 (线性化可行锥包含切锥)
设ci(x), i ∈ E ∪ I 一阶连续可微,则对任意可行点x有TX (x) ⊆ F(x).

证证证明明明:不妨设积极集A(x) = E ∪ I,设d ∈ TX (x),由定义

lim
k→∞

tk = 0, lim
k→∞

zk − x
tk

= d ⇔ zk = x + tkd + ek

其中残量ek 满足‖ek‖ = o(tk).对i ∈ E ,根据泰勒展开,

0 =
1
tk

ci(zk)

=
1
tk

(ci(x) +∇ci(x)T(tkd + ek) + o(tk))

= ∇ci(x)Td +
∇ci(x)Tek

tk
+ o(1).

注意到‖ek‖
tk
→ 0,令k→∞即可得到

∇ci(x)Td = 0, i ∈ E .
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线性化可行锥包含切锥

同理,对i ∈ I,根据泰勒展开,

0 ≥ 1
tk

ci(zk)

=
1
tk

(ci(x) +∇ci(x)T(tkd + ek) + o(tk))

= ∇ci(x)Td +
∇ci(x)Tek

tk
+ o(1).

注意到ci(x) = 0, i ∈ I,因此我们有

∇ci(x)Td ≤ 0, i ∈ I

结合以上两点,最终可得到TX (x) ⊆ F(x)
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反例:切锥未必包含线性化可行锥

min
x∈R

f (x) = x

s.t. c(x) = −x + 3 ≤ 0

则TX (3) = {d | d ≥ 0},F(3) = {d : d ≥ 0},于是TX (3) = F(3)

将问题的约束变形为

c(x) = (−x + 3)3 ≤ 0

因为可行域不变,故点x∗ = 3处,切锥TX (x∗) = {d : d ≥ 0}不变

由c′(x∗) = −3(x∗ − 3)2 = 0知线性化可行锥F(x∗) = {d | d ∈ R}

此时, F(x∗) ⊃ TX (x∗) (严格包含)



80/104

约束品性的引入

线性化可行方向锥F(x)受可行域X 代数表示方式的影响

切锥TX (x)仅由可行域X 决定

线性可行化方向锥容易计算,但不能反映可行域X 的本质特征

切锥能反映可行域X 的本质特征,但不容易计算

引入约束品性来沟通两者,确保最优点x∗ 处TX (x∗) = F(x∗),从而
可以用F(x)取代TX (x)
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线性无关约束品性

定义 (线性无关约束品性)
给定可行点x及相应的积极集A(x).如果积极集对应的约束函数的梯度,
即∇ci(x), i ∈ A(x),是线性无关的,则称线线线性性性无无无关关关约约约束束束品品品性性性( LICQ )在
点x处成立.

定理

给定任意可行点x ∈ X ,若在该点LICQ成立,则有TX (x) = F(x).

证证证明明明:不失一般性,我们假设积极集A(x) = E ∪ I.记矩阵

A(x) = [∇ci(x)]Ti∈I∪E .

假设集合A(x)的元素个数为m,那么矩阵A(x) ∈ Rm×n 并
且rank(A) = m.

令矩阵Z ∈ Rn×(n−m) 为A(x)的零空间的基矩阵,则Z 满足

rank(Z) = n− m, A(x)Z = 0.
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线性无关约束品性

令d ∈ F(x)为任意线性化可行方向,给定limk→∞ tk = 0的正标
量{tk}∞k=1,定义映射R : Rn × R→ Rn:

R(z, t) =

[
c(z)− tA(x)d
ZT(z− x− td)

]
,

其中c(z)为向量值函数,其第i个分量为ci(z).

由A(x) = E ∪ I 知

R(x, 0) =

[
c(x)

ZT(x− x)

]
= 0,

∂R(x, 0)

∂z
=

[
A(x)
ZT

]
.

根据Z 的构造,雅可比矩阵∂R(x,0)
∂z 是非奇异的.因此,由隐函数定理,

对任意充分小的tk,都存在唯一的zk,使得R(zk, tk) = 0.

由于R(zk, tk) = 0,故ci(zk) = tk∇ci(x)Td, i ∈ I ∪ E .根据线性化可行
方向d 的定义, ci(zk) ≥ 0, i ∈ I, ci(zk) = 0, i ∈ E ,即zk 为可行点.
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线性无关约束品性

由泰勒展开得

0 = R(zk, tk) =

[
c(zk)− tkA(x)d
ZT(zk − x− tkd)

]

=

[
A(x)(zk − x) + ek − tkA(x)d

ZT(zk − x− tkd)

]

=

[
A(x)
ZT

]
(zk − x− tkd) +

[
ek

0

]
.

其中残量ek 满足‖ek‖ = o(tk).

两边同时作用
[
A(x)T Z

]−T
并除以tk,则有

zk − x
tk

= d +

[
A(x)
ZT

]−1
[ek

tk
0

]
⇒ lim

k→∞

zk − x
tk

= d,

即d ∈ TX (x).故F(x) ⊆ TX (x).又TX (x) ⊆ F(x),则两集合相同.
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Mangasarian–Fromovitz约束品性(MFCQ)

定义 (Mangasarian–Fromovitz约束品性)
给定可行点x及相应的积极集A(x).如果存在一个向量w ∈ Rn,使得

∇ci(x)Tw < 0, ∀i ∈ A(x) ∩ I,
∇ci(x)Tw = 0, ∀i ∈ E ,

并且等式约束对应的梯度集{∇ci(x), i ∈ E}是线性无关的,则称点x
处MFCQ成立.

Mangasarian–Fromovitz约束品性是LICQ的的一个常用推广,简称
为MFCQ.

LICQ可以推出MFCQ,但是反过来不成立.在MFCQ成立的情况下,
我们也可以证明TX (x) = F(x).
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线性约束品性

另外一个用来保证TX (x) = F(x)的约束品性是线性约束品性.

定义 (线性约束品性)
若所有的约束函数ci(x), i ∈ I ∪ E 都是线性的,则称线性约束品性成立.

当线性约束品性成立时,也有TX (x) = F(x).

因此对只含线性约束的优化问题,例如线性规划、二次规划,很自
然地有TX (x) = F(x),∀ x.我们无需再关注约束函数的梯度是否线
性无关.

一般来说,线性约束品性和LICQ之间没有互相包含的关系.
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Karush-Kuhn-Tucker(KKT)条件:引入

回顾几何最优性条件:

x∗局部极小⇔ TX (x∗) ∩ {d | ∇f (x∗)Td < 0} = ∅.

TX (x∗) = F(x∗)时(约束品性成立),上述条件变为




d

∣∣∣∣∣∣∣

dT∇f (x∗) < 0,

dT∇ci(x∗) = 0, i ∈ E ,
dT∇ci(x∗) ≤ 0, i ∈ A(x∗) ∩ I





= ∅.

上式依然难以验证,但可使用Farkas引理进行化简.
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Farkas引理

定理 (Farkas引理)
设p和q为两个非负整数,给定Rn 中的向量{ai}p

i=1, {bi}q
i=1 和c.则满足:

dTai = 0, i = 1, 2, · · · , p,
dTbi ≥ 0, i = 1, 2, · · · , q,
dTc < 0

的d 不存在当且仅当存在{λi}p
i=1 和µi ≥ 0, i = 1, 2, · · · , q,使得

c =

p∑

i=1

λiai +

q∑

i=1

µibi.

证证证明明明:仅证必要性,若这样的λi 和µi 不存在,定义集合

S = {z | z =

p∑

i=1

λiai +

q∑

i=1

µibi, λi ∈ R, µi ≥ 0}.
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Farkas引理

S是一个闭凸锥.因为c /∈ S,由凸集的严格分离超平面定理可知:存
在d ∈ Rn, α ∈ R使得

dTc < α < dTz, ∀z ∈ S.

因为0 ∈ S,所以
dTc < α < dT0 = 0.

任取bi 与t ≥ 0,有tbi ∈ S,故α < tdTbi.由t的任意性知dTbi ≥ 0.

同理,任取t ∈ R与ai,有tai ∈ S,故tdTai < α.由t的任意性
知dTai = 0.

综上,此时的d 为不等式系统的解.
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从Farkas引理到KKT条件

由Farkas引理,取ai = ∇ci(x∗), i ∈ E , bi = ∇ci(x∗), i ∈ A(x∗) ∩ I 以
及c = −∇f (x∗),则TX (x∗) = F(x∗)时几何最优性条件等价于:

−∇f (x∗) =
∑

i∈E
λ∗i∇ci(x∗) +

∑

i∈A(x∗)∩I

λ∗i∇ci(x∗),

其中λ∗i ∈ R, i ∈ E , λ∗i ≥ 0, i ∈ A(x∗) ∩ I.

如果补充定义λ∗i = 0, i ∈ I\A(x∗),那么

−∇f (x∗) =
∑

i∈I∪E
λ∗i∇ci(x∗),

这恰好对应于拉格朗日函数关于x的一阶最优性条件.

互互互补补补松松松弛弛弛条条条件件件:对于任意的i ∈ I,我们注意到

λ∗i ci(x∗) = 0.

这说明i ∈ A(x∗) ∩ I 时乘子λ∗i = 0或ci(x∗) = 0至少出现一种,当
两种情况恰好只有一种满足时,我们也称严格互补松弛条件.
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KKT条件:总结

假设x∗ 是一般优化问题

min
x∈Rn

f (x)

s.t. ci(x) ≤ 0, i ∈ I
ci(x) = 0, i ∈ E

的一个局部最优点.如果

TX (x∗) = F(x∗)

成立,那么存在拉格朗日乘子λ∗i 使得如下条件成立:

稳稳稳定定定性性性条条条件件件 ∇xL(x∗, λ∗) = ∇f (x∗) +
∑

i∈I∪E
λ∗i∇ci(x∗) = 0,

原原原始始始可可可行行行性性性条条条件件件 ci(x∗) = 0, ∀i ∈ E ,
原原原始始始可可可行行行性性性条条条件件件 ci(x∗) ≤ 0, ∀i ∈ I,
对对对偶偶偶可可可行行行性性性条条条件件件 λ∗i ≥ 0, ∀i ∈ I,
互互互补补补松松松弛弛弛条条条件件件 λ∗i ci(x∗) = 0, ∀i ∈ I.
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KKT条件:注记

称满足KKT条件的变量对(x∗, λ∗)为KKT对.

称x∗ 为KKT点.

如果局部最优点x∗ 处TX (x∗) 6= F(x∗),那么x∗ 不一定是KKT点.

KKT条件只是必要的, KKT点不一定是局部最优点.
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二阶最优性条件:引入

依旧考虑一般优化问题:

min
x∈Rn

f (x), s.t. ci(x) ≤ 0, i ∈ I; ci(x) = 0, i ∈ E .

若x∗ 是满足KKT条件的点,假设TX (x∗) = F(x∗),则∀d ∈ F(x∗),

dT∇f (x∗) = −
∑

i∈E
λ∗i dT∇ci(x∗)︸ ︷︷ ︸

= 0

−
∑

i∈A(x∗)∩I

λ∗i dT∇ci(x∗)︸ ︷︷ ︸
≤ 0

≥ 0,

此时一阶条件无法判断x∗ 是否是最优值点.
若dT∇f (x∗) = 0,则需要利用二阶信息来进一步判断在其可行邻域
内的目标函数值.

拉格朗日函数在这些方向上的曲率即可用来判断x∗ 的最优性.

首先引入临界锥来精确刻画这些方向.
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临界锥

定义 (临界锥)
设(x∗, λ∗)是满足KKT条件的KKT对,定义临界锥为

C(x∗, λ∗) = {d ∈ F(x∗) | ∇ci(x∗)Td = 0, ∀i ∈ A(x∗) ∩ I 且 λ∗i > 0},

其中F(x∗)为点x∗ 处的线性化可行方向锥.

临界锥是线性化可行方向锥F(x∗)的子集.

沿着临界锥中的方向进行优化,所有等式约束和λ∗i > 0对应的不
等式约束(此时这些不等式均取等)都会尽量保持不变.

当d ∈ C(x∗, λ∗)时, ∀i ∈ E ∪ I 有λ∗i∇ci(x∗)Td = 0,故

dT∇f (x∗) =
∑

i∈E∪I
λ∗i dT∇ci(x∗) = 0.

临界锥定义了依据一阶导数不能判断是否为下降或上升方向的线
性化可行方向,必须使用高阶导数信息加以判断.
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二阶最优性条件

考虑一般优化问题:

min
x∈Rn

f (x), s.t. ci(x) ≤ 0, i ∈ I; ci(x) = 0, i ∈ E .

定理 (二阶最优性条件)
必必必要要要性性性:假设x∗ 是问题的一个局部最优解,并且TX (x∗) = F(x∗)成
立.令λ∗ 为相应的拉格朗日乘子,即(x∗, λ∗)满足KKT条件,那么

dT∇2
xxL(x∗, λ∗)d ≥ 0, ∀d ∈ C(x∗, λ∗).

充充充分分分性性性:假设在可行点x∗ 处,存在一个拉格朗日乘子λ∗,使得(x∗, λ∗)满
足KKT条件.如果

dT∇2
xxL(x∗, λ∗)d > 0, ∀d ∈ C(x∗, λ∗), d 6= 0,

那么x∗ 为问题的一个严格局部极小解.
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二阶最优性条件:无约束VS有约束

回顾无约束优化问题的二阶最优性条件:
问题: minx∈Rn f (x).

必要条件:若x∗ 是f 的一个局部极小点,则∇f (x∗) = 0,∇2f (x∗) � 0.

充分条件:若∇f (x∗) = 0,∇2f (x∗) � 0,则x∗ 是f 的一个局部极小点.

约束优化问题的二阶最优性条件也要求某种“正定性”,但只需要考虑临
界锥C(x∗, λ∗)中的向量而无需考虑全空间的向量.

有些教材中将其称为“投影半正定性”.
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约束优化的最优性理论:例子

min x2
1 + x2

2, s.t.
x2

1
4

+ x2
2 − 1 = 0,

其拉格朗日函数为

L(x, λ) = x2
1 + x2

2 + λ(
x2

1
4

+ x2
2 − 1).

该问题可行域在任意一点x = (x1, x2)T 处的线性化可行方向锥为

F(x) = {(d1, d2) | x1

4
d1 + x2d2 = 0}.

因为只有一个等式约束且其对应函数的梯度非零,故有LICQ成立,于
是F(x) = TX (x).若(x, λ)为KKT对,由于无不等式约束,
故C(x, λ) = F(x).
可以计算出其4个KKT对

(xT, λ) = (2, 0,−4), (−2, 0,−4), (0, 1,−1) 和 (0,−1,−1).
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约束优化的最优性理论:例子

考虑第一个KKT对y = (2, 0,−4)T,计算可得

∇2
xxL(y) =

[
0 0
0 −6

]
, C(y) = {(d1, d2) | d1 = 0}.

取d = (0, 1),则
dT∇2

xxL(y)d = −6 < 0,

因此y不是局部最优点.类似地,对第三个KKT对z = (0, 1,−1),

∇2
xxL(z) =

[3
2 0
0 0

]
, C(z) = {(d1, d2) | d2 = 0}.

对于任意的d = (d1, 0)且d1 6= 0,

dT∇2
xxL(z)d =

3
2

d2
1 > 0.

因此, z为一个严格局部最优点.
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最大割问题的半定规划松弛

max 〈C,X〉
s.t. Xii = 1, i = 1, 2, · · · , n

X � 0.
拉格朗日函数:

L(X, µ, Λ) = 〈C,X〉+

n∑

i=1

µi(Xii − 1)− Tr(XΛ), Λ ∈ Sn
+, µ ∈ Rn.

Slater条件成立,最优性条件:




C + Diag(µ∗)− Λ∗ = 0,

X∗ii = 1, i = 1, · · · , n,
X∗ � 0,

Λ∗ � 0,

Tr(X∗Λ∗) = 0.

由于X∗ 与Λ∗ 的半正定性, Tr(X∗Λ∗) = 0等价于X∗Λ∗ = 0.
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光滑非凸优化:最大割问题半定规划松弛的非凸分解

max
Y∈Rn×p

Tr(CYYT),

s.t. diag(YYT) = 1.

利用X = YYT, Y ∈ Rp×n 来减小规模,此时YYT � 0自然满足.

可行点Y = [y1, y2, · · · , yn]T 处约束为ci(Y) = ‖yi‖2 − 1 = 0, ∀i.

∇ci(Y) = 2[0, · · · , 0, yi, 0, · · · 0]T.

因为yi 6= 0,故{ci(Y)}n
i=1 是线性无关的,即LICQ成立.

拉格朗日函数: L(Y, λ) = Tr(CYYT) +
∑n

i=1 λici(Y).

KKT条件: {
2CY − 2[λ1y1, λ2y2, · · · , λnyn]T = 0,

diag(YYT) = 1.
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光滑非凸优化:最大割问题半定规划松弛的非凸分解

令Λ = Diag(λ1, λ2, · · · , λn), KKT条件第一式可以转换为

(C − Λ)Y = 0.

因为该问题只有等式约束,故临界锥就是切锥,即

C(Y, λ) = {D ∈ Rn×p | diag(YTD) = 0}.

拉格朗日函数的海瑟矩阵算子形式为

∇2
YYL(X, λ)[D] = 2(C − Λ)D.

必必必要要要性性性:假设Y 为一个局部最优解,则存在λi,使得




〈(C − Λ)D,D〉 ≥ 0, ∀diag(YTD) = 0,

diag(YYT) = 1,
(C − Λ)Y = 0.
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光滑非凸优化:最大割问题半定规划松弛的非凸分解

充充充分分分性性性:假设在一点Y 处,存在λi, i = 1, 2, · · · , n,使得




〈(C − Λ)D,D〉 > 0, ∀diag(YTD) = 0,

diag(YYT) = 1,
(C − Λ)Y = 0,

那么Y 为问题的一个严格局部最优解.

利用关系式(C − Λ)Y = 0和约束diag(YYT) = 1可以显式求
得λ = diag(CYYT).

在这个例子中根据约束的特殊结构,我们能显式给出乘子λ的表达
式.这个性质在一般约束优化问题中是没有的.
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提纲

1 最优化问题解的存在性

2 无约束可微问题的最优性理论

3 对偶理论

4 带约束凸优化问题的最优性理论

5 一般约束优化问题的最优性理论

6 总结
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总结:无约束优化问题及其最优性条件

问题 一阶条件 二阶条件

可微问题 ∇f (x∗) = 0 (必要)
∇2f (x∗) � 0 (必要)
∇2f (x∗) � 0 (充分)

凸问题 0 ∈ ∂f (x∗) (充要) —
复合优化问题 −∇f (x∗) ∈ ∂h(x∗) (必要) —
非凸非光滑 0 ∈ ∂f (x∗) (必要) —
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总结:约束优化问题的最优性条件和相应约束品性

问题 一阶条件 二阶条件 约束品性

一般问题 KKT条件(必要)
dT∇2

xxL(x∗, λ∗)d ≥ 0, ∀d ∈ C(x∗, λ∗) (必要)
dT∇2

xxL(x∗, λ∗)d > 0, ∀d ∈ C(x∗, λ∗), d 6= 0, (充分)1 LICQ2

凸问题 KKT条件(充要) — Slater

1 一般约束优化问题的二阶充分条件不需要LICQ作为前提.

2 或其他可推出TX (x∗) = F(x∗)的约束品性.
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