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一阶条件

回顾可微凸函数f 的一阶条件:

f (y) ≥ f (x) +∇f (x)T(y− x)

f 在点x处的一阶近似是f 的一个全局下界

∇f (x)可以诱导出上方图epi f 在点(x, f (x))处的支撑超平面[
∇f (x)
−1

]([
y
t

]
−
[

x
f (x)

])
≤ 0 ∀ (y, t) ∈ epi f

若f 不可微，可否类似地定义一种梯度，使之具有梯度的一些性质？
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次梯度

设f 为适当凸函数，x为定义域dom f中的一点．若向量g ∈ Rn 满
足

f (y) ≥ f (x) + gT(y− x), ∀y ∈ dom f ,

则称g为函数f 在点x处的一个次次次梯梯梯度度度．

进一步地，称集合

∂f (x) = {g | g ∈ Rn, f (y) ≥ f (x) + gT(y− x),∀y ∈ dom f}

为f 在点x处的次次次微微微分分分.
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次梯度

f (x) + gT(y− x)是f (y)的一个全局下界

g可以诱导出上方图epi f 在点(x, f (x))处的一个支撑超平面[
g
−1

]([
y
t

]
−
[

x
f (x)

])
≤ 0 ∀ (y, t) ∈ epi f

如果f 是可微凸函数,那么∇f (x)是f 在点x处的一个次梯度

例：g2, g3 是点x2 处的次梯度；g1 是点x1 处的次梯度
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次梯度存在性

设f为凸函数，dom f为其定义域．如果x ∈ int dom f，则∂f (x)是非空
的，其中int dom f的含义是集合dom f的所有内点.

证明：

(x, f (x))是epi f 边界上的点

因此存在epi f 在点(x, f (x))处的支撑超平面:

∃ (a, b) 6= 0,
[

a
b

]T([ y
t

]
−
[

x
f (x)

])
≤ 0 ∀ (y, t) ∈ epi f

令t→ +∞,可知b ≤ 0

取y = x + εa ∈ dom f , ε > 0,可知b 6= 0

因此b < 0并且g = a/|b|是f 在点x处的次梯度
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例

f (x) = max{f1(x), f2(x)} f1, f2 是可微凸函数

点x0 处的次梯度可取范围[∇f1(x0),∇f2(x0)]

如果f1(x̂) > f2(x̂), f 在点x̂处的次梯度等于∇f1(x̂)

如果f1(x̂) < f2(x̂), f 在点x̂处的次梯度等于∇f2(x̂)



8/47

例

绝绝绝对对对值值值函函函数数数 f (x) = |x|

欧欧欧几几几里里里得得得范范范数数数 f (x) = ‖x‖2

如果 x 6= 0, ∂f (x) =
1
‖x‖2

x, 如果 x = 0, ∂f (x) = {g|‖g‖2 ≤ 1}
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次微分是闭凸集

对任何x ∈ dom f，∂f (x)是一个闭凸集（可能为空集）.

证明：

设g1, g2 ∈ ∂f (x)，并设λ ∈ (0, 1)，由次梯度的定义

f (y) ≥ f (x) + gT
1 (y− x), ∀y ∈ domf ,

f (y) ≥ f (x) + gT
2 (y− x), ∀y ∈ domf .

由上面第一式的λ倍加上第二式的(1− λ)倍，我们可以得
到λg1 + (1− λ)g2 ∈ ∂f (x)，从而∂f (x)是凸集．

令gk ∈ ∂f (x)为次梯度且gk → g，则

f (y) ≥ f (x) + gT
k (y− x), ∀y ∈ domf ,

在上述不等式中取极限，并注意到极限的保号性，最终我们有

f (y) ≥ f (x) + gT(y− x), ∀y ∈ domf .

这说明∂f (x)为闭集．
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内点的次微分非空有界

如果x ∈ int dom f，则∂f (x)非空有界集．

证明：

非空可由次梯度存在性直接得出

取充分小的r > 0,使得

B = {x± rei|i = 1, · · · , n} ⊂ dom f

对任意非零的g ∈ ∂f (x),存在y ∈ B满足

f (y) ≥ f (x) + gT(y− x) = f (x) + r‖g‖∞

由此得到∂f (x)有界:

‖g‖∞ ≤
maxy∈B f (y)− f (x)

r
< +∞
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可微函数的次微分

设凸函数f (x)在x0 ∈ int dom f处可微，则∂f (x0) = {∇f (x0)}.

证明：

根据可微凸函数的一阶条件可知梯度∇f (x0)为次梯度．

下证f (x)在点x0处不可能有其他次梯度．设g ∈ ∂f (x0)，根据次梯
度的定义，对任意的非零v ∈ Rn且x0 + tv ∈ dom f , t > 0有

f (x0 + tv) ≥ f (x0) + tgTv.

若g 6= ∇f (x0)，取v = g−∇f (x0) 6= 0，上式变形为

f (x0 + tv)− f (x0)− t∇f (x0)Tv
t‖v‖

≥ (g−∇f (x0))Tv
‖v‖

= ‖v‖.

不等式两边令t→ 0，根据Fréchet可微的定义，左边趋于0，而右
边是非零正数，可得到矛盾．
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次梯度的单调性

设f : Rn → R为凸函数，x, y ∈ dom f，则(u− v)T(x− y) ≥ 0,其
中u ∈ ∂f (x)，v ∈ ∂f (y)．

证明：

由次梯度的定义，

f (y) ≥ f (x) + uT(y− x),

f (x) ≥ f (y) + vT(x− y).

将以上两个不等式相加即得结论．
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次梯度的连续性

设f (x)是闭凸函数且∂f 在点x̄附近存在且非空．若序
列xk → x̄，gk ∈ ∂f (xk)为f (x)在点xk 处的次梯度，且gk → ḡ，
则ḡ ∈ ∂f (x̄)．

证明：

对任意y ∈ domf，根据次梯度的定义，

f (y) ≥ f (xk) +
〈
gk, y− xk〉 .

对上述不等式两边取下极限，我们有

f (y) ≥ lim inf
k→∞

[f (xk) +
〈
gk, y− xk〉]

≥ f (x̄) + 〈ḡ, y− x̄〉 ,

其中第二个不等式利用了f (x)的下半连续性以及gk → ḡ，由此可推
出ḡ ∈ ∂f (x̄)．
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例：非次可微函数

如下函数在点x = 0处不是次可微的:

f : R→ R,dom f = R+

x = 0时, f (x) = 1, x > 0时, f (x) = 0

f : R→ R,dom f = R+

f (x) = −
√

x

epi f 在点(0, f (0))处的唯一支撑超平面是垂直的
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次梯度和水平子集

如果g是f 在点x处的一个次梯度,那么

f (y) ≤ f (x) =⇒ gT(y− x) ≤ 0

点x处的非零次梯度可定义水平子集 {y | f (y) ≤ f (x)}的支撑超平面
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方向导数

一般函数：设f为适当函数，给定点x0以及方向d ∈ Rn，方向导数
（若存在）定义为

lim
t↓0

φ(t) = lim
t↓0

f (x0 + td)− f (x0)

t
,

其中t ↓ 0表示t单调下降趋于0.

凸函数：易知φ(t)在(0,+∞)上是单调不减的，上式中的极限
号lim可以替换为下确界inf．上述此时极限总是存在（可以为无
穷），进而凸函数总是可以定义方向导数．

方向导数的定义：对于凸函数f，给定点x0 ∈ dom f 以及方
向d ∈ Rn，其方向导数定义为

∂f (x0; d) = inf
t>0

f (x0 + td)− f (x0)

t
.
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方向导数有限

设f (x)为凸函数，x0 ∈ int dom f，则对任意d ∈ Rn，∂f (x0; d)有限．

证明：

首先∂f (x0; d)不为正无穷是显然的．

由于x0 ∈ int dom f，根据次梯度的存在性定理可知f (x)在点x0处存
在次梯度g．

根据方向导数的定义，我们有

∂f (x0; d) = inf
t>0

f (x0 + td)− f (x0)

t

≥ inf
t>0

tgTd
t

= gTd.

其中的不等式利用了次梯度的定义．

这说明∂f (x0; d)不为负无穷．
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方向导数和次梯度

设f : Rn → (−∞,+∞]为凸函数，点x0 ∈ int dom f，d 为Rn 中任一方
向，则

∂f (x0; d) = max
g∈∂f (x0)

gTd.

∂f (x; y)是∂f (x)的支撑函数

对于可微函数, ∂f (x0; d) = ∇f (x0)Td

这也说明∂f (x0; d)对所有的x0 ∈ int dom f ,以及所有的d 都存在
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证明：

记q(v) = ∂f (x0; v). 根据方向导数有限性的证明过程可得，

q(d) = ∂f (x0; d) ≥ gTd, ∀g ∈ ∂f (x0).

这说明∂f (x0; d)是gTd的一个上界，接下来说明该上界为上确界．

构造函数
h(v, t) = t

(
f
(

x0 +
v
t

)
− f (x0)

)
,

可知h(v, t)为f̃ (v) = f (x0 + v)− f (x0)的透视函数，并且

q(v) = inf
t′>0

f (x0 + t′v)− f (x0)

t′
t=1/t′

===== inf
t>0

h(v, t).

由于透视函数h(v, t)为凸函数，取下确界仍为凸函数，因此q(v)关
于v是凸函数.
由方向导数的有限性直接可以得出dom q = Rn，因此q(v)在全空
间任意一点次梯度存在．
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对方向d，设ĝ ∈ ∂q(d)，则对任意v ∈ Rn以及λ ≥ 0，我们有

λq(v) = q(λv) ≥ q(d) + ĝT(λv− d).

令λ = 0，我们有q(d) ≤ ĝTd；令λ→ +∞，我们有

q(v) ≥ ĝTv,

进而推出
f (x + v) ≥ f (x) + q(v) ≥ f (x) + ĝTv.

这说明ĝ ∈ ∂f (x)且ĝTd ≥ q(d)．即q(d)为gTd 的上确界，且
当g = ĝ时上确界达到.
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更一般的推广

设f为适当凸函数，且在x0处次微分不为空集，则对任意d ∈ Rn有

∂f (x0; d) = sup
g∈∂f (x0)

gTd,

且当∂f (x0; d)不为无穷时，上确界可以取到．
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次梯度的计算规则

弱弱弱次次次梯梯梯度度度计计计算算算: 得到一个次梯度

足以满足大多数不可微凸函数优化算法

如果可以获得任意一点处f (x)的值，那么总可以计算一个次梯度

强强强次次次梯梯梯度度度计计计算算算: 得到∂f (x)，即所有次梯度

一些算法、最优性条件等，需要完整的次微分

计算可能相当复杂

下面我们假设x ∈ int dom f
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基本规则

可可可微微微凸凸凸函函函数数数：：：若凸函数f 在点x处可微，则∂f (x) = {∇f (x)}.

凸凸凸函函函数数数的的的非非非负负负线线线性性性组组组合合合：：：设凸函数f1, f2 满
足int dom f1 ∩ dom f2 6= ∅，而x ∈ dom f1 ∩ dom f2．若

f (x) = α1f1(x) + α2f2(x), α1, α2 ≥ 0,

则f (x)的次微分

∂f (x) = α1∂f1(x) + α2∂f2(x).

线线线性性性变变变量量量替替替换换换：：：设h为适当凸函数，f 满足f (x) = h(Ax + b). 若存
在x] ∈ Rm，使得Ax] + b ∈ int dom h，则

∂f (x) = AT∂h(Ax + b), ∀ x ∈ int dom f .
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两个函数之和的次梯度

设f1, f2 : Rn → (−∞,+∞]是两个凸函数，则对任意的x0 ∈ Rn，

∂f1(x0) + ∂f2(x0) ⊆ ∂(f1 + f2)(x0).

进一步地，若int dom f1 ∩ dom f2 6= ∅，则对任意的x0 ∈ Rn，

∂(f1 + f2)(x0) = ∂f1(x0) + ∂f2(x0).

证明:
第一个结论由次梯度的定义是显然的．以下我们证第二个结论．

对于任意给定的x0，设g ∈ ∂(f1 + f2)(x0)．如果f1(x0) = +∞，
则(f1 + f2)(x0) = +∞．由次梯度的定义，我们有

(f1 + f2)(x) ≥ (f1 + f2)(x0) + gT(x− x0)

对任意x ∈ Rn 成立，故f1 + f2 ≡ +∞．这与int dom f1 ∩ dom f2 6= ∅
矛盾，因此以下我们假设f1(x0), f2(x0) < +∞．
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定义如下两个集合，容易验证S1, S2 均为非空凸集

S1 = {(x− x0, y) ∈ Rn × R | y > f1(x)− f1(x0)− gT(x− x0)},
S2 = {(x− x0, y) ∈ Rn × R | y ≤ f2(x0)− f2(x)},

设(x− x0, y) ∈ S1 ∩ S2，则

y > f1(x)− f1(x0)− gT(x− x0),

y ≤ f2(x0)− f2(x).

上两式相减即得

(f1 + f2)(x) < (f1 + f2)(x0) + gT(x− x0),

这与g ∈ ∂(f1 + f2)(x0)矛盾．因此S1 ∩ S2 = ∅．
根据凸集分离定理，存在非零的(a, b)和另一个实数c，使得

aT(x− x0) + by ≤ c, ∀(x− x0, y) ∈ S1, (1)

aT(x− x0) + by ≥ c, ∀(x− x0, y) ∈ S2. (2)

注意到(0, 0) ∈ S2，故c ≤ 0．此外，(0, ε) ∈ S1 对任何ε > 0成
立，由此可得c = 0以及b ≤ 0．
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如果b = 0，则由上两式即得aT(x− x0) = 0对任
何x ∈ dom f1 ∩ dom f2 成立．现在取x̂ ∈ int dom f1 ∩ dom f2，并
设δ > 0使得点x̂处的邻域Nδ(x̂) ⊂ int dom f1 ∩ domf2，则

aTu = aT(x̂ + u− x0)

对任何u ∈ Rn 成立．此时再令u = δa
2‖a‖2

即得a = 0．但这与(a, b)

非零矛盾，故b不可能为0．

现将(1)式除以−b，并令â = −a
b，就得到

âT(x− x0) ≤ y, ∀(x− x0, y) ∈ S1,

âT(x− x0) ≥ y, ∀(x− x0, y) ∈ S2.

利用上面两个式子和S1 和S2 的定义可以分别得到g + â ∈ ∂f1(x0)
和−â ∈ ∂f2(x0)．因此g = (g + â) + (−â) ∈ ∂f1(x0) + ∂f2(x0)．
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函数族的上确界

设f1, f2, · · · , fm : Rn → (−∞,+∞]均为凸函数，令

f (x) = max{f1(x), f2(x), · · · , fm(x)}, ∀x ∈ Rn.

对x0 ∈
m⋂

i=1
int dom fi，定义I(x0) = {i | fi(x0) = f (x0)}，则

∂f (x0) = conv
⋃

i∈I(x0)

∂fi(x0).

I(x0)表示点x0 处“有效”函数的指标
∂f (x0)是点x0 处“有效”函数的次微分并集的凸包
如果fi 可微, ∂f (x0) = conv{∇fi(x0) | i ∈ I(x0)}
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证明：

若f (x0) = +∞，则fi(x0) = +∞, i ∈ I(x0)，于是等式两端均为∅．

下设f (x0) < +∞．∀i ∈ I(x0)，容易验证∂fi(x0) ⊆ ∂f (x0)．再由次
微分是闭凸集可知

conv
⋃

i∈I(x0)

∂fi(x0) ⊆ ∂f (x0).

另一方面，设g ∈ ∂f (x0)．假设g 6∈ conv
⋃

i∈I(x0)
∂fi(x0)，由严格分

离定理（注意到conv
⋃

i∈I(x0)
∂fi(x0)和{g}均为闭凸集）和方向导

数与次梯度的关系，存在a ∈ Rn 和b ∈ R，使得

aTg > b ≥ max
i∈I(x0)

sup
ξ∈∂fi(x0)

aTξ = max
i∈I(x0)

∂fi(x0; a).
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因为

∂f (x0; a) = lim
t→0+

f (x0 + ta)− f (x0)

t

= max
i∈I(x0)

lim
t→0+

fi(x0 + ta)− fi(x0)

t

= max
i∈I(x0)

∂fi(x0; a).

故aTg > ∂f (x0; a)．

但由于g ∈ ∂f (x0)，我们有f (x0 + ta) ≥ f (x0) + tgTa，因
而∂f (x0; a) ≥ aTg，这就导致矛盾．故g ∈ conv

⋃
i∈I(x0)

∂fi(x0).
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例：分段线性函数

f (x) = max
i=1,2,··· ,m

{aT
i x + bi}

点x处的次微分是一个多面体

∂f (x) = conv{ai | i ∈ I(x)}

其中I(x) = {i | aT
i x + bi = f (x)}
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例: `1-范数

f (x) = ‖x‖1 = max
s∈{−1,1}n

sTx

次微分是区间的乘积

∂f (x) = J1 × · · · × Jn, Jk =


[−1, 1] , xk = 0

{1}, xk > 0

{−1}, xk < 0
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逐点上确界函数

设{fα | Rn → (−∞,+∞]}α∈A 是一族凸函数，令

f (x) = sup
α∈A

fα(x).

对x0 ∈ ∩α∈Aint dom fα，定义I(x0) = {α ∈ A | fα(x0) = f (x0)}，则

conv
⋃

α∈I(x0)

∂fα(x0) ⊆ ∂f (x0).

如果还有A是紧集且fα 关于α连续，则

conv
⋃

α∈I(x0)

∂fα(x0) = ∂f (x0).
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例：最大特征值函数

A(x) = A0 + x1A1 + · · ·+ xnAn 并且系数Ai 对称，令

f (x) = λmax(A(x)) = sup
‖y‖2=1

yTA(x)y

计算点x̂处的一个次梯度：

选择特征值λmax(A(x̂))对应的任一单位特征向量y

yTA(x)y在点x̂处的梯度是f 的一个次梯度:

(yTA1y, · · · , yTAny) ∈ ∂f (x̂)
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固定分量的函数极小值

f (x) = inf
y

h(x, y), h关于 (x, y)联合凸

计算点x̂处的一个次梯度：

设ŷ ∈ Rm 满足h(x̂, ŷ) = f (x̂)

存在g ∈ Rn 使得(g, 0) ∈ ∂h(x̂, ŷ)，则g ∈ ∂f (x̂)

证明: 对任意x ∈ Rn, y ∈ Rm

h(x, y) ≥ h(x̂, ŷ) + gT(x− x̂) + 0T(y− ŷ)

= f (x̂) + gT(x− x̂)

于是
f (x) = inf

y
h(x, y) ≥ f (x̂) + gT(x− x̂)
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例:距离函数

设C是Rn 中一闭凸集，令

f (x) = inf
y∈C
‖x− y‖2

计算点x̂处的一个次梯度：

若f (x̂) = 0，则容易验证g = 0 ∈ ∂f (x̂)；

若f (x̂) > 0，取ŷ为x̂在C上的投影，即ŷ = Pc(x̂)，计算

g =
1

‖x̂− ŷ‖2
(x̂− ŷ) =

1
‖x̂− Pc(x̂)‖2

(x̂− Pc(x̂))
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复合函数

设f1, f2, · · · , fm : Rn → (−∞,+∞]为m个凸函数，h : Rm → (−∞,+∞]
为关于各分量单调递增的凸函数，令

f (x) = h(f1(x), f2(x), · · · , fm(x)).

计算点x̂处的一个次梯度:

z = (z1, z2, · · · , zm) ∈ ∂h(f1(x̂), f2(x̂), · · · , fm(x̂))以及gi ∈ ∂fi(x̂)

g def
== z1g1 + z2g2 + · · ·+ zmgm ∈ ∂f (x̂)

证明:

f (x) ≥ h
(
f1(x̂) + gT

1 (x− x̂), f2(x̂) + gT
2 (x− x̂), · · · , fm(x̂) + gT

m(x− x̂)
)

≥ h(f1(x̂), f2(x̂), · · · , fm(x̂)) +
m∑

i=1

zigT
i (x− x̂)

= f (x̂) + gT(x− x̂),
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最优值函数

设函数fi 是凸函数，定义h(u, v)为如下凸问题的最优值

min
x

f0(x)

s.t. fi(x) ≤ ui, i = 1, · · · ,m
Ax = b + v

计算点(û, v̂)处的一个次梯度:
假设h(û, v̂)有限,强对偶成立

max inf
x

(
f0(x) +

∑
i

λi(fi(x)− ûi) + wT(Ax− b− v̂)

)
s.t. λ ≥ 0

如果λ̂, ŵ是最优对偶变量，那么(−λ̂,−ŵ) ∈ ∂h(û, v̂)
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证明:由弱对偶原理可得

h(u, v) ≥ inf
x

(
f0(x) +

∑
i

λ̂i(fi(x)− ui) + ŵT(Ax− b− v)

)

= inf
x

(
f0(x) +

∑
i

λ̂i(fi(x)− ûi) + ŵT(Ax− b− v̂)

)
− λ̂T(u− û)− ŵT(v− v̂)

= h(û, v̂)− λ̂T(u− û)− ŵT(v− v̂)
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期望函数

u是一个随机变量，h是关于x的凸函数，令

f (x) = Eh(x, u)

计算点x̂处的一个次梯度：

选择一个函数g满足g(u) ∈ ∂xh(x̂, u)

g = Eu g(u) ∈ ∂f (x̂)

证明：由h的凸性和g(u)的定义,

f (x) = Eh(x, u)

≥ E
(
h(x̂, u) + g(u)T(x− x̂)

)
= f (x̂) + gT(x− x̂)
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提纲

1 次梯度的定义

2 次梯度的性质

3 凸函数的方向导数

4 次梯度的计算规则

5 对偶和最优性条件
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最优性条件：无约束问题

x∗ 是f (x)的极小点当且仅当

0 ∈ ∂f (x∗)

证明：根据定义

f (y) ≥ f (x∗) + 0T(y− x∗), ∀y ⇔ 0 ∈ ∂f (x∗)
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例:分片线性极小

f (x) = max
i=1,··· ,m

(aT
i x + bi)

最最最优优优性性性条条条件件件

0 ∈ conv{ai | i ∈ I(x∗)}, 其中 I(x) = {i | aT
i x + bi = f (x)}

也就是说, x∗ 是最优解当且仅当存在λ使得

λ ≥ 0, 1Tλ = 1,
m∑

i=1

λiai = 0, λi = 0 for i /∈ I(x∗)

这是等价线性规划问题的最优性条件

min t

s.t. Ax + b ≤ t1
max bTλ

s.t. ATλ = 0

λ ≥ 0, 1Tλ = 1



46/47

最优性条件：约束问题

min f0(x)

s.t. fi(x) ≤ 0, i = 1, · · · ,m

如果强对偶成立,那么x∗, λ∗ 是最优原始、对偶变量当且仅当
1 x∗ 是可行的
2 λ∗ ≥ 0
3 λ∗i fi(x∗) = 0 , i = 1, · · · ,m
4 x∗ 是下式的一个极小值点

L(x, λ∗) = f0(x) +

m∑
i=1

λ∗i fi(x)
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当dom fi = Rn时，Karush-Kuhn-Tucker条件为
条件1, 2, 3以及

0 ∈ ∂Lx(x∗, λ∗) = ∂f0(x∗) +

m∑
i=1

λ∗i ∂fi(x∗).

对于可微函数fi,上式成为

0 = ∇f0(x∗) +

m∑
i=1

λ∗i∇fi(x∗)


	次梯度的定义
	次梯度的性质
	凸函数的方向导数
	次梯度的计算规则
	对偶和最优性条件

