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回顾：梯度下降算法

设 f (x)是可微凸函数且 dom f = Rn，考虑如下问题：

min
x

f (x).

梯度下降法：选择初始点 x0 ∈ Rn，然后重复：

xk+1 = xk − αk∇f (xk), k = 0, 1, 2, . . .

其中 αk > 0为步长，可取为固定常数或者通过线搜索确定.

若 ∇f (x)利普西茨连续，则梯度下降法的收敛速度是 O
( 1

k

)
.

如果 f (x)不可微呢？
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非光滑优化的例子

极小极大问题：
min
x∈X

max
1≤i≤m

fi(x)

求解非线性方程组：

fi(x) = 0, i = 1, · · · ,m

可以把它化为一个极小化问题：

min
x∈X
‖ (f1(x), · · · , fm(x)) ‖

特别地，‖ · ‖ = ‖ · ‖1 对应 L1 极小化问题，‖ · ‖ = ‖ · ‖∞对应切比
雪夫近似问题.

LASSO问题：
min

x
‖Ax− b‖2 + µ‖x‖1
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梯度下降法失败的例子

考虑函数 f : R2 → R1, x = (u, v)T，

f (x) = max

[
1
2

u2 + (v− 1)2,
1
2

u2 + (v + 1)2
]
.

假设迭代点 xk 的形式为

xk =

(
2 (1 + |εk|)

εk

)
, 其中εk 6= 0.

可以计算迭代点 xk 处的梯度：

∇f
(
xk) =

(
2 (1 + |εk|)

2 (1 + |εk|) tk

)
= 2 (1 + |εk|)

(
1
tk

)
,

其中tk = sign (εk).
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梯度下降法失败的例子

下面我们考虑直接用梯度下降法进行迭代.

在负梯度方向−∇f
(
xk
)
上做精确线搜索，可得

xk+1 = xk + αk
(
−∇f

(
xk)) =

[
2 (1 + |εk| /3)
−εk/3

]
=

[
2 (1 + |εk+1|)

εk+1

]
其中 εk+1 = −εk/3 6= 0. 所以显然有εk → 0.

给定一个初始点 x0 = (2 + 2|δ|, δ)T，我们有 xk → (2, 0)T.

然而 (2, 0)T 并不是稳定点.

这表明对非光滑问题直接使用梯度法可能会收敛到一个非稳定点.
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问题设定

假设f (x)为凸函数，但不一定可微，考虑如下问题：

min
x

f (x)

一阶充要条件：

x∗是一个全局极小点 ⇔ 0 ∈ ∂f (x∗)

因此可以通过计算凸函数的次梯度集合中包含0的点来求解其对
应的全局极小点．
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次梯度算法结构

为了极小化一个不可微的凸函数f，可类似梯度法构造如下次梯度算法
的迭代格式：

xk+1 = xk − αkgk, gk ∈ ∂f (xk),

其中αk > 0为步长．它通常有如下四种选择：

1 固定步长αk = α；

2 固定‖xk+1 − xk‖，即αk‖gk‖为常数；

3 消失步长αk → 0且
∑∞

k=0 αk = +∞；

4 选取αk使其满足某种线搜索准则．

下面我们讨论在不同步长取法下次梯度算法的收敛性质.
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假设条件

(1) f为凸函数；

(2) f至少存在一个有限的极小值点x∗，且f (x∗) > −∞；

(3) f为利普希茨连续的，即

|f (x)− f (y)| ≤ G‖x− y‖, ∀ x, y ∈ Rn,

其中G > 0为利普希茨常数.

我们下面证明这等价于f (x)的次梯度是有界的，即

‖g‖ ≤ G, ∀ g ∈ ∂f (x), x ∈ Rn.
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证明：

充分性：假设‖g‖2 ≤ G, ∀ g ∈ ∂f (x)；取gy ∈ ∂f (y), gx ∈ ∂f (x):

gT
x (x− y) ≥ f (x)− f (y) ≥ gT

y (x− y)

再由柯西不等式

G‖x− y‖2 ≥ f (x)− f (y) ≥ −G‖x− y‖2

必要性：反设存在x和g ∈ ∂f (x)，使得‖g‖2 > G；取y = x + g
‖g‖2

f (y) ≥ f (x) + gT(y− x)

= f (x) + ‖g‖2

> f (x) + G

这与f (x)是G-利普希茨连续的矛盾.
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收敛性分析

次梯度方法不是一个下降方法，即无法保证f (xk+1) < f (xk)；

收敛性分析的关键是分析f (x)历史迭代的最优点所满足的性质.
设x∗是f (x)的一个全局极小值点，f ∗ = f (x∗)，根据迭代格式,∥∥xi+1 − x∗

∥∥2
=
∥∥xi − αigi − x∗

∥∥2

=
∥∥xi − x∗

∥∥2 − 2αi
〈
gi, xi − x∗

〉
+ α2

i

∥∥gi
∥∥2

6
∥∥xi − x∗

∥∥2 − 2αi
(
f
(
xi)− f ∗

)
+ α2

i G2

结合i = 0, · · · , k时相应的不等式，并定义f̂ k = min06i6k f
(
xi
)
：

2

(
k∑

i=0

αi

)(
f̂ k − f ∗

)
6
∥∥x0 − x∗

∥∥2 −
∥∥xk+1 − x∗

∥∥2
+ G2

k∑
i=0

α2
i

6
∥∥x0 − x∗

∥∥2
+ G2

k∑
i=0

α2
i
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不同步长下的收敛性

(1) 取αi = t为固定步长，则

f̂ k − f ∗ ≤ ‖x
0 − x∗‖2

2kt
+

G2t
2

;

f̂ k 无法保证收敛性
当k足够大时, f̂ k 近似为G2t/2-次优的

(2) 取αi使得‖xi+1 − xi‖固定，即αi‖gi‖ = s为常数，则

f̂ k − f ∗ ≤ G‖x0 − x∗‖2

2ks
+

Gs
2

;

f̂ k 无法保证收敛性
当k足够大时, f̂ k 近似为Gs/2-次优的
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不同步长下的收敛性

(3) 取αi为消失步长，即αi → 0且
∑∞

i=0 αi = +∞，则

f̂ k − f ∗ ≤

‖x0 − x∗‖2 + G2
k∑

i=0

α2
i

2
k∑

i=0

αi

;

进一步可得f̂ k收敛到f ∗．

和梯度法不同，只有当αk取消失步长时f̂ k才具有收敛性．

一个常用的步长取法是αk = 1
k．
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例：`1-范数极小化问题

min ‖Ax− b‖1 (A ∈ R500×100, b ∈ R500)

次梯度取为ATsign(Ax− b)

第二类步长策略：tk = s/‖g(k−1)‖2，s = 0.1, 0.01, 0.001
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第三类步长策略：tk = 0.01/
√

k, tk = 0.01/k



18/38

固定迭代步数下的最优步长

假设
∥∥x0 − x∗

∥∥ 6 R，并且总迭代步数k是给定的，在固定步长下，

f̂ k − f ∗ ≤ ‖x
0 − x∗‖2

2kt
+

G2t
2
≤ R2

2kt
+

G2t
2
.

由平均值不等式知当t满足 R2

2kt = G2t
2 ,即 t = R

G
√

k
时，右端达到最小.

k步后得到的上界是

f̂ k − f ∗ 6
GR√

k

这表明在k = O(1/ε2)步迭代后可以得到f̂ k − f ∗ ≤ ε的精度
类似地可证明第二类步长选取策略下，取s = R√

k
，可得到估计

f̂ k − f ∗ ≤ GR√
k
.
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f ∗ 已知时的最优步长

第13页第一个不等式右端在

αi =
f (xi)− f ∗

‖gi‖2

时取到极小.
这等价于

(f (xi)− f ∗)2

‖gi‖2 ≤ ‖xi − x∗‖2 − ‖xi+1 − x∗‖2.

递归地利用上式并结合‖x0 − x∗‖ ≤ R和‖gi‖ ≤ G，可以得到

f̂ k − f ∗ ≤ GR√
k
.
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练习：计算交集中的一点

为了寻找一个落在m个闭凸集C1, ...,Cm 的交集中的点：

min f (x) = max{d1(x), · · · , dm(x)}

其中dj(x) = infy∈Cj ‖x− y‖2 表示点x到集合Cj 的欧几里得距离

如果交集非空，f ∗ = 0

如果g ∈ ∂dj(x̂)并且Cj 是距离x̂最远的集合，那么g ∈ ∂f (x̂)

次梯度g ∈ ∂dj(x̂)：

g = 0 (如果 x̂ ∈ Cj), g =
1

d(x̂,Cj)
(x̂− Pj(x̂)) (如果 x̂ /∈ Cj)

其中Pj(x̂)是到Cj 的投影；注意当x̂ /∈ Cj时，‖g‖2 = 1
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最优步长选取下的次梯度法：

当f ∗ = 0且‖gi−1‖2 = 1时，最优步长是αi = f (xi−1).

在第k步迭代,找到距离最远的集合Cj (此时f (xk−1) = dj(xk−1))；
取

xk = xk−1 − f (xk−1)

dj(xk−1)
(xk−1 − Pj(xk−1))

= Pj(xk−1)

是一种交替投影算法

每步迭代都将当前迭代点投影到最远的集合上

当m = 2时,交替投影到两个集合上
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例：LASSO问题求解

考虑LASSO问题

min f (x) =
1
2
‖Ax− b‖2 + µ‖x‖1,

f (x)的一个次梯度为g = AT(Ax− b) + µsign(x),其中sign(x)是关于x逐分
量的符号函数．因此的次梯度算法为

xk+1 = xk − αk(AT(Axk − b) + µsign(xk)),

步长αk可选为固定步长或消失步长．
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(a) f (xk)− f ∗ 的相对变化
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例：LASSO问题求解

对于µ = 10−2, 10−3，采用连续化次梯度算法进行求解．若µt > µ，则
取固定步长 1

λmax(ATA)；若µt = µ，则取步长

1
λmax(ATA) · (max{k, 100} − 99)

,

其中k为迭代步数

0 200 400 600 800 1000 1200
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 = 10
-2

Figure: LASSO问题在不同正则化参数下的求解结果
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例：正定矩阵补全问题

保持X ∈ Sn 中特定分量固定;寻找其他分量的值使得X � 0

C1 = Sn
+, C2 是Sn 中特定分量固定的（仿射）集合

通过特征值分解与截断，将X投影到C1

P1(X) =

n∑
i=1

max{0, λi}qiqT
i if X =

n∑
i=1

λiqiqT
i

通过将特定分量的值重设为固定值，将X投影到C2
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投影次梯度法

考虑在凸集 C上极小化一个不可微凸函数 f：

min
x

f (x) s.t. x ∈ C

投影次梯度法和次梯度法的区别在于每步迭代都需要将迭代点投
影到集合C上：

xk+1 = PC
(
xk − αkgk) , k = 0, 1, 2, . . .

假设投影算子 PC可以计算，那么投影次梯度法可以得到和次梯度
法相同的收敛性保证.
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投影次梯度法

容易计算投影的集合举例：

仿射变换的像：{Ax + b : x ∈ Rn}

线性系统的解集：{x : Ax = b}

非负象限：Rn
+ = {x : x ≥ 0}

一些范数球：{x : ‖x‖p ≤ 1}, p = 1, 2,∞

一些简单的多面体和简单的锥

注意：存在很多简单的集合C，它们的投影算子 PC 很难计算
例：任意一个多面体C = {x : Ax ≤ b}
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次梯度法的最优性

第19页得出的上界f̂ k − f ∗ 6 GR√
k
可以进一步改进吗？

问问问题题题设设设定定定：：：

f 是凸函数,有一个极小点x∗

已知初始点x0 满足‖x0 − x∗‖2 ≤ R

已知f 在{x|‖x− x0‖2 ≤ R}上的利普希茨常数G

f 的定义方式: 给定x,返回f (x)及一个次梯度

算算算法法法设设设定定定：：：每步迭代点xi 都可用任一方法在如下集合中进行选择，迭
代k步

x0 + span{g0, g1, · · · , gi−1}
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测测测试试试问问问题题题

f (x) = max
i=1,··· ,k

xi +
1
2
‖x‖2

2, x0 = 0

测试问题的解：x∗ = −1
k (1, · · · , 1︸ ︷︷ ︸

k

, 0, · · · , 0︸ ︷︷ ︸
n−k

)以及f ∗ = − 1
2k

R = ‖x0 − x∗‖2 = 1√
k
且G = 1 + 1√

k

返回的次梯度是e̂ + x其中̂ = min{j|xj = maxi=1,...,k xi}

迭迭迭代代代：：：当i = 0, · · · , k − 1,分量xi
i+1, · · · , xi

k 等于零

f̂ k − f ∗ = min
i<k

f (xi)− f ∗ ≥ −f ∗ =
GR

2(1 +
√

k)

结结结论论论：：：上界O(1/
√

k)无法再改进
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总结：次梯度法

能够处理一般的不可微凸函数

常能推导出非常简单的算法

收敛速度可能非常缓慢

没有很好的停机准则

理论复杂度：迭代O(1/ε2)步，得到ε-次优的点

一种“最优”的一阶方法：O(1/ε2)无法再改进
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割平面法

假设f (x)为凸函数，但不一定可微，由次梯度的性质，我们有

f (x) = sup
y

sup
g∈∂f (y)

[
f (y) + gT(x− y)

]
f (x)的极小化问题等价于

min
v,x

v

s.t. v ≥ f (y) + gT(x− y), ∀y ∈ Rn, g ∈ ∂f (y).
(1)

割平面法通过求解一系列近似线性规划来逼近(1)的解：假设已有
迭代点序列xi (i = 1, · · · , k)，gi ∈ ∂f (xi)，在第k + 1步迭代中计算
如下子问题，得到vk+1, xk+1

vk+1, xk+1 = argmin
v,x

v

s.t. v ≥ f (xi) + gT
i (x− xi) , i = 1, · · · , k.

(2)
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割平面法

子问题(2)是原问题(1)的一个近似

每步迭代后，子问题都添加一个割平面约束

这意味着每次迭代后，一个不包含解的区域被割平面排除

子问题的多面体可行域越来越小，最终收敛到原问题(1)的解

假设f有下界，{vk}和{xk}是算法产生的迭代序列，可以证明：

v2 ≤ v3 ≤ · · · ≤ vk → f ∗

{xk}的任一聚点都是f (x)的最小值点

割平面法的缺点：

假设f可微，当k足够大时，gk会趋于零，约束会变得很病态

约束个数只增不减，所以当k很大时，求解子问题的代价会很昂贵
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捆集方法

假设{xi}为算法产生的迭代序列. 第k次迭代的搜索方向由下式给出：

dk = −
k∑

i=1

λ
(k)
i gi, gi ∈ ∂f (xi) ,

其中λ
(k)
i 是通过解如下子问题得到的：

min

∥∥∥∥∥
k∑

i=1

λigi

∥∥∥∥∥
s.t.

k∑
i=1

λi = 1, λi ≥ 0,

k∑
i+1

λit
(k)
i ≤ ε̄,

(3)

其中t(k)i ≥ 0为加权因子，ε̄ > 0为一给定常数.



37/38

捆集方法

(1) 给出初值x0 ∈ Rn，计算g0 ∈ ∂f (x0)，选

取0 < m2 < m1 <
1
2 , 0 < m3 < 1, ε > 0, η > 0, k := 1, t(1)

1 = 1.

(2) 求解(3)得到λ(k)
i 并由此计算dk；如果‖dk‖ ≤ η则停；

(3) 计算yk = xk + αkdk使得

f (yk) ≤ f (xk)− m2αk ‖dk‖2
2 (4)

或者
f (yk)− αkgT

k+1dk ≥ f (xk)− ε,
成立，其中gk+1 ∈ ∂f (yk)，如果(4)不成立，则转步5；

(4) xk+1 := yk, t
(k+1)
k+1 = 1

t(k+1)
j = t(k)

j + f (xk+1)− f (xk)− αkgT
j dk, j = 1, · · · , k

令k := k + 1；转步2.

(5) xk+1 := xk, t
(k+1)
j = t(k)

j (j = 1, · · · , k)

t(k+1)
k+1 = f (xk)− f (yk) + αkgT

k+1dk

令k := k + 1；转步2.
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捆集方法

捆集方法是一类下降算法，要求每次迭代都有f (xk+1) ≤ f (xk)

当f (x)为凸的二次函数且t(k)i = 0时，在精确线搜索下，捆集方法
的搜索方向和共轭梯度法相同

收敛性保证：设f是凸的，‖∂f (x)‖在包含集合{x | f (x) ≤ f (x1)}的
某一开集上是有界的，设算法产生的点列使得f (xk)下方有界，则
算法必经过有限次迭代后终止
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