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最小二乘问题

min
x

f (x) =
1
2

m∑
j=1

r2
j (x) (1)

其中rj : Rn → R是光滑函数，并且假设m ≥ n. 称rj 为残差.

记r : Rn → Rm

r(x) = (r1(x), r2(x), ..., rm(x))T .

问题可以表述为min f (x) = 1
2‖r(x)‖2

2

一般情况下不是凸问题

问题(1)是无约束优化问题，可以直接使用线搜索或信赖域法求解
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最小二乘问题

记J(x) ∈ Rm×n是向量值函数r(x)在点x处的雅可比矩阵：

J(x) =


∇r1(x)T

∇r2(x)T

...
∇rm(x)T

 .
f (x)的梯度和海瑟矩阵：

∇f (x) =

m∑
j=1

rj(x)∇rj(x) = J(x)Tr(x), (2a)

∇2f (x) =
m∑

j=1

∇rj(x)∇rj(x) +
m∑

i=1

ri(x)∇2ri(x) (2b)

= J(x)TJ(x) +

m∑
i=1

ri(x)∇2ri(x), (2c)
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最小二乘问题

∇2f (x) = J(x)TJ(x) +

m∑
i=1

ri(x)∇2ri(x)

∇2f (x)在形式上分为两部分

计算f (x)导数已求出J(x)，第一项容易得到。第二项需要额外计
算。

如果在最优解附近，残量值较小或残量函数接近线性函数，第二
项可以忽略，可以用J(x)TJ(x)近似海瑟矩阵，基于牛顿法，结合
线搜索或信赖域方法，可设计出高斯-牛顿方法
和Levenberg-Marquardt方法

如果第二项不可忽略，则需要引入带结构的拟牛顿方法。
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高斯-牛顿方法

使用近似∇2fk ≈ JT
k Jk.省略 ∇2rj 的计算，减少了计算量。其

中Jk、rk分别是J(xk)、r(xk)的简写。

高斯-牛顿法的迭代方向 dGN
k 满足：

JT
k JkdGN

k = −JT
k rk. (3)

另一种理解: 在点xk处，考虑近似r(xk + d) ≈ rk + Jkd 得到：

min
d

f (xk + d) =
1
2
‖r(xk + d)‖2 ≈ 1

2
‖Jkd + rk‖2.

求解该问题时也可对Jk做QR分解或SVD分解，无需计算出JT
k Jk。

然后更新 xk+1 = xk + αkdk.
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高斯-牛顿方法

算法可总结如下

Algorithm 1高斯–牛顿法

1: 给定初始值x0，k← 0．
2: while未达到收敛准则 do
3: 计算残差向量rk，雅可比矩阵Jk．
4: 求解线性最小二乘问题 mind

1
2‖Jkd + rk‖2 确定下降方向dk．

5: 使用线搜索准则计算步长αk．
6: 更新：xk+1 = xk + αkdk．
7: k← k + 1．
8: end while
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全局收敛性分析

若Jk满秩且∇fk非零，则dGN
k 是一个下降方向：

(dk)
T∇f (xk) = dT

k JT
k rk = −dT

k JT
k Jkdk = −‖Jkdk‖2 ≤ 0.

可选择Armijo或Wolfe线搜索条件,全局收敛性的证明可以套用。

雅可比矩阵Jk 的非奇异性很关键:
假设雅可比矩阵J(x)的奇异值一致地大于0，即存在γ > 0使得

‖J(x)z‖ ≥ γ‖z‖, ∀ x ∈ N , (4)

其中N是下水平集

L = {x | f (x) ≤ f (x0)} (5)

的一个邻域，x0是算法的初始点，且假设L是有界的．
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全局收敛性

Theorem
全局收敛性 如果每个残差函数rj在有界下水平集(5)的一个邻域N内是
利普希茨连续可微的，并且雅可比矩阵J(x)在N内满足一致满秩条
件(4)，而步长满足Wolfe准则，则对高斯–牛顿法得到的序列{xk}有

lim
k→∞

(Jk)
Trk = 0.

证明：

首先,选择有界下水平集L的邻域N 足够小,从而使得存在L > 0,
β > 0,对于任何x, x̃ ∈ N 以及任意的j = 1, 2, · · · ,m,以下条件被满
足：

‖rj(x)‖ 6 β, ‖∇rj(x)‖ 6 β,

|rj(x)− rj(x̃)| 6 L‖x− x̃‖, ‖∇rj(x)−∇rj(x̃)‖ 6 L‖x− x̃‖.
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全局收敛性证明

那么对任意的x ∈ L存在β̃ 使得‖J(x)‖ =
∥∥J(x)T

∥∥ 6 β̃.并
且∇f (x) = J(x)Tr(x)是利普希茨连续函数.

那么Zoutendijk条件满足，成立：

∞∑
k=0

cos2 θk ‖∇f (xk)‖2 < +∞. (6)

其中θk 是高斯−牛顿方向dk 与负梯度方向的夹角

则

cos θk = −
∇f
(
xk
)T dk

‖dk‖ ‖∇f (xk)‖
=

∥∥Jkdk
∥∥2

‖dk‖
∥∥∥(Jk)T Jkdk

∥∥∥ >
γ2
∥∥dk
∥∥2

β̃2 ‖dk‖
=
γ2

β̃2
> 0

根据(6)即可得∇f
(
xk
)
→ 0.
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局部收敛性分析

在最优值点x∗附近，当
∑m

i=1 ri(x)∇2ri(x)较小时（r(x∗)很小或
在x∗附近r接近仿射函数），JT

k Jk占主导位置，高斯-牛顿方法有类
似牛顿法的收敛速度。

Theorem (局部收敛性)

设ri(x)二阶连续可微，x∗是最小二乘问题(1)的最优解，海瑟矩
阵∇2f (x)和其近似矩阵J(x)TJ(x)均在点x∗的一个邻域内利普希茨连
续，则当高斯–牛顿算法步长αk 恒为1时，

‖xk+1 − x∗‖ ≤ C‖((J∗)TJ∗)−1H∗‖‖xk − x∗‖+O(‖xk − x∗‖2), (7)

其中H∗ =
∑m

i=1 r(x∗)∇2r(x∗)为海瑟矩阵∇2f (x∗)去掉J(x∗)TJ(x∗)的部
分，C > 0为常数．
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局部收敛性证明

证明：

类似牛顿法二次收敛性的证明。根据迭代公式,

xk+1 − x∗ = xk + dk − x∗

=
((

Jk)T
Jk
)−1 ((

Jk)T
Jk (xk − x∗

)
+∇f (x∗)−∇f

(
xk))

(8)

由泰勒展开

∇f
(
xk)−∇f (x∗) =

∫ 1

0
JTJ

(
x∗ + t

(
xk − x∗

)) (
xk − x∗

)
dt+∫ 1

0
H
(
x∗ + t

(
xk − x∗

)) (
xk − x∗

)
dt

其中JTJ(x)是JT(x)J(x)的简写,H(x) = ∇2f (x)− JTJ(x)为海瑟矩
阵剩余部分
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局部收敛性的证明

将泰勒展开式代入(8)式右边，取范数进行估计，有∥∥∥(Jk)T
Jk (xk − x∗

)
+∇f (x∗)−∇f

(
xk)∥∥∥

6
∫ 1

0

∥∥(JTJ
(
xk)− JTJ

(
x∗ + t

(
xk − x∗

))) (
xk − x∗

)∥∥ dt+∫ 1

0

∥∥H
(
x∗ + t

(
xk − x∗

)) (
xk − x∗

)∥∥ dt

6
L
2

∥∥xk − x∗
∥∥2

+ C ‖H∗‖
∥∥xk − x∗

∥∥
其中L是JTJ(x)的利普希茨常数.

最后一个不等式是因为我们使用H∗ 来近似H
(
x∗ + t

(
xk − x∗

))
,由

连续性，存在C > 0以及点x∗ 的一个邻域N ,对任意的x ∈ N
有‖H(x)‖ 6 C ‖H (x∗)‖ .将上述估计带入(8)式即可
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Levenberg-Marquardt (LM)方法

当Jk不满秩时，(3)有很多个解，应该怎么更新？

LM方法本质为信赖域方法，更新方向为如下问题的解

min
d

1
2
‖Jkd + rk‖2, s.t. ‖d‖ ≤ ∆k. (9)

LM方法将如下近似当作信赖域方法中的mk:

mk(d) =
1
2
‖rk‖2 + dT(Jk)Trk +

1
2

dT(Jk)TJkd. (10)

同样使用(Jk)TJk来近似海瑟矩阵.
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Levenberg-Marquardt方法

类似信赖域方法，引入如下定义来衡量mk(d)近似程度的好坏：

ρk =
f
(
xk
)
− f

(
xk + dk

)
mk (0)− mk (dk)

(11)

为函数值实际下降量与预估下降量（即二阶近似模型下降量）的
比值．

如果ρk接近1，说明mk(d)来近似f (x)是比较成功的，则应该扩
大∆k；如果ρk非常小甚至为负，就说明我们过分地相信了二阶模
型mk(d)，此时应该缩小∆k．

只有当ρk足够大，也就是对模型拟合较好时，才进行一步更新，
否则不更新。
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Levenberg-Marquardt方法

Algorithm 2 Levenberg-Marquardt方法

1: 给定最大半径∆max，初始半径∆0，初始点x0，k← 0．
2: 给定参数0 ≤ η < ρ̄1 < ρ̄2 < 1，γ1 < 1 < γ2．
3: while未达到收敛准则 do
4: 计算子问题(9)得到迭代方向dk．
5: 根据(11)计算下降率ρk．
6: 更新信赖域半径：

∆k+1 =


γ1∆k, ρk < ρ̄1,

min{γ2∆k,∆max}, ρk > ρ̄2 以及 ‖dk‖ = ∆k,

∆k, 其他.

7: 更新自变量：

xk+1 =

{
xk + dk, ρk > η,

xk, 其他.

/* 只有下降比例足够大才更新*/

8: k← k + 1．
9: end while
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子问题求解

Corollary
向量d∗是信赖域子问题

min
d

1
2
‖Jd + r‖2, s.t. ‖d‖ ≤ ∆

的解当且仅当d∗是可行解并且存在数λ ≥ 0使得

(JTJ + λI)d∗ = −JTr, (12)
λ(∆− ‖d∗‖) = 0. (13)

问题(12)等价于线性最小二乘问题，具体实现时可利用系数矩阵
的结构

min
d

1
2

∥∥∥∥[ J√
λI

]
p +

[
r
0

]∥∥∥∥2

.
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子问题求解

min
d

1
2

∥∥∥∥[ J√
λI

]
p +

[
r
0

]∥∥∥∥2

.

在试探λ的值时，J的块不变，设J = QR，则[
J√
λI

]
=

[
QR√
λI

]
=

[
Q 0
0 I

] [
R√
λI

]
.

矩阵

[
R√
λI

]
有较多的零元素，可以使用Household变换

或Givens变换完成QR分解。

如果矩阵J 没有显式形式，只能提供矩阵乘法，则仍然可以用截
断共轭梯度法。
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收敛性分析

Theorem
假设常数η ∈

(
0, 1

4

)
，下水平集L是有界的且每个ri(x)在下水平集L的一

个邻域N内是利普希茨连续可微的．假设对于任意的k，子问题(9)的近
似解dk满足

mk(0)− mk(dk) ≥ c1‖JT
k rk‖min

{
∆k,
‖JT

k rk‖
‖JT

k Jk‖

}
,

其中c1 > 0且‖dk‖ ≤ γ∆k, γ ≥ 1，则

lim
k→∞

∇f (xk) = lim
k→∞

JT
k rk = 0.

根据rj(x)的连续性，存在M > 0，使得‖JT
k Jk‖ ≤ M对任意的k成

立。由于f有下界，可以直接套用信赖域算法全局收敛性的证明。
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LMF

信赖域型LM方法本质上是固定信赖域半径∆,通过迭代寻找满足
条件的乘子λ,每一步迭代需要求解线性方程组(

JTJ + λI
)

d = −JTr

调整λ的大小等价于调整信赖域半径的大小，∆被λ隐式决定。

LM的更新基于∆，LMF的更新直接基于λ，每一步求解子问题：

min
d

‖Jd + r‖2
2 + λ‖d‖2

2.

调整λ的原则可以参考信赖域半径的调整原则

考虑参数ρk

ρk =
f (xk)− f (xk + dk)

mk(0)− mk (dk)
(14)

较大可以减小下一步的λ，较小可以增大下一步的λ。
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LMF

Algorithm 3 LMF方法

1: 给定初始点x0，初始乘子λ0，k← 0．
2: 给定参数0 ≤ η < ρ̄1 < ρ̄2 < 1，γ1 < 1 < γ2．
3: while未达到收敛准则 do
4: 求解LM方程((Jk)

TJk + λI)d = −(Jk)
Trk得到迭代方向dk．

5: 根据(14)式计算下降率ρk．
6: 更新乘子：

λk+1 =


γ2λk, ρk < ρ̄1,

γ1λk, ρk > ρ̄2,

λk, 其他.

/* 扩大乘子（缩小信赖域半径）*/
/* 缩小乘子（扩大信赖域半径）*/

/* 乘子不变*/

7: 更新自变量：

xk+1 =

{
xk + dk, ρk > η,

xk, 其他.

/* 只有下降比例足够大才更新*/

8: k← k + 1．
9: end while
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大残量问题的拟牛顿算法

大残量问题中，海瑟矩阵的第二部分不可忽视，此时高斯–牛顿
法和LM方法可能只有线性的收敛速度。

此时如果直接使用牛顿法，则开销太大；直接使用拟牛顿法，又
似乎忽略了问题的特殊结构。

重新写出海瑟矩阵：

∇2f (x) = J(x)TJ(x) +

m∑
i=1

ri(x)∇2ri(x)

第一项是容易求解，可以保留。第二项不易求解但不可忽略，用
拟牛顿法进行近似。
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大残量问题的拟牛顿算法

使用Bk来表示∇2f (xk)的近似矩阵，Tk表示
∑m

j=1 rj(xk)∇2rj(xk)的近
似，即

Bk = (Jk)
TJk + Tk,

目标为

Tk+1 ≈
m∑

j=1

rj (xk+1)∇2rj (xk+1)

记sk = xk+1 − xk，Tk + 1应该尽量保留原海瑟矩阵的性质

Tk+1sk ≈
m∑

j=1

rj(xk+1)
(
∇2rj(xk+1)

)
sk

≈
m∑

j=1

rj(xk+1)(∇rj(xk+1)−∇rj(xk))

= (Jk+1)Trk+1 − (Jk)
Trk+1.
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大残量问题的拟牛顿算法

拟牛顿条件为：

Tk+1sk = (Jk+1)Trk+1 − (Jk)
Trk+1

Dennis, Gay,和Welsch给出的一种更新格式为：

Tk+1 = Tk +

(
y# − Tksk

)
yT + y

(
y# − Tksk

)T

yTsk
−
(
y# − Tksk

)T sk

(yTs)2 yyT

其中
sk = xk+1 − xk

y = JT
k+1rk+1 − JT

k rk

y# = JT
k+1rk+1 − JT

k rk+1
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应用实例

相位恢复是最小二乘法的重要应用,原始模型为

min
z∈Cn

f (z) def
==

1
2

m∑
j=1

(
|āT

j z|2 − bj

)2
, (15)

其中aj ∈ Cn是已知的采样向量，bj ∈ R是观测的模长

注意到此时f关于z并不是全纯函数，因此我们考虑Wirtinger导数
表示梯度和雅可比矩阵。

对任意的实值或复值函数f，z = x + iy,

f (z) = f (x, y) = u(x, y) + iv(x, y)

可以写成 f (z, z̄)的形式。
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应用实例

当实函数u, v关于x, y都可导时，固定z̄，复函数f (z, z̄)关于z是全纯
的；固定z，f关于z̄是全纯的；

在本问题中

rj(z) =
(
|āT

j z|2 − bj
)2

=
(
z̄TajāT

j z− bj
)2

= rj(z, z̄)

固定z̄，关于z全纯；固定z，关于z̄全纯。

据此可导出Wirtinger导数。定义共轭表示：

z =

[
z
z̄

]
∈ Cn × Cn, z = x + iy z̄ = x− iy

替代(x, y) ∈ R2n的表示方法。
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应用实例

对于f (z)，定义：

∇f (z) =

[
∂f
∂z
,
∂f
∂z̄

]∗
其中

∂f
∂z

:=
∂f (z, z̄)
∂z

∣∣∣∣̄
z= constant

=

[
∂f
∂z1

,
∂f
∂z2

, . . . ,
∂f
∂zn

]
z̄= constant

∂f
∂z̄

:=
∂f (z, z̄)
∂z̄

∣∣∣∣
z= constant

=

[
∂f
∂z̄1

,
∂f
∂z̄2

, . . . ,
∂f
∂z̄n

]
z= constant

注：这里遵循求导为行向量，梯度为列向量
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应用实例

在本问题中，有

∂f
∂z

=

m∑
j=1

(
|āT

j x|2 − bj

)
z̄TajāT

j

以及
∂f
∂z̄

=

m∑
j=1

(
|āT

j x|2 − bj

)
zT ājaT

j

最后

∇f (z) =

[
∂f
∂z
,
∂f
∂z̄

]∗
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应用实例

雅可比矩阵和高斯–牛顿矩阵分别为

J(z) =

[
a1(āT

1 z), a2(āT
2 z), · · · , am(āT

mz)
ā1(aT

1 z̄), ā2(aT
2 z̄), · · · , ām(aT

mz̄)

]T

,

Ψ(z)
def
== J(z)

T
J(z) =

m∑
j=1

[
|āT

j z|2ajāT
j (āT

j z)2ajaT
j

(āT
j z)2ājāT

j |āT
j z|2ājaT

j

]
.

因此在第k步，高斯–牛顿法求解方程

Ψ(zk)dk = −∇f (zk)

得到更新方向dk
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应用实例

LM方法求解正则化方程(
Ψ(zk) + λk

)
dk = −∇f (zk), (16)

λk是与f (zk)相关的参数，选取

λk =

{
70000n

√
nf (zk), f (zk) ≥ 1

900n‖z
k‖2

2,√
f (zk), 其他.

当f (zk) ≥ 1
900n‖z

k‖2
2 时，参数λk = 70000n

√
nf (zk)能够保证算法有

全局Q-线性收敛速度.

利用共轭梯度法求解线性方程(16)，使得∥∥(Ψ(zk) + λk
)

dk +∇f (zk)
∥∥ ≤ ηk‖∇f (zk)‖,

其中ηk > 0是人为设置的参数．
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应用实例

考虑编码衍射模型，其中信号采集的格式为

bj =

∣∣∣∣∣
n−1∑
t=0

ztd̄l(t)e−i2πkt/n

∣∣∣∣∣
2

, j = (l, k), 0 ≤ k ≤ n− 1, 1 ≤ l ≤ L.

对给定的l，我们采集在波形dl下信号{zt}的衍射图的模长．通过
改变l和相应的波形dl，可以生成一系列编码衍射图．

这里假设dl, l = 0, 1, · · · ,L是独立同分布的随机向量来模拟实际场
景．具体地，令dl(t) = c1c2，其中

c1 =


+1, 依概率 0.25,
−1, 依概率 0.25,
+i, 依概率 0.25,
−i, 依概率 0.25,

c2 =

{√
2

2 , 依概率 0.8,√
3, 依概率 0.2.
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应用实例

真实信号x取为两张自然图片，分别为博雅塔和华表的图片，如下
图所示．这里图片可以看成m× n矩阵，其中行、列指标表示像素
点所在位置，取值表示像素点的灰度值．选取L = 20，并收集相
应的衍射图模长．

(a) 博雅塔，图片像素为601×541 (b) 华表，图片像素为601×541

Figure:测试图片
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应用实例

分别测试不精确求解正则化方程(16)（ηk = 0.1）的LM方法
（ILM1）以及更精确（ηk = min{0.1, ‖∇f (zk)‖}）的LM方法
（ILM2），求解Wirtinger梯度下降方法（WF）以及其加速版
本Nesterov加速算法（Nes）．下图给出了不同算法的收敛情
况，其中横坐标为CPU时间，纵坐标为当前迭代点zk与真实信
号z的相对误差，即minφ∈[0,2π]

1
‖z‖‖z

k − zeiφ‖．
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(a) 博雅塔
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(b) 华表

Figure:相对误差和计算时间对比图
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