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二次罚函数法的数值困难

对于等式约束问题:

min
x

f (x)

s.t. ci(x) = 0, i ∈ E
(1)

二次罚函数法需要求解最小化罚函数的子问题:

min
x

PE(x, σ) = f (x) +
1
2
σ
∑
i∈E

c2
i (x).

由ci
(
xk+1

)
≈ −λ∗i

σk
,为了满足可行性条件,必须使σk趋于∞,这造成了子

问题求解的数值困难.

我们接下来介绍的增广拉格朗日函数法可以利用有限的罚因子逼近最
优解,从而避免了上述必须使罚因子迅速膨胀的数值困难.
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等式约束问题的增广拉格朗日函数法

增广拉格朗日函数法的每步都需要构造增广拉格朗日函数. 根据不同的
约束,增广拉格朗日函数的形式也不同,因此我们分别论述.

定义

等式约束问题的增广拉格朗日函数
对于等式约束问题(1),定义增增增广广广拉拉拉格格格朗朗朗日日日函函函数数数为:

Lσ(x, λ) = f (x) +
∑
i∈E

λici(x) +
1
2
σ
∑
i∈E

c2
i (x).

这即是在拉格朗日函数的基础上添加等式约束的二次罚函数.

由定义可得,在第k步迭代,给定罚因子σk和乘子λ
k, Lσk

(
x, λk

)
的最小值

点xk+1应满足梯度条件

∇xLσk

(
xk+1, λk) = ∇f

(
xk+1)+

∑
i∈E

(
λk

i + σkci
(
xk+1))∇ci

(
xk+1) = 0.

(2)
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等式约束问题的增广拉格朗日函数法

我们将(2)式对比优化问题(1)满足的KKT条件(对最优解(x∗, λ∗)的梯度
条件)

∇f (x∗) +
∑
i∈E

λ∗i∇ci (x∗) = 0, (3)

为保证(2)和(3)式在最优解处的一致性,对充分大的k,应满足:

λ∗i ≈ λk
i + σkci

(
xk+1) , ∀i ∈ E , (4)

即等价于

ci
(
xk+1) ≈ 1

σk

(
λ∗i − λk

i
)
.
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由此得出我们希望设计的增广拉格朗日算法具有如下的特性.

性质

增广拉格朗日函数法通过合理更新乘子,即通过控制λ∗i − λk
i降低

约束违反度.
因为根据约束违反度满足的公式,当λk

i足够接近λ
∗
i时, ci(xk+1)将远

小于1/σk.

(4)式的一个截断近似可以写为:

λk+1
i = λk

i + σkci
(
xk+1) , ∀i ∈ E ,

这可以作为算法中乘子的更新方式.

根据如上讨论,并对c(x),∇c(x)沿用罚函数法的定义,我们将在下文写
出等式约束问题增广拉格朗日函数法的具体算法.



7/60

等式约束问题的增广拉格朗日函数法

算算算法法法 1 增广拉格朗日函数法

Require: 初始坐标x0 ∈ Rn, 乘子λ0, 罚因子σ0 > 0, 约束违反度常数
ε > 0,精度ηk > 0,迭代步k = 0.

Ensure: xk+1, λk.

1: 检查初始元素.
2: for k = 0, 1, 2, · · · do do
3: 以xk为初始点, 求解minx Lσk

(
x, λk

)
, 得到满足需求的精度条

件
∥∥∇xLσk

(
x, λk

)∥∥ 6 ηk 的解xk+1.
4: if

∥∥c
(
xk+1

)∥∥ 6 ε then
5: 返回近似解(xk+1, λk),终止迭代.
6: end if
7: 更新乘子: λk+1 = λk + σkc

(
xk+1

)
.

8: 更新罚因子: σk+1 = ρσk.
9: end for



8/60

使用增广拉格朗日函数法的实例

我们考虑优化问题
min x +

√
3y,

s.t. x2 + y2 = 1.

容易求得最优解为x∗ =
(
−1

2 ,−
√

3
2

)T
,相应的拉格朗日乘子λ∗ = 1.

根据增广拉格朗日函数的形式,写出本问题的增广拉格朗日函数:

Lσ(x, y, λ) = x +
√

3y + λ
(
x2 + y2 − 1

)
+
σ

2
(
x2 + y2 − 1

)2
,

并在下图中绘制L2(x, y, 0.9)的等高线.
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二次罚函数法与增广拉格朗日函数法求解的等高线

图中标“∗”的点为原问题的最优解x∗

标“◦”的点为罚函数或增广拉格朗日函数的最优解

−1 0 1

−1

0

1

Figure: (a)二次罚函数
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Figure: (b)增广拉格朗日函数
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比较与结论

我们比较二次罚函数和增广拉格朗日函数在最优解探寻方面的有效性.
二次罚函数法求出的最优解为(−0.5957,−1.0319),与最优解的欧
氏距离约0.1915,约束违反度为0.4197.

增广拉格朗日罚函数法求出的最优解为(−0.5100,−0.8833),与最
优解的欧氏距离约0.02,约束违反度为0.0403.

由此可见,成立如下的经验性结论.

性质

增广拉格朗日函数法可具有比二次罚函数法更精确的寻优能力,且约束
违反度一般更低.
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ρ与σk的取值指导

在每次迭代确定σk时,应考虑如下的问题.

σk不应增长过快:
(1)随着罚因子σk的增大,可见Lσk(x, λk)关于x的海瑟矩阵的条件数
也将增大,这将导致数值困难;
(2)σk与σk+1接近时, xk可以作为求解xk+1的初始点,以加快收敛.

σk不应增长过慢: 算法整体的收敛速度将变慢(惩罚不足).

因此在实际中,我们应该控制σk的增长维持在一个合理的速度区间内.
一个简单的方法是维持ρ ∈ [2, 10],不过近年来也有学者设计了更合理
的自适应方法.
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收敛性分析

我们阐述由增广拉格朗日函数法导出的极小值点和原问题的极小值点
有什么关系. 实际上,增广拉格朗日函数在一定条件下将成为精确罚函
数.

定理

严格局部极小解定理

设x∗, λ∗分别为问题(1)的局部极小解和相应的乘子,且点x∗ 处LICQ和
二阶充分条件成立．则:
存在有限的常数σ̄,对任意的σ > σ̄, x∗都是Lσ (x, λ∗)的严格局部极小
解．

反之,若x∗ 为Lσ (x, λ∗)的局部极小解且满足ci (x∗) = 0, i ∈ E ,则x∗为问
题(1)的局部极小解.
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定理证明

因为x∗ 为问题(1)的局部极小解且二阶充分条件成立,所以

∇xL (x∗, λ∗) = ∇f (x∗) +
∑
i∈E

λ∗i∇ci (x∗) = 0,

uT∇2
xxL (x∗, λ∗) u > 0,

∇c (x∗)T u = 0, ∀u.

(5)

对比Lσ (x∗, λ∗)和L (x∗, λ∗)的表达式,由ci (x∗) = 0, i ∈ E ,得

∇xLσ (x∗, λ∗) = ∇xL (x∗, λ∗) = 0,

∇2
xxLσ (x∗, λ∗) = ∇2

xxL (x∗, λ∗) + σ∇c (x∗)∇c (x∗)T .
(6)

为了证明x∗是Lσ (x∗, λ∗)的严格局部极小解,只需证对于充分大的σ成立

∇2
xxLσ (x∗, λ∗) � 0.
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定理证明

假设该结论不成立,则对任意大的σ,存在uk 满足‖uk‖ = 1,且满足:

uT
k∇2

xxLσ (x∗, λ∗) uk = uT
k∇2

xxL (x∗, λ∗) uk + σ
∥∥∥∇c (x∗)T uk

∥∥∥2
6 0,

则 ∥∥∥∇c (x∗)T uk

∥∥∥2
6 − 1

σ
uT

k∇2
xxL (x∗, λ∗) uk → 0, σ →∞.

因为{uk}为有界序列,必存在聚点,设为 u．那么

∇c (x∗)T u = 0, uT∇2
xxL (x∗, λ∗) u 6 0.

这与(5)式矛盾,故结论成立.

反之,若x∗ 满足ci(x∗) = 0且为Lσ(x, λ∗)的局部极小解,那么对于任意
与x∗ 充分接近的可行点x,我们有

f (x∗) = Lσ (x∗, λ∗) 6 Lσ (x, λ∗) = f (x),

因此, x∗ 为原问题(1)的一个局部极小解,证毕.
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收敛性分析

对于增广拉格朗日方法,通过进一步假设乘子点列的有界性和收敛点处
的约束品性,算法迭代生成的序列{xk}会有子列收敛至问题(1)的一阶稳
定点.

定理

增广拉格朗日函数法的收敛性

假设乘子列
{
λk
}
是有界的,罚因子σk → +∞, k→∞,上述增广拉格朗

日方法中精度µk → 0,迭代点列
{

xk
}
的一个子序列

{
xkj+1

}
收敛到x∗ ,

并且在点x∗ 处LICQ成立．
那么存在λ∗ ,满足:

λkj+1 → λ∗, j→∞,
∇f (x∗) +∇c (x∗)λ∗ = 0, c (x∗) = 0.



16/60

定理证明

对于增广拉格朗日函数Lσk

(
x, λk

)
,

∇xLσk

(
xk+1, λk) = ∇f

(
xk+1)+∇c

(
xk+1) (λk + σkc

(
xk+1))

= ∇f
(
xk+1)+∇c

(
xk+1)λk+1 = ∇xL

(
xk+1, λk+1) .

由于点x∗处LICQ成立,故rank
(
∇c
(
xkj+1

))
= |E|成立（当xkj+1充分接

近x∗时）,从而下式成立:

λkj+1 =
(
∇c
(
xkj+1)T∇c

(
xkj+1))−1

∇c
(
xkj+1)T(∇xLσk

(
xkj+1, λkj

)
−∇f

(
xkj+1)) .

因为
∥∥∇xLσk

(
xkj+1, λkj

)∥∥ 6 ηkj → 0,我们有

λkj+1 → λ∗
def
= −

(
∇c (x∗)T∇c (x∗)

)−1
∇c (x∗)T∇f (x∗) ,

∇xL (x∗, λ∗) = 0.

而乘子列
{
λk
}
是有界的,且λkj + σkjc

(
xkj+1

)
→ λ∗,故

{
σkjc

(
xkj+1

)}
有

界.又σk → +∞,则c (x∗) = 0.
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收敛性分析

上述收敛性定理的条件还可以进一步放宽,但证明将会更复杂,我们就
不多述了.

定理

增广拉格朗日函数法的收敛性(基于更弱的假设)

假设x∗, λ∗分别是问题(1)的严格局部极小解和相应的乘子,则存在充分
大的常数σ̄ > 0和充分小的常数δ > 0,如果对某个k,有

1
σk

∥∥λk − λ∗
∥∥ < δ, σk > σ̄,

则
λk → λ∗, xk → x∗.

同时,如果
(1) lim supσk < +∞且λk 6= λ∗,∀k,则

{
λk
}
收敛的速度是Q-线性;

(2) lim supσk = +∞且λk 6= λ∗,∀k,则
{
λk
}
收敛的速度是Q-超线性.
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一般约束问题的增广拉格朗日函数法

一般的约束优化问题可以写成

min f (x),

s.t. ci(x) = 0, i ∈ E ,
ci(x) 6 0, i ∈ I.

(7)

对于问题(7),我们一般引入松弛变量,得到如下等价形式:

min
x,s

f (x),

s.t. ci(x) = 0, i ∈ E ,
ci(x) + si = 0, i ∈ I,
si > 0, i ∈ I.

(8)

这样的做法我们已经用过多次了,读者应熟练掌握.
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构造增广拉格朗日函数

保留非负约束,可以构造拉格朗日函数

L(x, s, λ, µ) = f (x) +
∑
i∈E

λici(x) +
∑
i∈I

µi (ci(x) + si) , si > 0, i ∈ I.

记问题(8)中等式约束的二次罚函数为p(x, s),即

p(x, s) =
∑
i∈E

c2
i (x) +

∑
i∈I

(ci(x) + si)
2 ,

那么可以同样构造增广拉格朗日函数如下:

Lσ(x, s, λ, µ) =f (x) +
∑
i∈E

λici(x) +
∑
i∈I

µi (ci(x) + si) +

σ

2
p(x, s), si > 0, i ∈ I.
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消元法求解子问题

在第 k步迭代中,给定乘子λk, µk 和罚因子σk,需要求解如下问题:

min
x,s

Lσk

(
x, s, λk, µk) , s.t. s > 0, (9)

以得到 xk+1, sk+1.

我们现在介绍一种基于消元的方法,即考虑消去 s,求解只关于 x的优
化问题.

首先固定 x,关于 s的子问题化为

min
s>0

∑
i∈I

µi (ci(x) + si) +
σk

2

∑
i∈I

(ci(x) + si)
2 .

容易直接解得使子问题最优且满足非负约束的si为

si = max

{
−µi

σk
− ci(x), 0

}
, i ∈ I. (10)
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消元法求解子问题

将 si 的表达式代入 Lσk 我们有

Lσk

(
x, λk, µk) = f (x) +

∑
i∈E

λici(x) +
σk

2

∑
i∈E

c2
i (x)+

σk

2

∑
i∈I

(
max

{
µi

σk
+ ci(x), 0

}2

− µ2
i

σ2
k

)
.

其为关于x的连续可微函数(假设f (x), ci(x), i ∈ I ∪ E 连续可微).因
此,问题(9)等价于

min
x∈Rn

Lσk

(
x, λk, µk) .

并可以利用梯度法进行求解.

注意: 这里,我们消去了变量s,因此可以只考虑关于x的优化问题.
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更新乘子

对于问题(8),其最优解x∗, s∗ 和乘子λ∗, µ∗ 需满足KKT条件:

0 = ∇f (x∗) +
∑

i∈E λ
∗
i∇ci (x∗) +

∑
i∈I µ

∗
i∇ci (x∗) ,

µ∗i > 0, s∗i > 0, i ∈ I

问题(9)的最优解xk+1, sk+1 满足

0 = ∇f
(
xk+1)+

∑
i∈E

(
λk

i + σkci
(
xk+1))∇ci

(
xk+1)+

∑
i∈I

(
µk

i + σk
(
ci
(
xk+1)+ sk+1

i

))
∇ci

(
xk+1) ,

sk+1
i = max

{
−µ

k
i
σk
− ci

(
xk+1) , 0} , i ∈ I.

对比问题(8)和问题(9)的KKT条件,易知乘子的更新格式为

λk+1
i = λk

i + σkci
(
xk+1

)
, i ∈ E ,

µk+1
i = max

{
µk

i + σkci
(
xk+1

)
, 0
}
, i ∈ I. (11)



24/60

约束违反度与参数更新

对于等式约束,我们定义约束违反度为

vk
(
xk+1) =

√∑
i∈E

c2
i (xk+1) +

∑
i∈I

(
ci (xk+1) + sk+1

i

)2
.

根据 (10)式消去s,得

vk
(
xk+1) =

√√√√∑
i∈E

c2
i (xk+1) +

∑
i∈I

max

{
ci (xk+1) ,−µ

k
i
σk

}2

.

在算法中,需要根据约束违反度的大小判断参数的更新方式:
若vk

(
xk+1

)
满足精度条件,则进行乘子的更新,并提高子问题求解

精度,罚因子不变;
若不满足,则不进行乘子的更新,并适当增大罚因子以便得到约束
违反度更小的解.
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一般约束增广拉格朗日函数法算法

算法2 一般约束增广拉格朗日函数法

选取初始点x0,乘子λ0, µ0,罚因子σ0 > 0,约束违反度常数ε > 0,精
度常数η > 0,以及常数0 < α 6 β 6 1和ρ > 1.今η0 = 1

σ0
, ε0 = 1

σα
0

以及k = 0.
for k = 0, 1, 2, . . . do
以xk 为初始点,求解

min
x

Lσk

(
x, λk, µk) ,

得到满足精度条件∥∥Lσk

(
xk+1, λk, µk)∥∥

2 6 ηk

的解xk+1.
if vk

(
xk+1

)
6 εk then

if vk
(
xk+1

)
6 ε且

∥∥∇xLσk

(
xk+1, λk, µk

)∥∥
2 6 η then

得到逼近解xk+1, λk, µk,终止迭代.
end if
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一般约束增广拉格朗日函数法算法(续)

更新乘子:

λk+1
i = λk

i + σkci
(
xk+1

)
, i ∈ E ,

µk+1
i = max

{
µk

i + σkci
(
xk+1

)
, 0
}
, i ∈ I.

罚因子不变: σk+1 = σk.
减小子问题求解误差和约束违反度:

ηk+1 =
ηk

σk+1
, εk+1 =

εk

σβk+1

.

else (注:约束违反度不满足精度条件)
乘子不变: λk+1 = λk.
更新罚因子: σk+1 = ρσk.

调整子问题求解误差和约束违反度:

ηk+1 =
1

σk+1
, εk+1 =

1
σαk+1

.

end if
end for
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提纲

1 等式约束问题的增广拉格朗日函数法

2 一般约束问题的增广拉格朗日函数法

3 凸优化问题的增广拉格朗日函数法

4 应用:基追踪问题
原始问题的增广拉格朗日函数法
与Bregman算法的等价性
对偶问题的增广拉格朗日函数法

5 应用: 一般线性规划问题

6 应用:半定规划问题
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凸优化问题的增广拉格朗日函数法

考虑凸优化问题(不等式形式)

min
x∈Rn

f (x),

s.t. ci(x) 6 0, i = 1, 2, · · · ,m.
(12)

根据定义,写出问题(12)的增广拉格朗日函数:

Lσ(x, λ) = f (x) +
σ

2

m∑
i=1

(
max

{
λi

σ
+ ci(x), 0

}2

− λ2
i

σ2

)
.

给定一列单调递增的乘子σk ↑ σ∞,以及初始乘子λ0,结合(11)式,问
题(12)的增广拉格朗日函数法为{

xk+1 ≈ arg min
x∈Rn

Lσk

(
x, λk

)
,

λk+1 = max
{

0, λk + σkc
(
xk+1

)}
.

(13)
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不精确条件

定义φk(x) = Lσk

(
x, λk

)
.由于 φk(x)的最小值点的显式表达式通常是未

知的,我们往往调用迭代算法求其一个近似解. 为保证收敛性,我们要
求该近似解至少满足不精确条件. 例如:

φk
(
xk+1)− inf φk 6

ε2
k

2σk
, εk > 0,

∞∑
k=1

εk < +∞. (14)

由于 inf φk 是未知的,直接验证(14)式是数值上不可行的.但是,如果φk

是α -强凸函数,则有

φk(x)− inf φk 6
1

2α
dist2 (0, ∂φk(x)) (15)

根据(15)式,可以进一步构造如下数值可验证的不精确条件:

dist
(
0, ∂φk

(
xk+1)) 6√ α

σk
εk, εk > 0,

∞∑
k=1

εk < +∞. (16)



30/60

凸问题的增广拉格朗日函数法的收敛性

下面我们给出不精确条件下增广拉格朗日函数法的收敛性定理.

定理

凸问题的增广拉格朗日函数法的收敛性

假设
{

xk
}
,
{
λk
}
为问题(12)通过(13)式生成的序列, xk+1 满足不精确条

件(14). 如果问题(12)的Slater约束品性成立,那么序列
{
λk
}
是有界序

列且收敛到λ∞ ( λ∞ 为对偶问题的一个最优解).

如果存在一个γ,使得下水平集{x ∈ X | f (x) 6 γ}是非空有界的,那么
序列

{
xk
}
也是有界的,并且其所有的聚点都是问题(12)的最优解.
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提纲

1 等式约束问题的增广拉格朗日函数法

2 一般约束问题的增广拉格朗日函数法

3 凸优化问题的增广拉格朗日函数法

4 应用:基追踪问题
原始问题的增广拉格朗日函数法
与Bregman算法的等价性
对偶问题的增广拉格朗日函数法

5 应用: 一般线性规划问题

6 应用:半定规划问题
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基追踪问题(BP)

考虑一类简单的基追踪问题.设 A ∈ Rm×n(m 6 n), b ∈ Rm, x ∈ Rn,基
追踪问题被描述为

min
x∈Rn

‖x‖1, s.t. Ax = b. (17)

考虑其对偶问题:

min
y∈Rm

bTy, s.t.
∥∥ATy

∥∥
∞ 6 1. (18)

通过引入变量s,对偶问题可以等价地写成

min
y∈Rm, s∈Rn

bTy, s.t. ATy− s = 0, ‖s‖∞ 6 1. (19)
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原始问题的增广拉格朗日函数法

根据问题(17)的形式,引入罚因子σ和乘子λ,其增广拉格朗日函数为

Lσ(x, λ) = ‖x‖1 + λT(Ax− b) +
σ

2
‖Ax− b‖2

2. (20)

固定σ,第k步迭代更新格式为 xk+1 = arg min
x∈Rn

{
‖x‖1 + σ

2

∥∥∥Ax− b + λk

σ

∥∥∥2

2

}
,

λk+1 = λk + σ
(
Axk+1 − b

)
.

(21)

设迭代初始点x0 = λ0 = 0,考虑格式(21)中的第一步,并假设 xk+1为
Lσ(x, λk)的一个全局极小解,则对Lσ(x, λk)利用极小性条件得

0 ∈ ∂
∥∥xk+1∥∥

1 + σAT
(

Axk+1 − b +
λk

σ

)
.

因此成立
−ATλk+1 ∈ ∂

∥∥xk+1∥∥
1 . (22)
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BP问题的实例与解

例 简单基追踪问题的增广拉格朗日函数解法
考虑标准基追踪问题,其中A是512× 1024规模的随机矩阵(每个元素从
标准正态分布中抽样), b定义为

b = Au,

其中u ∈ R1024是服从正态分布随机稀疏向量,设其稀疏度r = 0.1或0.2,
即分别约具有102/205个服从正态分布的非零分量.
进一步地,我们固定罚因子σ,采用近似点梯度法作为求解器(第八章将
会详细介绍),不精确地求解关于x的子问题以得到xk+1.
我们演示的算法中设置了求解精度ηk = 10−k,并使用BB步步步长长长作为线搜
索的初始步长. 下图展示了算法产生的迭代点与最优点的欧式距离的变
化,以及它们约束违反度的变化趋势. 由图可知:

性质

对于本例中的标准基追踪问题,固定的罚因子σ也可以使增广拉格朗日
函数法收敛.
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BP问题的实例与解
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Figure: (a)约束违反度
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Figure: (b)与最优点的距离
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收敛性分析与引理1

上述由一个简单基追踪问题导出的结论并非孤例.我们证明,对固定的
二次罚项系数σ = 1,迭代格式(21)具有有限终止性. 这是一个很强的结
论.

引理1
设迭代序列

{
xk
}
,
{
λk
}
是算法(20)从初始点x0 = λ0 = 0产生的序列,则

若
(a)
∥∥Axk − b

∥∥
2 且单调下降的,则∥∥Axk+1 − b

∥∥
2 6

∥∥Axk − b
∥∥

2 . (23)

(b)若存在x̃满足Ax̃ = b,则

σ

2

∥∥Axk − b
∥∥2

2 6
1
k
‖x̃‖1. (24)

我们下面将证明这一引理.
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引理1的证明

(a)由迭代格式(21)的第一步,∥∥xk+1∥∥
1 +

(
λk)T (

Axk+1 − b
)

+
σ

2

∥∥Axk+1 − b
∥∥2

2

6
∥∥xk
∥∥

1 +
(
λk)T (

Axk − b
)

+
σ

2

∥∥Axk − b
∥∥2

2 .

由于‖x‖1 的凸性和(22)式,我们有∥∥xk+1∥∥
1 >

∥∥xk
∥∥

1 +
〈
−ATλk, xk+1 − xk〉 ,

结合上面两式, ∥∥Axk+1 − b
∥∥

2 6
∥∥Axk − b

∥∥
2 .

至此,引理中(a)所述的结论证毕.



38/60

引理1的证明

(b)由迭代格式(21)的第二步,

AT (λk+1 − λk) = σAT (Axk+1 − b
)
, (25)

于是

σ

2

∥∥Axk+1 − b
∥∥2

2 −
σ

2
‖Ax− b‖2

2

6
〈
AT (λk+1 − λk) , xk+1 − x

〉
(
σ

2
‖Ax− b‖2

2 点xk+1处的凸性以及(25)式)

=
〈
ATλk+1, xk+1 − x

〉
−
〈
ATλk, xk − x

〉
−
〈
ATλk, xk+1 − xk〉

6
〈
ATλk+1, xk+1 − x

〉
−
〈
ATλk, xk − x

〉
+
∥∥xk+1∥∥

1 −
∥∥xk
∥∥

1 .

(‖x‖1 点xk处的凸性以及(22)式)
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引理1的证明

进一步,

k
(σ

2

∥∥Axk − b
∥∥2

2 −
σ

2
‖Ax− b‖2

2

)
6

k∑
j=1

(σ
2

∥∥Axj − b
∥∥2

2 −
σ

2
‖Ax− b‖2

2

)
(
∥∥Axk − b

∥∥
2 的单调性)

6
〈
ATλk, xk − x

〉
+
∥∥xk
∥∥

1 −
〈
ATλ0, x0 − x

〉
−
∥∥x0∥∥

1 (‖x‖1 的凸性)

6‖x‖1,

取x = x̃,我们即有
σ

2

∥∥Axk − b
∥∥2

2 6
1
k
‖x̃‖1.

至此,引理中(b)所述的结论证毕.
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收敛性证明的引理2

我们再论述一个重要的引理,它论述了迭代解的存在性.

引理2
假设问题(17)的可行域非空, xk 是由迭代格式(21)得到的满足Axk = b
的迭代点,则xk 是BP问题(17)的一个解.

Proof 对任意x,由‖x‖1 的凸性和(22)式,有∥∥xk
∥∥

1 6 ‖x‖1 −
〈
x− xk,−ATλk〉

= ‖x‖1 +
〈
Ax− Axk, λk〉

= ‖x‖1 +
〈
Ax− b, λk〉 ,

因此,对任意的满足Ax = b的x,都有
∥∥xk
∥∥

1 6 ‖x‖1. 故xk 是问题(17)的
最优解.
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基追踪问题的收敛性定理

在论述了引引引理理理1,引引引理理理2后,我们可以证明关于简单基追踪问题(17)的收
敛性定理.

定理

简单基追踪问题的收敛性定理

假设问题(17)的可行域非空,迭代序列
{

xk
}
,
{
λk
}
是由迭代格式(21)从

初始点 x0 = λ0 = 0产生的,则存在正整数 K 使得任意的xk, k > K 是问
题(17)的解.
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定理的证明

对指标集{1, 2, · · · , n}的任一划分
(

Ij
+, I

j
−,E

j
)

,令

Uj def
= U

(
Ij
+, I

j
−,E

j
)

=
{

x | xi > 0, i ∈ Ij
+; xi 6 0, i ∈ Ij

−; xi = 0, i ∈ Ej
}
,

Hj def
= minx∈Rn

{ 1
2‖Ax− b‖2

2 | x ∈ Uj
}
.

对于迭代点λk,定义指标集{1, 2, · · · , n}的划分
(

Ijk
+, I

jk
−,E

jk
)
为

Ijk
+ =

{
i :
(
ATλk)

i = −1
}
,

Ijk
− =

{
i :
(
ATλk)

i = 1
}
,

Ejk =
{

i :
(
ATλk)

i ∈ (−1, 1)
}
.

并由Uj 的定义和−ATλk ∈ ∂
∥∥xk
∥∥

1 知, xk ∈ Ujk .
因为问题(17)的可行域非空,故存在x̃满足‖Ax̃− b‖ = 0.
由引理1的(b),对任意满足Hj > 0的j,存在一个充分大的Kj 使得

xk /∈ Uj, ∀k > Kj.
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定理的证明

因此,我们取K = maxj
{

Kj | Hj > 0
}

,即有

Hjk = 0, ∀k > K.

结合‖x‖1 的凸性和(22)式,对k > K 即有∥∥xk
∥∥

1 +
(
λk)T

Axk 6 ‖x‖1 +
(
λk)T

Ax.

由于Hjk = 0,取x̃ ∈ Ujk 且‖Ax̃− b‖ = 0,根据xk 的最优性,得到

σ

2

∥∥Axk − b
∥∥2

6 ‖x̃‖1 −
∥∥xk
∥∥

1 +
(
λk)T

A
(
x̃− xk)+

σ

2
‖Ax̃− b‖2 6 0.

因此由上式联合引理2可知, xk(∀k > K)都是问题(17)的最优解.
至此,简单基追踪问题的ALM收敛性定理证毕.
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基追踪问题的Bregman算法

我们介绍了对基追踪问题的增广拉格朗日函数法.另外,求解基追踪问
题的一个通用方法是Bregman迭代算法.
对于凸函数h(x) = ‖x‖1,定义其 Bregman距离:

Dg
h(x, y) = h(x)− h(y)− 〈g, x− y〉,

其中g ∈ ∂h(y)为函数 h在点 y处的一个次梯度.

定义

基追踪问题的Bregman迭代算法
根据Bregman距离的定义,为基追踪问题(17)设计的Bregman迭代算
法如下所示. 其中, gk+1 ∈ ∂h(xk+1),验证方法同33页. xk+1 = arg min

x∈Rn

{
Dgk

h

(
x, xk

)
+ 1

2‖Ax− b‖2
2

}
,

gk+1 = gk − AT
(
Axk+1 − b

)
.
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基追踪问题的2种算法之比较

对比基于增广拉格朗日函数设计的算法(21) xk+1 = arg min
x∈Rn

{
‖x‖1 + σ

2

∥∥∥Ax− b + λk

σ

∥∥∥2

2

}
,

λk+1 = λk + σ
(
Axk+1 − b

)
.

这两种算法具有如下的等价性质.

性质

如果基于增广拉格朗日函数设计的算法(21)的初始点设置
为(x0,−ATλ0),则有

gk = −ATλk.

即在合理选取初始点时,两个算法得到的迭代点列完全一致(此时增广
拉格朗日函数法中σ = 1固定),因此算法是等价的.

两种算法的内在关系如何,与它们求解的效率高低比较直接相关. 这进
一步说明,在合理选取初始点的情况下,以上2种方法的效率一致.
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对偶问题的增广拉格朗日函数法

现在我们考虑另一重要的问题.设对偶问题(19):

min
y∈Rm,s∈Rn

bTy, s.t. ATy− s = 0, ‖s‖∞ 6 1.

引入拉格朗日乘子λ和罚因子σ,作增广拉格朗日函数

Lσ(y, s, λ) = bTy + λT (ATy− s
)

+
σ

2

∥∥ATy− s
∥∥2

2 , ‖s‖∞ 6 1.

增广拉格朗日函数法的迭代格式为( ρ > 1和 σ̄ < +∞为算法参数):
(
yk+1, sk+1) = arg min

y,‖s‖∞61

{
bTy +

σk

2

∥∥∥∥ATy− s +
λ

σk

∥∥∥∥2

2

}
,

λk+1 = λk + σk
(
ATyk+1 − sk+1) ,

σk+1 = min {ρσk, σ̄} .

其中
(
yk+1, sk+1

)
的显式表达式未知,需要迭代求解.
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消元法求解子问题

除了利用投影梯度法求解关于 (y, s)的联合最小化问题外,还可以利用
最优性条件将 s用 y来表示,转而求解只关于 y的最小化问题.

关于s的极小化问题为

min
s

σ

2

∥∥∥∥ATy− s +
λ

σ

∥∥∥∥2

2
, s.t. ‖s‖∞ 6 1.

这是一个关于s的二次型函数,因此问题的解为

s = P‖s‖∞61(ATy +
λ

σ
),

其中P‖s‖∞61(z)为集合{s| ‖s‖∞ 6 1}的投投投影影影算算算子子子,即

P‖s‖∞61(z) = max {min {z, 1} , −1} .
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消元法求解子问题

将上述s的表达式代入的增广拉格朗日函数法的迭代格式,得
yk+1 = arg min

y

{
bTy + σ

2

∥∥ψ (ATy + λ
σ

)∥∥2
2

}
,

λk+1 = σkψ
(

ATyk+1 + λk

σk

)
,

σk+1 = min {ρσk, σ̄} .

(26)

其中ψ(x) = sign(x) max{|x| − 1, 0}.

我们不能得到关于 yk+1 的显式表达式. 但是由于 Lσk

(
y, λk

)
关于 y连

续可微,故可以利用梯度法求解.
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对偶问题的收敛性定理

根据凸问题的增广拉格朗日函数法的收敛性定理 (Page 30),成立对偶
问题的收敛性定理.

定理

BP对偶问题增广拉格朗日函数法

假设
{

yk
}
,
{
λk
}
是由迭代格式(26)产生的序列,并且yk+1 的求解精度满

足(14)式的不精确条件,而矩阵 A是行满秩的.那么,
(1)序列

{
yk
}
是有界的,且其任一聚点均为问题(19)的最优解; (2)序

列
{
λk
}
有界且收敛,其极限为原始问题(17)的某个最优解.

我们对上述2个定理的关系做简单的介绍.记φk(y) = Lσk(y, λk),则根据
凸问题的增广拉格朗日函数法,若要保证算法收敛,需

φk
(
yk+1)− infφk 6

ε2
k

2σk
, εk > 0,

∞∑
k=1

εk <∞,

其中εk是人为设定的参数. 当然, φk凸但非强凸,因此可按课本的"添项
法",利用不精确条件将其整合为强凸函数,再进行证明.
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提纲

1 等式约束问题的增广拉格朗日函数法

2 一般约束问题的增广拉格朗日函数法

3 凸优化问题的增广拉格朗日函数法

4 应用:基追踪问题
原始问题的增广拉格朗日函数法
与Bregman算法的等价性
对偶问题的增广拉格朗日函数法

5 应用: 一般线性规划问题

6 应用:半定规划问题
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一般线性规划问题的增广拉格朗日函数法

我们介绍基追踪问题及其对偶问题的增广拉格朗日函数法不仅仅是为
了向读者展示该方法在一类问题中的应用,更有实际意义的是,它展示
了一类处理一般线性规划问题的基本思路.

一般的线性规划问题可描述为

min
x

cTx, s.t. Ax = b, x > 0.

其对偶问题为

max
y

bTy, s.t. ATy + s = c, s > 0.

以上问题中A ∈ Rm×n, x ∈ Rn, s ∈ Rn, y ∈ Rm.
首先还是先写出对偶问题的增广拉格朗日函数

Lσk (y, s, λ) = −bTy +
(
λk)T (

ATy + s− c
)

+
σk

2

∥∥ATy + s− c
∥∥2

2 , s > 0.
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一般线性规划问题的增广拉格朗日函数法

因此根据对偶问题的增广拉格朗日函数,设计迭代算法为

(
yk+1, sk+1) = arg min

y∈Rn,s>0
Lσk

(
y, s, λk)

= arg min
y∈Rn,s>0

{
−bTy +

σk

2

∥∥∥∥ATy + s− c +
λk

σk

∥∥∥∥2

2

}
,

λk+1 = λk + σk
(
ATyk+1 + sk+1 − c

)
,

σk+1 = min {ρσk, σ̄} .
(27)

并且还是用最优性条件将s用y表示(消元法),得到上述关于s的二次型函
数中使得s极小化的解为

s = argmin
s>0

∥∥∥∥ATy + s− c +
λ

σ

∥∥∥∥2

2
= PRn

+

(
c− ATy− λ

σ

)
.
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一般线性规划问题的增广拉格朗日函数法

将上述s解的表达式代入上述迭代算法,可得约减式
yk+1 = arg min

y∈Rn,s>0

{
−bTy + σk

2

∥∥ψ (y, λk, σk
)∥∥2

2

}
,

λk+1 = σkψ
(
yk+1, λk, σk

)
,

σk+1 = min {ρσk, σ̄} .

其中ψ
(
y, λk, σk

)
= PRn

+

(
ATy + λk

σk
− c
)

.

这样,我们仍利用梯度法或半光滑牛顿法即可求解上述的迭代算法,以
最终解决一般线性规划问题.
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半定规划问题

在线性规划问题后,我们考虑半定规划问题:

min
X∈Sn

〈C,X〉,

s.t. 〈Ai,X〉 = bi, i = 1, 2, · · · ,m,
X � 0.

(28)

引入乘子λ ∈ Rm,罚因子σ,记A(X) = (〈A1,X〉 , 〈A2,X〉 , · · · , 〈Am,X〉)T ,
则增广拉格朗日函数为

Lσ(X, λ) = 〈C,X〉 − λT(A(X)− b) +
σ

2
‖A(X)− b‖2

2, X � 0.

根据增广拉格朗日函数,写出算法的迭代格式为
Xk+1 ≈ argmin

X∈Sn
+

Lσk

(
X, λk

)
,

λk+1 = λk − σk
(
A
(
Xk+1

)
− b
)
,

σk+1 = min {ρσk, σ̄} .

当迭代收敛时, Xk 和λk 分别收敛到原问题和对偶问题的解.
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半定规划对偶问题

考虑问题(28)的对偶问题:

min
y∈Rm

− bTy,

s.t.
m∑

i=1

yiAi � C.
(29)

引入松他变量S � 0,乘子Λ ∈ Sn以及罚因子σ,则增广拉格朗日函数为

Lσ(y, S,Λ) = −bTy +

〈
Λ,

m∑
i=1

yiAi + S− C

〉
+
σ

2

∥∥∥∥∥
m∑

i=1

yiAi + S− C

∥∥∥∥∥
2

F

.

根据上述函数,增广拉格朗日函数法的迭代格式为(
yk+1, Sk+1) ≈ arg min

y∈Rm
Lσk

(
y, S,Λk) ,

Λk+1 = Λk +

m∑
i=1

yk+1
i Ai + Sk+1 − C,

σk+1 = min {ρσk, σ̄} .
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半定规划对偶问题

类似地,我们利用消元法,由最优性条件消去S,得

Lσ(y,Λ) = −bTy +
σ

2

∥∥∥∥∥PSn
+

(
m∑

i=1

yiAi − C +
Λ

σ

)∥∥∥∥∥
2

F

− ‖Λ‖
2
F

σ2

 .

其中PSn
+
为到半定雉集Sn

+ 的投影算子.

因此迭代算法的格式变为

yk+1 ≈ arg min
y∈Rm

Lσk

(
y,Λk) ,

Λk+1 = σPSn
+

(
m∑

i=1

yk+1
i Ai − C +

Λk

σk

)
,

σk+1 = min {ρσk, σ̄} .
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基于原问题和对偶问题的算法比较

我们对比半定规划及其对偶问题的增广拉格朗日函数法.

半定规划问题的迭代格式中Xk+1是在半正定锥Sn
+中求解,还是约

束优化;

对偶问题中yk+1在Rm中求解,对应于可微的无约束优化问题.

注: 容易验证Lσk(y,Λk)关于y连续可微,因此可用梯度法求yk+1.
因此,若m较小,我们推荐考虑对偶问题的增广拉格朗日函数法,以求解
半定规划问题.

更进一步,我们指出,实际上Lσk(y,Λk)关于y还是强半光滑的,因此我们
考虑对偶问题时还可以用半光滑牛顿法更快速地求解半定规划问题.
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