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单纯形法与内点法

单纯形法:
不断列出可行域的顶点然后一步一步寻找问题的最优解

线性规划可行域的顶点数可能多达O(2n)个(n为自变量维数),因
此单纯形法最坏情况下的复杂度是指数量级

内点法:
在可行域内部寻找一条路径最终抵达其边界

每个迭代步计算代价都远高于仅仅在可行域边界移动的单纯形法

内点法的一步迭代对问题解的改善是显著的,可以证明内点法实际
上是一个多项式时间算法

原始-对偶算法是其中效率最高的实用方法,在大规模问题上是单
纯形法强有力的竞争者
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原始-对偶算法:思想

原原原始始始及及及对对对偶偶偶问问问题题题

min cTx max bTy
s.t. Ax = b s.t. ATy + s = c

x ≥ 0 s ≥ 0

KKT条条条件件件

Ax = b,

ATy + s = c,

xisi = 0, i = 1, 2, · · · , n,
x ≥ 0, s ≥ 0.

利用KKT条件不断在可行域的相对内部产生迭代点

算法构造的解满足第一、二、四式,而只能近似地满足条件三

当条件四满足且条件三对任意的i不满足时,我们有xisi > 0, ∀ i,这
意味着点(x, s)为可行域的相对内点
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对偶间隙与终止条件

互补条件xisi = 0在内点法中不能严格满足,而我们想要算法最终
收敛到线性规划问题的解,因此希望xisi → 0, ∀ i．这个条件就可
以作为内点法的终止条件

对内点x > 0, s > 0定义互补条件违反度的度量

µ =
1
n

n∑
i=1

xisi =
xTs
n
,

也称为对对对偶偶偶间间间隙隙隙．当µ趋于0时, (x, s)将接近可行域的边界
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原始-对偶算法:通过舍去非线性项推导

线性规划原始-对偶算法的目标是给定当前可行点(x, y, s),寻找下
一个点

(x̃, ỹ, s̃) = (x, y, s) + (∆x,∆y,∆z)

使得如下条件成立：
ATỹ + s̃ = c, s̃ > 0,

Ax̃ = b, x̃ > 0,
x̃is̃i = σµ, i = 1, 2, · · · , n.

其中0 < σ < 1是取定的常数．

上述条件也被称为是扰扰扰动动动KKT条条条件件件,最后一个条件可进一步使用
分量乘积简化为x̃� s̃ = σµ1．

最后一个条件：假设µ是当前点(x, y, s)处的对偶间隙,我们希望迭
代下一步时这个度量将会缩小一个比例σ ．
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原始-对偶算法:通过舍去非线性项推导

展开方程组可以得到
A(x + ∆x) = b,

AT(y + ∆y) + (s + ∆s) = c,

(s + ∆s)� (x + ∆x) = σµ1,

去除高阶非线性项∆x�∆s后得到线性方程组：
A∆x = rp

def
== b− Ax,

AT∆y + ∆s = rd
def
== c− s− ATy,

x�∆s + s�∆x = rc
def
== σµ1− x� s,

其中r = (rp, rd, rc)
T 刻画了KKT条件的残量．
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原始-对偶算法:通过舍去非线性项推导

记Lx = Diag(x), Ls = Diag(s),我们将方程组化为矩阵形式A 0 0
0 AT I
Ls 0 Lx

∆x
∆y
∆s

 =

rp

rd

rc

 .
利用矩阵分块消元,可以直接求解上述方程,得到

∆y = (AL−1
s LxAT)−1(rp + AL−1

s (Lxrd − rc)),

∆s = rd − AT∆y,

∆x = −L−1
s (Lx∆s− rc),

其中AL−1
s LxAT 是对称矩阵,当A满秩时, AL−1

s LxAT 正定．
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原始-对偶算法:利用牛顿法推导

记当前解为(x, y, s), (x, s) > 0.记(∆x,∆y,∆s)为搜索方向.

用牛顿法直接求解KKT条件,即

F(x, y, s) =

 Ax− b
ATy + s− c

x� s

 = 0, (x, s) ≥ 0.

搜索方向满足

J(x, y, s)

∆x
∆y
∆s

 =

A 0 0
0 AT I
Ls 0 Lx

∆x
∆y
∆s

 = −F(x, y, s) ,

 rp

rd

−x� s


其中J 表示F 的雅各比矩阵.
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原始-对偶算法:利用牛顿法推导

做全步长迭代(x, y, s) + (∆x,∆y,∆s)可能会违反约束(x, s) ≥ 0.

进行线搜索,新的迭代点为(x, y, s) + α(∆x,∆y,∆s), α ∈ (0, 1]

我们经常会得到一个小步长更新（α << 1）.纯牛顿方向不能很
好的指向一个解,算法不是很有效.

修正的原始-对偶方法不直接指向KKT条件的解,而是指向一个对
偶间隙更小的点,利用牛顿法求解

F(x, y, s) =

 Ax− b
ATy + s− c

x� s

 =

 0
0
σµ1

 .
其中0 < σ < 1称为中心参数,希望迭代下一步时对偶间隙将会缩
小一个比例σ.

修正后的原始-对偶算法所对应的方程与直接舍去非线性项得到的
方程相同,也需利用线搜索得出步长α.
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原始-对偶算法:评注

即使初始点(x, y, s)是可行的,求解线性方程组产生的更新(x̃, ỹ, s̃)
也不一定是可行解．

因为前两个方程Ax = b, ATy + s = c是线性的,在迭代过程中可以
一直满足．但x > 0, s > 0这个约束不不不能能能保证一直成立

采用线搜索中的回溯法来确定一个合适的更新

(xk+1, yk+1, sk+1) = (xk, yk, sk) + αk(∆xk,∆yk,∆sk),

其中αk = α0ρ
k0 ,并选取最小的整数k0 使得xk+1 > 0, sk+1 > 0,这

里0 < ρ < 1, α0 是给定常数
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原始-对偶算法:总结

1 选定初始可行点(x0, y0, s0),令k = 0.

2 根据原始-对偶算法求解搜索方向(∆x,∆y,∆s)

3 选取合适的步长αk,做一步更新

(xk+1, yk+1, sk+1) = (xk, yk, sk) + αk(∆x,∆y,∆s)

4 若满足停机条件,终止；否则令k = k + 1,转步原始-对偶算法.

算法的计算量主要来自搜索方向的计算,步长α和参数σ 的选取对内点
法的表现十分关键.
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对数障碍函数与中心的刻画

直接用原始-对偶法进行迭代时, xisi = 0意味着点(x, s)已经接近可
行域的边缘,如果继续进行迭代,则迭代点将会紧贴定义域边缘进
行更新,这有违于内点法的思想,容易出现小步长更新

修正后的原始对偶方法希望迭代点更靠近“中心”, xisi 能够以一致
的速度下降到0

“中心”这个概念可以通过对数障碍函数来刻画.在原始线性规划问
题中,加上点到边界距离的惩罚项

min cTx− τ
∑n

i=1 ln xi,
s.t. Ax = b.

其中τ > 0是中心化参数.

引入拉格朗日乘子y, KKT条件为ci −
τ

xi
− AT

·iy = 0, i = 1, 2, . . . , n,

Ax = b.
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中心路径

Definition (中心路径)
令si = τ

xi
,于是最优解(xτ , yτ , sτ )满足方程：

Ax = b, x > 0

A>y + s = c, s > 0

xisi = τ, for i = 1, . . . , n

定义单参数曲线C = {(xτ , yτ , sτ ) | τ > 0}为中心路径

原始对偶可行集和严格可行集定义为

F = {(x, y, s)| Ax = b,ATy + s = c, (x, s) ≥ 0}

Fo = {(x, y, s)| Ax = b,ATy + s = c, (x, s) > 0}

中心路径C 是Fo 中的一条参数化曲线
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中心路径邻域

我们希望在原始–对偶算法中,迭代点列在中心路径附近移动,跟随
曲线C 到达最优值点,这样可以保证每一步取较大步长

Definition (中心路径邻域)

N−∞(γ) = {(x, y, s) ∈ Fo | xisi ≥ γµ} , γ ∈ [0, 1).

如图为中心路径和中心路径邻域在原始解x上的投影
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带路径追踪的原始–对偶算法

1 选择初值点(x0, y0, z0) ∈ Fo,选取参数0 < γ < σ < 1,令k = 0.

2 根据原始-对偶算法求解更新方向(∆x,∆y,∆s)

3 选取最大的步长αk,使下一步迭代点落入N−∞(γ)内,做一步更
新(xk+1, yk+1, sk+1) = (xk, yk, sk) + αk(∆x,∆y,∆s)

4 若满足停机条件,终止；否则令k = k + 1,转步（2）

有了中心路径邻域的概念,就可以写出带路径追踪的原始–对偶算
法

该算法的关键在于如何选取最大的αk ．实际上,只需要保证在下
一步迭代时(x, y, s)满足xisi ≥ γµ即可．这是关于α的n个二次不
等式,求解比较容易．

再结合条件x > 0, s > 0就能很容易地确定αk
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带路径追踪的原始–对偶算法

如图为n = 2的示例,迭代路径在x1s1 − x2s2 上的投影,此时中心路径是
一个过原点的倾斜45度的射线,搜索方向从直线变成了曲线.
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收敛性分析

引理

若Rn 中两向量u, v满足uTv ≥ 0,则

‖u� v‖2 ≤ 2−3/2‖u + v‖2
2.

由uTv ≥ 0知

0 ≤ uTv =
∑

uivi≥0

uivi +
∑

uivi<0

uivi =
∑
i∈P
|uivi| −

∑
i∈M
|uivi|,

其中P = {i | uivi ≥ 0},M = {i | uivi < 0}.

由‖ · ‖2 ≤ ‖ · ‖1 得

‖u� v‖2 = (‖[uivi]i∈P‖2
2 + ‖[uivi]i∈M‖2

2)1/2

≤ (‖[uivi]i∈P‖2
1 + ‖[uivi]i∈M‖2

1)1/2

≤ (2‖[uivi]i∈P‖2
1)1/2

≤
√

2‖[1
4

(ui + vi)
2]i∈P‖1 ≤ 2−3/2‖u + v‖2

2.
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若(x, y, s)可行,则∆xT∆s = 0

引理

若(x, y, s)可行,则由原始-对偶算法得到的点(∆x,∆y,∆s)满
足∆xT∆s = 0.

首先,点(∆x,∆y,∆s)满足方程:A 0 0
0 AT I
Ls 0 Lx

∆x
∆y
∆s

 =

rp

rd

rc

 .
由于(x, y, s)可行,故

rp = b− Ax = 0,

rc = c− s− ATy = 0.

于是AT∆y + ∆s = 0,左右同乘∆xT 并利用A∆x = 0即得

∆xT∆s = 0.
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对∆x�∆s的估计

由上述两个引理,可以给出对增量的逐元素积∆x�∆s的估计,进而对
步长进行估计.

引理

若(x, y, s) ∈ N−∞(γ),则

‖∆x�∆s‖ ≤ 2−3/2(1 + 1/γ)nµ.

记Lx = Diag(x),Ls = Diag(s),由N−∞(γ) ⊂ F0 知(x, y, s)可行,
故∆xT∆s = 0.

对Ls∆x + Lx∆s = rc 两边同乘(LsLx)
−1/2 并记D = L1/2

x L−1/2
s 得

D−1∆x + D∆s = (LsLx)
−1/2rc.
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对∆x�∆s的估计

由于(D−1∆x)T(D∆s) = 0,利用上个引理得

‖∆x�∆s‖ = ‖(D−1∆x)� (D∆s)‖
≤ 2−3/2‖D−1∆x + D∆s‖2

= 2−3/2‖(LxLs)
−1/2rc‖2

= 2−3/2‖(LxLs)
−1/2(σµ1− x� s)‖2.

将最后一个估计展开,由定义xTs = nµ及xisi ≥ γµ得

‖∆x�∆s‖ = 2−3/2(σµ1− x� s)T(LxLs)
−1(σµ1− x� s)

≤ 2−3/2[xTs− 2σµ1T1 + σ2µ2
n∑

i=1

1
xisi

]

≤ 2−3/2[xTs− 2σµ1T1 + σ2µ2 n
γµ

]

≤ 2−3/2[1− 2σ +
σ2

γ
]nµ ≤ 2−3/2(1 + 1/γ)nµ.
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路径追踪算法步长的下界

引理 (路径追踪算法步长的下界)
设(x, y, s) ∈ N−∞(γ),记

(x(α), y(α), s(α)) = (x, y, s) + α(∆x,∆y,∆s).

则对任意的α ∈
[
0, 23/2γ 1−γ

1+γ
σ
n

]
,有

(x(α), y(α), s(α)) ∈ N−∞(γ).

在路径追踪算法算法中至少可以选取

αk = 23/2σ

n
γ

1− γ
1 + γ

,

虽然这样选取的αk 不一定是最大的
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证明

任取i = 1, 2, . . . , n,由对∆x�∆s的估计得

|∆xk
i ∆sk

i | ≤ 2−3/2(1 + 1/γ)nµk.

由xisi ≥ γµ,Ls∆x + Lx∆s = −x� s + σµ1及上式得

xk
i (α)sk

i (α) =
(
xk

i + α∆xk
i
) (

sk
i + α∆sk

i
)

= xk
i sk

i + α
(
xk

i ∆sk
i + sk

i ∆xk
i
)

+ α2∆xk
i ∆sk

i

≥ xk
i sk

i (1− α) + ασkµk − α2 ∣∣∆xk
i ∆sk

i

∣∣
≥ γ(1− α)µk + ασkµk − α22−3/2(1 + 1/γ)nµk.

定义µk(α) = 1
n

∑
i xk

i (α)sk
i (α),则由

∑
i ∆xk

i ∆sk
i = 0

与Ls∆x + Lx∆s = −x� s + σµ1知

uk(α) = (1− α(1− σk))µk.
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证明

于是为使xk
i (α)sk

i (α) ≥ γµk(α),只需

γ(1− α)µk + ασkµk − α22−3/2(1 + 1/γ)nµk ≥ γ (1− α+ ασk)µk

整理得
ασkµk(1− γ) ≥ α22−3/2nµk(1 + 1/γ)

于是我们得到步长α需满足的条件:

α ≤ 23/2

n
σkγ

1− γ
1 + γ
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原始–对偶算法的收敛性

定理 (原始–对偶算法的收敛性)

给定参数0 < γ < σ < 1,设µk = (xk)Tsk

n 为算法产生的对对对偶偶偶间间间隙隙隙,且初
值(x0, y0, s0) ∈ N−∞(γ),则存在与维数n无关的常数δ,使得对任意k有

µk+1 ≤
(

1− δ

n

)
µk.

且对任意给定的精度ε ∈ (0, 1),存在迭代步数K = O
(
n ln 1

ε

)
,使得

µk ≤ εµ0, ∀k ≥ K.

定理表明对偶间隙是呈指数式趋于0的,且当维数n越大时收敛
于0的速度也就越慢．

这个结果揭示了内点法确实可以做到在多项式时间内产生给定精
度的解,从这方面来看它比单纯形法更加快速.
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对偶间隙的估计

利用(∆x)T∆s = 0与(xk)T∆sk + (sk)T∆xk = (σ − 1)xTs得

µk+1 = xk(αk)
Tsk(αk)/n

= [(xk)Tsk + αk((xk)T∆sk + (sk)T∆xk) + α2
k(∆xk)T∆sk]/n

= µk + αk(−(xk)Tsk/n + σkµk)

= (1− αk(1− σk))µk

≤ (1− 23/2

n
γ

1− γ
1 + γ

σk(1− σk))µk

由于σ(1− σ)是σ 的凹函数,故任取σk ∈ [σmin, σmax]

σk(1− σk) ≥ min{σmin(1− σmin), σmax(1− σmax)}.

取

δ = 23/2γ
1− γ
1 + γ

min {σmin (1− σmin) , σmax (1− σmax)}

即完成证明.
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迭代步数的估计

在对偶间隙的估计式两边取对数得

logµk+1 ≤ log

(
1− δ

n

)
+ logµk

递归地使用上述估计,我们得到

logµk ≤ k log

(
1− δ

n

)
+ logµ0

任取β > −1,有log(1 + β) ≤ β,故log(µk/µ0) ≤ k(− δ
n)

因此欲使µk/µ0 ≤ ε,只需k
(
− δ

n

)
≤ log ε,这等价于

k ≥ K def
=

n
δ

log
1
ε

=
n
δ
| log ε|
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实用原始-对偶算法

实用原始-对偶算法的基本思想与原始-对偶算法相同: 在中心路径
附近迭代并保持x, s恒正

大部分实用原始-对偶算法往往从可行域外的初始点开始迭代

为了提升执行效率,实用原始-对偶算法忽略了一些便于理论分析
的性质,同时加入了一些对实际表现有巨大提升的技巧
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矫正步

在导出(∆x,∆y,∆s)应满足的方程时,为将等式

(x + ∆x)� (s + ∆s) = rc

线性化,我们舍去了∆x�∆s这一非线性项,导致了系统性的误差

矫正步的目标就是修正这一误差

以中心参数σ = 0,步长α = 1的纯牛顿方向全步长所对应的情形
为例,此时rc = −x� s,于是A 0 0

0 AT I
Ls 0 Lx

∆x
∆y
∆s

 =

 rp

rd

−x� s

⇒ s�∆x + x�∆s + x� s = 0

上式表明(x + ∆x)� (s + ∆s) = ∆x�∆s,这正是舍去非线性项引
入的误差



33/45

矫正步

一种自然的想法是通过求解A 0 0
0 AT I
Ls 0 Lx

∆xcor

∆ycor

∆scor

 =

 0
0

−∆x�∆s


得到矫正步(∆xcor,∆ycor,∆scor),再将

(∆x,∆y,∆s) + (∆xcor,∆ycor,∆scor)

用作更新,此时自然有

(x + ∆x + ∆xcor)� (s + ∆s + ∆scor) = 0

在其他情形中仍可通过该技巧减小对偶间隙
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中心参数的选取

除了构造矫正步方程的右端项,纯牛顿方向也可用以选取合适的步
长α与中心参数σ

假设(∆x,∆y,∆s)是点(x, y, s)对应的纯牛顿方向,若沿该方向可显
著降低对偶间隙,则应尽量保留,此时应选取较小的中心参数σ,反
之则应选取较大的中心参数σ,以使下一迭代点更靠近中心路径

为实现上述想法,首先计算原始与对偶变量对应的最大步长

αpri def
= min

(
1, min

i:∆xi<0
− xi

∆xi

)
,

αdual def
= min

(
1, min

i:∆si<0
− si

∆si

)
,

即保证更新后x, s仍为正的步长.
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中心参数的选取

再计算特殊的对偶间隙

µ̂ = (x + αpri∆x)T(s + αdual∆s)/n

此时中心参数可选为

σ = (
µ̂

µ
)3

该取法在实践中效果很好,但未从理论上给出保证

需求解的矫正步变为A 0 0
0 AT I
Ls 0 Lx

∆xcor

∆ycor

∆scor

 =

 0
0

σµ1−∆x�∆s


最终的更新方向为

(∆x,∆y,∆s) + (∆xcor,∆ycor,∆scor)
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步长选取

实用原始-对偶算法不直接考察迭代点是否在中心路径邻域,而是
分别计算原始变量x与对偶变量s在不违背非负约束时的最大步长

给定第k步迭代点(xk, yk, sk),其中(xk, sk) > 0,以及迭代方
向(∆xk,∆yk,∆sk),定义

αpri
k,max

def
= min

i:∆xk
i<0
− xk

i

∆xk
i
, αdual

k,max
def
= min

i:∆sk
i<0
− sk

i

∆sk
i

实用原始-对偶算法选取αpri
k ∈ (0, αpri

k,max), αdual
k ∈ (0, αdual

k,max),并采
取更新

xk+1 = xk + α
pri
k ∆xk, (yk+1, sk+1) = (yk, sk) + αdual

k (∆yk,∆sk)
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初始点选取

首先找到满足原始与对偶可行性的最小范数解

min
x

1
2

xTx s.t. Ax = b,

min
(y,s)

1
2

sTs s.t. ATy + s = c.

其解为

x̃ = AT(AAT)−1b, ỹ = (AAT)−1Ac, s̃ = c− AT ỹ

通常x̃与s̃中含有非正元素,不能作为初始点,此时可定义

δx = max(−(3/2) min
i

x̃i, 0), δs = max(−(3/2) min
i

s̃i, 0)

并将变量修正为

x̂ = x̃ + δx1 ≥ 0, ŝ = s̃ + δs1 ≥ 0
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初始点选取

为确保初始点(x0, y0, s0)中x0, s0 不过分接近0,同时保持一定的相
似性,还需定义

δ̂x =
1
2

x̂T ŝ
1T ŝ

, δ̂s =
1
2

x̂T ŝ
1T x̂

即分别用归一化的x̂与ŝ为权重求其对偶的加权和

初始点取为

x0 = x̂ + δ̂x1, λ0 = λ̃, s0 = ŝ + δ̂s1
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预测-矫正算法(Mehrotra)

1 按上述描述计算初始点(x0, y0, s0),并令k = 0

2 计算(xk, yk, sk)对应的纯牛顿方向(∆xk,∆yk,∆sk),即预测步

3 基于纯牛顿方向计算实用的中心参数σ = (µ̂/µ)3

4 求解带中心化项矫正步并得到最终的更新方向,仍记
为(∆xk,∆yk,∆sk)

5 选取αpri
k , αdual

k ,并做更新

xk+1 = xk + α
pri
k ∆x(

yk+1, sk+1) =
(
yk, sk)+ αdual

k (∆y,∆s)

检验是否满足终止条件,否则令k = k + 1,转步2
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预测-矫正算法:评注

上述Mehrotra算法无收敛性理论保证,且可以找到使其发散的例子

可以通过添加一些限制使得该算法收敛,但因为发散的例子很罕
见,实际代码往往不这么做

在线性规划问题不适定/无界时,上述算法必然发散,可通过一些启
发式的算法预先检测出这些情形
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提纲

1 原始-对偶算法

2 带路径追踪的原始-对偶算法

3 收敛性分析

4 实用原始-对偶算法

5 变式与扩展
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势减小(POTENTIAL-REDUCTION)方法

势减小方法的步骤与路径追踪算法类似,也需求解路径追踪算法的
步方程,但它的迭代不依赖于中心路径C

该方法使用对数势函数Φ来度量可行域中点的好坏,并在每步迭代
中减小势函数的值,从而得到更好的点,其具备如下性质:

Φ→∞ if xisi → 0 for some i, while µ = xTs/n→ 0

Φ→ −∞当且仅当(x, y, s)→ Ω

第一个性质保证了不会有xisi 单独趋于0,从而迭代点始终位于非负
象限,第二个性质使得Φ→ −∞时迭代点接近解集Ω

一种典型取法为

Φρ(x, s) = ρ log xTs−
n∑

i=1

log xisi, ρ > n
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扩展:原始-对偶算法应用于单调线性互补问题

s = Mx + q, (x, s) ≥ 0, xTs = 0

其中M 是半正定的n× n矩阵, x, s是待求解的变量, q是Rn 中的向量

该问题类似于线性规划的KKT条件,可类比于对偶间隙定义其互补
度量µ = xTs/n

该问题等价于 [
Mx + q− s

x� s

]
= 0, (x, s) ≥ 0

从而可用牛顿法推导其迭代步方程[
M −I
Ls Lx

] [
∆x
∆s

]
=

[
−(Mx + q− s)
−x� s + σµ1

]
其中σ ∈ (0, 1),可利用实用原始-对偶算法中的技巧快速求解
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扩展:内点法应用于二次规划

min
x

q(x) =
1
2

xTGx + xTc

s.t. Ax ≥ b

其KKT条件为

Gx− ATλ+ c = 0

Ax− b ≥ 0

(Ax− b)iλi = 0,

λ ≥ 0

y=Ax−b⇐⇒

Gx− ATλ+ c = 0,

Ax− y− b = 0,

yiλi = 0,

(y, λ) ≥ 0.

定义互补度量µ = yTλ/n,其扰动的KKT条件为

F(x, y, λ;σµ) =

 Gx− ATλ+ c
Ax− y− b
YΛe− σµ1

 = 0, σ ∈ (0, 1)

其中Y = diag (y1, y2, . . . , ym) ,Λ = diag (λ1, λ2, . . . , λm) .
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扩展:内点法应用于二次规划

利用牛顿法即得迭代步方程 G 0 −AT

A −I 0
0 Λ Y

 ∆x
∆y
∆λ

 =

 −rd

−rp

−ΛY1 + σµ1


其中

rd = Gx− ATλ+ c, rp = Ax− y− b

再进行更新 (
x+, y+, λ+

)
= (x, y, λ) + α(∆x,∆y,∆λ)

其中α应在保证(y+, λ+) > 0时尽可能满足其他条件.
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