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闭集

一个包含其边界的集合 C被称为闭闭闭集集集：

xk ∈ C, xk → x̄ =⇒ x̄ ∈ C

保保保持持持闭闭闭性性性的的的操操操作作作：：：

（有限或无限个）闭集的交集仍是闭集

有限个闭集的并集仍是闭集

线性映射的原象集:在 C闭的情形下，{x | Ax ∈ C}是闭集，
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线性映射的像

一个闭集在线性映射下的像不一定是闭的

例: (C 闭, AC = {Ax | x ∈ C}开)

C = {(x1, x2) ∈ R2
+ | x1x2 ≥ 1}, A =

[
1 0

]
, AC = R++

（（（充充充分分分条条条件件件）））以下条件成立时，AC为闭集：

C是闭凸集

A的零空间中不包含 C的衰退方向 (recession direction)，即

Ay = 0, x̂ ∈ C, x̂ + αy ∈ C ∀α ≥ 0 =⇒ y = 0

特别地，若 C有界，则 AC为闭集
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闭函数

定义

一个函数被称为闭函数，如果它的上方图是闭集

闭函数的例子：

f (x) = − log(1− x2) , dom f = {x | |x| < 1}

f (x) = x log x , dom f = R+ 且f (0) = 0

闭集 C的示性函数

不是闭函数的例子：

f (x) = x log x , dom f = R++ 或 dom f = R+ , f (0) = 1

不是闭集的集合 C的示性函数
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性质

下下下水水水平平平集集集: f 是闭函数当且仅当 f 的所有 α-下水平集都是闭集

最最最小小小值值值: 如果 f 是闭函数且存在有界的下水平集，则 f 有最小值点

常常常见见见的的的保保保闭闭闭性性性的的的操操操作作作（（（凸凸凸函函函数数数）））

加法: f + g是闭函数，如果 f 和 g都是闭的 (dom f ∩ dom g 6= ∅ )

复合线性映射: f (Ax + b)是闭函数，如果 f 是闭的

取上确界: supα fα(x)是闭函数，如果任意函数 fα是闭的
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共轭函数

函数 f 的共共共轭轭轭函函函数数数定义为：

f ∗(y) = sup
x∈dom f

(yTx− f (x))

f ∗ 恒为闭凸函数

Fenchel不不不等等等式式式：：：

f (x) + f ∗(y) ≥ xTy ∀x, y

Proof.

f ∗(y) = sup
x∈dom f

{yTx− f (x)} ≥ yTx− f (x), ∀x ∈ dom f
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二次函数

考察二次函数 f 的共轭函数：

f (x) =
1
2

xTAx + bTx + c

强强强凸凸凸情情情形形形（（（A � 0）））

f ∗(y) =
1
2

(y− b)TA−1(y− b)− c

一一一般般般凸凸凸情情情形形形（（（A � 0）））

f ∗(y) =
1
2

(y− b)TA†(y− b)− c, dom f ∗ = R(A) + b

这里R(A)为A的像空间.
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负熵与负对数

负负负熵熵熵

f (x) =

n∑
i=1

xi log xi f ∗(y) =

n∑
i=1

eyi−1

负负负对对对数数数

f (x) = −
n∑

i=1

log xi f ∗(y) = −
n∑

i=1

log(−yi)− n

矩矩矩阵阵阵对对对数数数

f (X) = − log det X (dom f = Sn
++) f ∗(Y) = − log det(−Y)− n
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示性函数与范数

凸集 C的示示示性性性函函函数数数：共轭为 C的支撑函数

f (x) =

{
0, x ∈ C
+∞, x 6∈ C

f ∗(y) = sup
x∈C

yTx

范范范数数数：共轭为单位对偶范数球的示性函数

f (x) = ||x|| f ∗(y) =

{
0, ||y||∗ ≤ 1
+∞, ||y||∗ > 1

Proof.
回忆对偶范数的定义：||y||∗ = sup||x||≤1 xTy

分两类讨论计算f ∗(y) = supx(yTx− ||x||)
若||y||∗ ≤ 1，则 yTx ≤ ||x|| ∀x (对偶范数的定义)
x = 0时等式成立，因此 supx(yTx− ||x||) = 0

若||y||∗ > 1，则存在一个 x，满足||x|| ≤ 1, xTy > 1，因此有

f ∗(y) ≥ yT(tx)− ||tx|| = t(yTx− ||x||)→∞ (t→∞)
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二次共轭函数

任一函数f的二次共轭函数定义为

f ∗∗(x) = sup
y∈dom f ∗

(xTy− f ∗(y))

f ∗∗(x)为闭凸函数

由Fenchel不等式，xTy− f ∗(y) ≤ f (x)对所有x, y都成立，推出：

f ∗∗(x) ≤ f (x) ∀x

等价地，epi f ⊆ epi f ∗∗ (对任意函数f 成立)

若f 是闭凸函数，则

f ∗∗(x) = f (x) ∀x

等价地，epi f = epi f ∗∗ (若f 是闭凸函数);证明在下一面
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Proof.
假设(x, f ∗∗(x)) 6∈ epi f，则存在严格的分割超平面[

a
b

]T [ z− x
s− f ∗∗(x)

]
≤ c ≤ 0 ∀(z, s) ∈ epi f

其中a ∈ Rn, b, c ∈ R且b 6 0 (若b > 0,则取 s→ +∞可推出矛盾).
若b < 0,取s = f (z),有aTz + bf (z)− aTx− bf ∗∗(x) 6 c

记y = a/(−b),两边除以−b，并将上式左边关于 z极大化得到

f ∗(y)− yTx + f ∗∗(x) 6 − c
b
< 0

与Fenchel不等式矛盾.
若b = 0,取ŷ ∈ dom f ∗ 并给

[
a
b

]
加上一个

[
ŷ
−1

]
的ε倍，则[

a + εŷ
−ε

]T [ z− x
s− f ∗∗(x)

]
6 c + ε

(
f ∗(ŷ)− xTŷ + f ∗∗(x)

)
< 0

即化为b < 0的情况，矛盾.
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共轭函数与次梯度

定理

如果 f 是闭凸函数，则
y ∈ ∂f (x) ⇔ x ∈ ∂f ∗(y) ⇔ xTy = f (x) + f ∗(y)

Proof.
若y ∈ ∂f (x)，则f ∗(y) = supu(yTu− f (u)) = yTx− f (x)

f ∗(v) = sup
u

(vTu− f (u)

≥ vTx− f (x)

= xT(v− y)− f (x) + yTx

= f ∗(y) + xT(v− y)

对所有的v成立;由此根据次梯度的定义推出x ∈ ∂f ∗(y)
另一方面，x ∈ ∂f ∗(y)⇒ y ∈ ∂f (x)可以由 f ∗∗ = f 得到
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计算规则

可可可分分分解解解的的的和和和：

f (x1, x2) = g(x1) + h(x2) f ∗(y1, y2) = g∗(y1) + h∗(y2)

数数数乘乘乘：( α > 0 )

f (x) = αg(x) f ∗(y) = αg∗(y/α)

添添添加加加线线线性性性函函函数数数：

f (x) = g(x) + aTx + b f ∗(y) = g∗(y− a)− b

卷卷卷积积积下下下确确确界界界：

f (x) = inf
u+v=x

(g(u) + h(v)) f ∗(y) = g∗(y) + h∗(y)
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邻近算子

定义邻邻邻近近近算算算子子子：

proxh(x) = argmin
u

(
h(u) +

1
2
‖u− x‖2

2

)
直观理解：求解一个距x不算太远的点u，并使函数值h(u)也相对较小

定理（邻近算子是良定义的）

如果 h为闭凸函数，则对任意 x，proxh(x)存存存在在在且唯唯唯一一一

Proof.
首先注意到h(u) + 1

2‖u− x‖2
2 是强凸函数，则

存在性：强凸函数的所有α-下水平集有界，故由Weierstrass定理
知最小值存在

唯一性：强凸函数最小值唯一
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邻近算子与次梯度的关系

定理

若h是适当的闭凸函数,则 u = proxh(x) ⇐⇒ x− u ∈ ∂h(u)

Proof.
若u = proxh(x),则由最优性条件得0 ∈ ∂h(u) + (u− x),因此
有x− u ∈ ∂h(u).反之，若x− u ∈ ∂h(u)则由次梯度的定义可得到

h(v) > h(u) + (x− u)T(v− u), ∀v ∈ dom h

两边同时加 1
2‖v− x‖2,即有

h(v) +
1
2
‖v− x‖2 > h(u) + (x− u)T(v− u) +

1
2
‖(v− u)− (x− u)‖2

> h(u) +
1
2
‖u− x‖2, ∀v ∈ dom h

根据定义可得u = proxh(x).
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邻近算子的例子

在近似点梯度法中，我们关心那些邻近算子proxth容易计算的函数 h

例：`1 范数

h(x) = ‖x‖1, proxth(x) = sign(x) max{|x| − t, 0}

Proof.
邻近算子u = proxth(x)的最优性条件为

x− u ∈ t∂‖u‖1 =


{t}, u > 0
[−t, t], u = 0
{−t}, u < 0

当x > t时, u = x− t;当x < −t时, u = x + t;当x ∈ [−t, t]时, u = 0,
即有u = sign(x) max{|x| − t, 0}.
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邻近算子的例子

例：`2 范数

h(x) = ‖x‖2, proxth(x) =

{ (
1− t

‖x‖2

)
x, ‖x‖2 > t,

0, 其他.

Proof.
邻近算子u = proxth(x)的最优性条件为

x− u ∈ t∂‖u‖2 =

{{
tu
‖u‖2

}
, u 6= 0,

{w : ‖w‖2 6 t} , u = 0,

因此,当‖x‖2 > t时, u = x− tx
‖x‖2

;当‖x‖2 6 t时, u = 0.
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邻近算子的例子

二次函数(其中 A对称正定)

h(x) =
1
2

xTAx + bTx + c, proxth(x) = (I + tA)−1(x− tb)

负自然对数的和

h(x) = −
n∑

i=1

ln xi, proxth(x)i =
xi +

√
x2

i + 4t

2
, i = 1, 2, · · · , n
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邻近算子的计算规则

变变变量量量的的的常常常数数数倍倍倍放放放缩缩缩以以以及及及平平平移移移 (λ 6= 0) :

h(x) = g(λx + a), proxh(x) =
1
λ

(
proxλ2g(λx + a)− a

)
函函函数数数（（（及及及变变变量量量）））的的的常常常数数数倍倍倍放放放缩缩缩 (λ > 0) :

h(x) = λg
( x
λ

)
, proxh(x) = λproxλ−1g

( x
λ

)
加加加上上上线线线性性性函函函数数数：

h(x) = g(x) + aTx, proxh(x) = proxg(x− a)
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计算规则（续）

加加加上上上二二二次次次项项项 (u > 0)

h(x) = g(x) +
u
2
‖x− a‖2

2, proxh(x) = proxθg(θx + (1− θ)a)

其中θ = 1
1+u

向向向量量量函函函数数数：

h
([

x
y

])
= ϕ1(x) + ϕ2(y), proxh

([
x
y

])
=

[
proxϕ1

(x)

proxϕ2
(y)

]
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复合仿射映射

已知函数g(x)和矩阵A，设h(x) = g(Ax + b)．在通常情况下，我们
不能使用g的邻近算子直接计算关于h的邻近算子．

然而，如果有AAT = 1
α I（其中α为任意正常数），则

proxh(x) = (I − αATA)x + αAT(proxα−1g(Ax + b)− b).

例如，h(x1, x2, · · · , xm) = g(x1 + x2 + · · ·+ xm)的邻近算子为

proxh(x1, x2, · · · , xm)i = xi −
1
m

 m∑
j=1

xj − proxmg

 m∑
j=1

xj

 .
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Proof.
考虑如下优化问题：

min
u,y

g(y) +
1
2
‖u− x‖2,

s.t. Au + b = y,

则其解中的u = proxh(x)．固定y对于u求极小值，这是一个到仿射集
的投影问题，其解为

u = x + AT(AAT)−1(y− b− Ax)

= (I − αATA)x + αAT(y− b).

将其代入优化问题，将目标函数化为

g(y) +
α2

2
‖AT(y− b− Ax)‖2 = g(y) +

α

2
‖y− b− Ax‖2.

由此得到y = proxα−1g(Ax + b)，再代入u的表达式中即可得到结果.



26/44

提纲

1 闭函数

2 共轭函数

3 邻近算子

4 投影算子

5 性质和推广



27/44

闭凸集上的投影

设 C为闭凸集，则示性函数 IC 的邻近算子为点 x到 C的投影PC(x)：

proxIC
(x) = arg min

u

{
IC(u) +

1
2
‖u− x‖2

}
= argmin

u∈C
‖u− x‖2 = PC(x)

这个等式具有几何意义：

u = PC(x)⇔ (x− u)T(z− u) 6 0, ∀z ∈ C
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投影到仿射集

超超超平平平面面面 C = {x|aTx = b} ( a 6= 0 )

PC(x) = x +
b− aTx
‖a‖2

2
a

仿仿仿射射射集集集 C = {x|Ax = b} (A ∈ Rp×n，且rank(A) = p)

PC(x) = x + AT(AAT)−1(b− Ax)

当p� n, 或AAT = I, . . . 时，计算成本较低
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投影到多面体集

半半半平平平面面面 C = {x|aTx ≤ b} (a 6= 0)

PC(x) = x +
b− aTx
‖a‖2

2
a if aTx > b,

PC(x) = x if aTx ≤ b

矩矩矩形形形：C = [l, u] = {x | l ≤ x ≤ u}

PC(x)i =


li xi ≤ li
xi li ≤ xi ≤ ui

ui xi ≥ ui

非非非负负负象象象限限限：C = Rn
+

PC(x) = x+ (x+表示各分量取max{0, x})
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概概概率率率单单单纯纯纯形形形：C = {x|1Tx = 1, x ≥ 0}

PC(x) = (x− λ1)+

其中，λ是下面方程的解：

1T(x− λ1)+ =

n∑
i=1

max{0, xk − λ} = 1

（（（一一一般般般的的的）））概概概率率率单单单纯纯纯形形形：C = {x|aTx = b, l ≤ x ≤ u}

Pc(x) = P[l,u](x− λa)

其中, λ是下面方程的解：

aTP[l,u](x− λa) = b
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投影到范数球

Euclid球球球：C = {x|‖x‖2 ≤ 1}

PC(x) =
1
‖x‖2

x if ‖x‖2 > 1,

PC(x) = x if ‖x‖2 ≤ 1

`1范范范数数数球球球：C = {x|‖x‖1 ≤ 1}

Pc(x)k =


xk − λ xk > λ

0 −λ ≤ xk ≤ λ
xk + λ xk < −λ

若‖x‖1 ≤ 1，则λ = 0;其他情形，λ是下面方程的解

n∑
k=1

max{|xk| − λ, 0} = 1
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投影到简单锥

二二二阶阶阶锥锥锥：C = {(x, t) ∈ Rn×1|‖x‖2 ≤ t}

PC(x, t) = (x, t) if ‖x‖2 ≤ t,

PC(x, t) = (0, 0) if ‖x‖2 ≤ −t

且

PC(x, t) =
t + ‖x‖2

2‖x‖2

[ x

‖x‖2

]
if ‖x‖2 ≥ |t|, x 6= 0

半半半正正正定定定锥锥锥：C = Sn
+

PC(X) =
n∑

i=1

max{0, λi}qiqT
i

其中，X =
∑n

i=1 λiqiqT
i 是X 的特征值分解
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Moreau分解

Moreau分解描述了邻近算子与共轭函数之间的关系：

x = proxh(x) + proxh∗(x)

这来自于共轭函数和次梯度的性质:

u = proxh(x)⇐⇒ x− u ∈ ∂h(u)

⇐⇒ u ∈ ∂h∗(x− u)

⇐⇒ x− u = proxh∗(x)

可以由此推出，子空间的正交投影的广义分解式:

x = PL(x) + PL⊥(x)

L为一个子空间，L⊥是它的正交补
（在Moreau分解中有h = IL, h∗ = IL⊥ ,其中I表示示性函数）
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广义Moreau分解

定理

对任意的λ > 0，我们有广义的Moreau分解式：

x = proxλf (x) + λproxλ−1f∗(x/λ)

Proof.
对 λf 应用Moreau分解

x = proxλf (x) + prox(λf )∗(x)

= proxλf (x) + λproxλ−1f∗(x/λ)

第二行运用了共轭函数的性质：(λf )∗(y) = λf ∗(y/λ)
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支撑函数

支支支撑撑撑函函函数数数的的的共共共轭轭轭（在闭凸集上）是示性函数：

f (x) = SC(x) = sup
y∈C

xTy, f ∗(y) = IC(y)

支撑函数的邻邻邻近近近算算算子子子：（应用Moreau分解）

proxt f (x) = x− tproxt−1f ∗(x/t)

= x− tPC(x/t)

可以发现，支撑函数的邻近算子可以通过投影计算得到例例例子子子：：： f (x)
是 x最大的 r 个分量的和，则

f (x) = x[1] + · · ·+ x[r] = SC(x), C = {y|0 ≤ y ≤ 1, 1Ty = r}
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范数

范范范数数数的的的共共共轭轭轭是对偶范数球的共轭函数：

f (x) = ‖c‖, f ∗(x) = IB(y) (B = {y|‖y‖∗ ≤ 1})

范数的邻邻邻近近近算算算子子子：：：（应用Moreau分解）

proxt f (x) = x− tproxt−1f ∗(x/t)

= x− tPB(x/t)

= x− PtB(x)

当tB = {x|‖x‖ ≤ t}容易计算时，可以用这个公式高效地计算proxt‖·‖
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单点距离

距距距离离离（一般范数意义下）

f (x) = ‖x− a‖

邻邻邻近近近算算算子子子: 令g(x) = ‖x‖

proxt f (x) = a + proxt g(x− a)

= a + x− a− tPB(
x− a

t
)

= x− PtB(x− a)

B定义同上一页



39/44

集合的 Euclid距离

Euclid距距距离离离（对于闭凸集C）

d(x) = inf
y∈C
‖x− y‖2

距距距离离离的的的邻邻邻近近近算算算子子子

proxtd(x) = θPC(x) + (1− θ)x, θ =

{
t/d(x) d(x) ≥ t
1 otherwise

平平平方方方距距距离离离的的的邻邻邻近近近算算算子子子: f (x) = d(x)2/2

proxt f (x) =
1

1 + t
x +

t
1 + t

PC(x)
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证明（关于proxtd(x)的表达式）

若 u = proxtd(x) /∈ C,则有

x− u =
t

d(u)
(u− PC(u))

由此可推出PC(u) = PC(x), d(x) ≥ t,且 u是 x和 PC(x)的加权平均

若 u ∈ C最小化 d(u) + 1
2t‖u− x‖2

2,等价于最小化 1
2t‖u− x‖2

2，即得
u = PC(x)
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证明（关于proxtf (x)的表达式，当f (x) = d(x)2/2时）

proxt f (x) = arg min
u

(1
2

d(u)2 +
1
2t
‖u− x‖2

2

)
= arg min

u
inf
v∈C

(1
2
‖u− v‖2

2 +
1
2t
‖u− x‖2

2

)
最优的 u可以看成 v的函数：

u =
t

t + 1
v +

1
t + 1

x

最优的 v在集合 C上极小化

1
2

∥∥∥∥ t
t + 1

v +
1

t + 1
x− v

∥∥∥∥2

2
+

1
2t

∥∥∥∥ t
t + 1

v +
1

t + 1
x− x

∥∥∥∥2

2
=

1
2(1 + t)

‖v−x‖2
2

由此即得，v = PC(x)
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非凸函数的邻近算子

(适当闭函数的邻近算子)设 h是适当闭函数(可以非凸)，且具有有限的
下界，即满足infx∈domh h(x) > −∞,定义 h的邻近算子为

proxh(x) = arg min
u∈dom h

{
h(u) +

1
2
‖u− x‖2

}
.

定理

设h是适当闭函数且infx∈domh h(x) > −∞,则∀x ∈ dom h, proxh(x)是Rn

上的非空紧集.

Proof.
定义 g(u) = h(u) + 1

2‖u− x‖2,设 infx∈domh h(x) = l.
取u0 ∈ dom h,由于1

2‖u− x‖2 无上界，故∃R > 0,对∀满足‖u− x‖ > R
的u,成立 1

2‖u− x‖2 > g (u0)− l，即g(u) > g (u0).
这说明下水平集{u | g(u) 6 g (u0)}含于球‖u− x‖ 6 R内,即g有一个
非空有界下水平集.显然g(u)是闭函数,由Weierstrass定理可知, g(u)
的最小值点集合proxh(x)是非空紧集.



43/44

非光滑非凸问题函数的次微分

前面介绍了闭凸函数的邻近算子与次梯度的关系，而对于非凸函数有
类似的结论。首先回顾一下非光滑非凸函数的次微分。

次微分

设f : Rn → (−∞,+∞]是适当下半连续函数.
对给定的x ∈ dom f ,满足如下条件的所有向量u ∈ Rn 的集合定义
为f 在点x处的Fréchet次微分:

lim inf
y→x,y 6=x

f (y)− f (x)− 〈u, y− x〉
‖y− x‖

≥ 0,

记为∂̂f (x).当x /∈ dom f 时,将∂̂f (x)定义为空集∅.

f 在点x ∈ Rn 处的极限次微分(或简称为次微分)定义为

∂f (x) = {u ∈ Rn : ∃ xk → x, f (xk)→ f (x), uk ∈ ∂̂f (xk)→ u}.

极限次微分通过对x附近的点处的Fréchet次微分取极限得到.
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∂̂f (x) ⊆ ∂f (x),前者是闭凸集,后者是闭集.并非在所有的x ∈ dom f
处都存在Fréchet次微分.
凸函数的次梯度要求不等式

f (y) ≥ f (x) + 〈g, y− x〉 , g ∈ ∂f (x)

在定义域内全局成立,而非凸函数只要求在极限意义下成立.
当f 是可微函数时, Fréchet次微分和次微分都退化成梯度.

如图，f (x)在 x3 处不存在Fréchet次微分,
但存在次微分

定理

设h是适当闭函数(可非凸)且有下界, u ∈ proxh(x),则x− u ∈ ∂h(u)
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