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复合优化问题

我们将考虑如下复合优化问题：

min
x∈Rn

ψ(x) = f (x) + h(x)

函数f为可微函数，其定义域dom f = Rn

函数h为凸函数，可以是非光滑的，并且邻近算子容易计算

LASSO问题：f (x) = 1
2‖Ax− b‖2，h(x) = µ‖x‖1

次梯度法计算的复杂度：O(1/
√

k)

是是是否否否可可可以以以设设设计计计复复复杂杂杂度度度为为为O(1/k)的的的算算算法法法？？？
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邻近算子：回顾

定义

对于一个凸函数h，定义它的邻邻邻近近近算算算子子子为

proxh(x) = argmin
u

(
h(u) +

1
2
‖u− x‖2

2

)

例子

`1 范数: h(x) = ‖x‖1, proxth(x) = sign(x) max{|x| − t, 0}

`2 范数:h(x) = ‖x‖2, proxth(x) =

{ (
1− t

‖x‖2

)
x, ‖x‖2 > t,

0, 其他.

二次函数(其中 A对称正定):
h(x) = 1

2 xTAx + bTx + c, proxth(x) = (I + tA)−1(x− tb)

负自然对数的和:
h(x) = −

∑n
i=1 ln xi, proxth(x)i =

xi+
√

x2
i +4t

2 , i = 1, 2, · · · , n
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近似点梯度法

对于光滑部分f做梯度下降，对于非光滑部分h使用邻近算子，则近似
点梯度法的迭代格式为

xk+1 = proxtkh
(
xk − tk∇f

(
xk)) (1)

其中 tk > 0为每次迭代的步长，它可以是一个常数或者由线搜索得出.

Algorithm 1近似点梯度法
1: 输入：函数 f (x), h(x),初始点 x0.
2: while未达到收敛准则 do
3: xk+1 = proxtkh

(
xk − tk∇f

(
xk
))

.
4: end while
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对近似点梯度法的理解

根据定义，(1)式等价于

xk+1 = arg min
u

{
h(u) +

1
2tk

∥∥u− xk + tk∇f
(
xk)∥∥2

}
= arg min

u

{
h(u) + f

(
xk)+∇f

(
xk)T (

u− xk)+
1

2tk

∥∥u− xk
∥∥2
}

根据邻近算子与次梯度的关系,又可以形式地写成

xk+1 = xk − tk∇f
(
xk)− tkgk, gk ∈ ∂h

(
xk+1) .

即对光滑部分做显式的梯度下降，关于非光滑部分做隐式的梯度下降.
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步长选取

当 f 为梯度L -利普希茨连续函数时，可取固定步长 tk = t 6 1
L .

当L未知时可使用线搜索准则

f
(
xk+1) 6 f

(
xk)+∇f

(
xk)T (

xk+1 − xk)+
1

2tk

∥∥xk+1 − xk
∥∥2

利用BB步长作为 tk 的初始估计并用非单调线搜索进行校正：

αk
BB1

def
=

(
sk−1

)T yk−1

(yk−1)T yk−1
或 αk

BB2
def
=

(
sk−1

)T sk−1

(sk−1)T yk−1
,

其中sk−1 = xk − xk−1 以及 yk−1 = ∇f
(
xk
)
−∇f

(
xk−1

)
.

可构造如下适用于近似点梯度法的非单调线搜索准则：

ψ(xk+1) ≤ Ck − c1

2tk
‖xk+1 − xk‖2,

c1 ∈ (0, 1)为正常数. 注意，定义Ck时需要使用整体函数值ψ(xk)．
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LASSO问题

考虑用近似点梯度法求解 LASSO问题

min
x

µ‖x‖1 +
1
2
‖Ax− b‖2.

令 f (x) = 1
2‖Ax− b‖2, h(x) = µ‖x‖1,则

∇f (x) = AT(Ax− b),

proxtkh(x) = sign(x) max {|x| − tkµ, 0} .

故相应的迭代格式为：

yk = xk − tkAT (Axk − b
)
,

xk+1 = sign
(
yk)max

{∣∣yk
∣∣− tkµ, 0

}
,

即第一步做梯度下降，第二步做收缩
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LASSO问题

我们还可以使用BB步长加速收敛
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低秩矩阵恢复

考虑低秩矩阵恢复模型:

min
X∈Rm×n

µ‖X‖∗ +
1
2

∑
(i,j)∈Ω

(Xij −Mij)
2 ,

其中 M 是想要恢复的低秩矩阵，但是只知道其在下标集 Ω上的值. 令

f (X) =
1
2

∑
(i,j)∈Ω

(Xij −Mij)
2 , h(X) = µ‖X‖∗.

定义矩阵P ∈ Rm×n :

Pij =

{
1, (i, j) ∈ Ω,
0, 其他,

则

f (X) =
1
2
‖P� (X −M)‖2

F
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低秩矩阵恢复

进一步可以得到

∇f (X) = P� (X −M),

proxtkh(X) = UDiag (max{|d| − tkµ, 0}) VT,

其中 X = U Diag(d)VT 为矩阵 X 的约化的奇异值分解.

由此可以得到近似点梯度法的迭代格式：

Yk = Xk − tkP�
(
Xk −M

)
Xk+1 = proxtkh

(
Yk)
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小波模型求解

考虑小波分解模型：

min
u

‖λ� (Wu)‖1 +
1
2
‖Au− b‖2,

其中 W 是紧小波框架算子，即满足WTW = I,第二项为问题的损失函
数.引入 d = Wu,则 u = WTd,，即有合成模型：

min
d

‖λ� d‖1 +
1
2

∥∥AWTd − b
∥∥2
. (2)

此外还有平衡小波模型：

min
α

‖λ� α‖1 +
κ

2

∥∥(I −WWT)α∥∥2
+

1
2

∥∥AWTα− b
∥∥2 (3)

其中不要求 W是紧框架
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小波模型求解

对于合成模型(2)

min
d

‖λ� d‖1 +
1
2

∥∥AWTd − b
∥∥2

今 f (d) = 1
2

∥∥AWTd − b
∥∥2
, h(d) = ‖λ� d‖1，则

∇f (d) =WAT (AWTd − b
)

proxtkh(d) = sign(d) max {|d| − tkλ, 0}

近似点梯度算法的迭代格式为：

yk = dk − tkWAT (AWTdk − b
)

dk+1 = sign
(
yk)max

{∣∣yk
∣∣− tkλ, 0

}
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小波模型求解

对于平衡小波模型(3)

min
α

‖λ� α‖1 +
κ

2

∥∥(I −WWT)α∥∥2
+

1
2

∥∥AWTα− b
∥∥2

我们令

f (α) =
κ

2

∥∥(I −WWT)α∥∥2
+

1
2

∥∥AWTα− b
∥∥2
, h(α) = ‖λ� α‖1

则
∇f (α) = κ

(
I −WWT)α+ WAT (AWTα− b

)
proxtkh(α) = sign(α) max {|α| − tkλ, 0}

近似点梯度算法的迭代格式为：

yk = αk − tk
(
κ
(
I −WWT)αk + WAT (AWTαk − b

))
αk+1 = sign

(
yk)max

{∣∣yk
∣∣− tkλ, 0

}
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收敛性分析

基本假设：

f 在Rn 上是凸的; ∇f 为 L-利普希茨连续，即

‖∇f (x)−∇f (y)‖ 6 L‖x− y‖, ∀x, y

h是适当的闭凸函数 (因此 proxth 的定义是合理的);

函数 ψ(x) = f (x) + h(x)的最小值 ψ∗ 是有限的，并且在点x∗ 处可
取到(并不要求唯一).
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梯度映射

在基本假设的基础上，我们定义梯梯梯度度度映映映射射射：

Gt(x) =
1
t

(x− proxth(x− t∇f (x))) (t > 0) (4)

不难推出梯度映射具有以下的性质：

“负搜索方向”：xk+1 = proxth
(
xk − t∇f

(
xk
))

= xk − tGt
(
xk
)

根据邻近算子和次梯度的关系，我们有

Gt(x)−∇f (x) ∈ ∂h (x− tGt(x)) (5)

与算法的收敛性的关系：

Gt(x) = 0 ⇐⇒ x为 ψ(x) = f (x) + h(x)的最小值点
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收敛性分析

Gt(x) = 0 ⇐⇒ x为 ψ(x) = f (x) + h(x)的最小值点

证明：

0 ∈ ∇f (x) + ∂h(x) ⇐⇒ x− t∇f (x) ∈ x + t∂h(x)

⇐⇒ x− (x− t∇f (x)) ∈ t∂h(x)

⇐⇒ x = proxth(x− t∇f (x))

⇐⇒ Gt(x) = 0.

定理 1(固定步长近似点梯度法的收敛性)

取定步长为 tk = t ∈
(
0, 1

L

]
,设

{
xk
}
由迭代格式(1)产生，则

ψ
(
xk)− ψ∗ 6 1

2kt

∥∥x0 − x∗
∥∥2
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定理证明

证明 根据利普希茨连续“二次上界”的性质，得到

f (y) 6 f (x) +∇f (x)T(y− x) +
L
2
‖y− x‖2, ∀x, y ∈ Rn

令 y = x− tGt(x),有

f (x− tGt(x)) 6 f (x)− t∇f (x)TGt(x) +
t2L
2
‖Gt(x)‖2

6 f (x)− t∇f (x)TGt(x) +
t
2
‖Gt(x)‖2

(6)

此外，由 f (x), h(x)为凸函数，结合(4)式我们有

h (x− tGt(x)) 6 h(z)− (Gt(x)−∇f (x))T (z− x + tGt(x)) (7)

f (x) 6 f (z)−∇f (x)T(z− x) (8)

将(6)(7)(8)式相加可得对任意 z ∈ dom ψ 有

ψ (x− tGt(x)) 6 ψ(z) + Gt(x)T(x− z)− t
2
‖Gt(x)‖2 (9)



21/41

定理证明

由xi = xi−1 − tGt(xi−1)，在不等式(9)中，取 z = x∗, x = xi−1 得到

ψ(xi)− ψ∗ 6 Gt(xi−1)T (xi−1 − x∗
)
− t

2

∥∥Gt(xi−1)
∥∥2

=
1
2t

(∥∥xi−1 − x∗
∥∥2 −

∥∥xi−1 − x∗ − tGt(xi−1)
∥∥2
)

=
1
2t

(∥∥xi−1 − x∗
∥∥2 −

∥∥xi − x∗
∥∥2
) (10)

取 i = 1, 2, · · · , k并累加，得

k∑
i=1

(
ψ
(
xi)− ψ∗) 6 1

2t

k∑
i=1

(∥∥xi−1 − x∗
∥∥2 −

∥∥xi − x∗
∥∥2
)

=
1
2t

(∥∥x0 − x∗
∥∥2 −

∥∥xk − x∗
∥∥2
)

6
1
2t

∥∥x0 − x∗
∥∥2
.
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定理证明

注意到在不等式(9)中，取 z = xi−1 即得：

ψ(xi) 6 ψ(xi−1)− t
2

∥∥Gt(xi−1)
∥∥2

即 ψ
(
xi
)
不增，因此

ψ
(
xk)− ψ∗ 6 1

k

k∑
i=1

(
ψ
(
xi)− ψ∗) 6 1

2kt

∥∥x0 − x∗
∥∥2
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步长选取

定理1中要求 t ≤ 1
L，而根据定理证明的过程，也可以用线搜索准则：

从某个 t = t̂ > 0开始进行回溯(t← βt),直到满足不等式

f (x− tGt(x)) 6 f (x)− t∇f (x)TGt(x) +
t
2
‖Gt(x)‖2 (11)

这等价于算法部分提到的线搜索准则：

f
(
xk+1) 6 f

(
xk)+∇f

(
xk)T (

xk+1 − xk)+
1

2tk

∥∥xk+1 − xk
∥∥2

至此我们解释了该线搜索准则的合理性
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收敛性分析

定理 2 (非固定步长的近似点梯度法的收敛性)
从某个 t = t̂ > 0开始进行回溯(t← βt)直到满足不等式(11),设

{
xk
}

是由迭代格式(1)产生的序列，则

ψ
(
xk)− ψ∗ 6 1

2k min{̂t, β/L}
∥∥x0 − x∗

∥∥2

Proof.
由定理1的证明,当0 < t 6 1

L 时,不等式(11)成立,故由线搜索所得的步

长 t应满足 t > tmin = min
{̂

t, βL
}
.同理,我们有ψ

(
xi
)
单调不增,且

ψ
(
xi)− ψ∗ 6 1

2tmin

(∥∥xi−1 − x∗
∥∥2 −

∥∥xi − x∗
∥∥2
)

取i = 1, 2, · · · , k并累加，并利用ψ
(
xi
)
不增，可得

ψ
(
xk)− ψ∗ 6 1

2ktmin

∥∥x0 − x∗
∥∥2
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非凸函数的近似点梯度法

(适当闭函数的邻近算子)设 h是适当闭函数(可以非凸)，且具有有限的
下界，即满足infx∈domh h(x) > −∞,定义 h的邻近算子为

proxh(x) = arg min
u∈dom h

{
h(u) +

1
2
‖u− x‖2

}
.

proxh(x)良定义，且是Rn 上的非空紧集

对u ∈ proxh(x),有x− u ∈ ∂h(u). ∂h表示h(包括非凸情形)的次微分

对于复合优化问题min ψ(x) = f (x) + h(x), f 可微, h为适当闭函数(可
非凸)。与一般的近似点梯度法类似，有迭代格式：

xk+1 = proxtkh
(
xk − tk∇f

(
xk))

迭代时往往选取 proxtkh 中的一个元素，此时算法也具有收敛性。
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镜像下降算法

考虑如下的凸优化问题：

min f (x), s.t. x ∈ C,

f 为凸函数，C是 dom f 的凸子集，且 f 在 C上存在次梯度.

Bregman距距距离离离: 令r为可微凸函数，由r产生的 Bregman距距距离离离为：

Dr(y, x) = r(y)− r(x)−∇r(x)T(y− x)

镜像(非线性)次梯度方法：
1 取次梯度gk ∈ ∂f (xk)

2 更新迭代格式：

xk+1 = argmin
x∈C

{
(gk)T(x− xk) +

1
αk

Dr(x, xk)

}
.

取r(x) = 1
2 ||x||

2
2时，这就是投影次梯度法。
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收敛性分析

函数 r 需要满足的性质: 在范数|| · ||的意义下强凸，即

r(y) ≥ r(x) +∇r(x)T(y− x) +
1
2
||x− y||2.

考虑计算与任意点(包括最优点)处函数值的距离：对于任意的 x∗ ∈ C,

f (xk)− f (x∗) ≤ (gk)T(xk − x∗)

= (gk)T(xk+1 − x∗) + (gk)T(xk − xk+1)

根据 xk+1 点处最优性的必要条件:

(αkgk +∇r(xk+1)−∇r(xk))T(y− xk+1) ≥ 0, ∀y ∈ C

因此，我们取 y = x∗，得

(gk)T(xk+1 − x∗) ≤ 1
αk

(∇r(xk+1)−∇r(xk))T(x∗ − xk+1)
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收敛性分析(续)

进一步，
(∇r(xk+1)−∇r(xk))T(x∗ − xk+1)

= Dr(x∗, xk)− Dr(x∗, xk+1)− Dr(xk, xk+1)

综合以上各式，对任意 x∗ ∈ C,

f (xk)− f (x∗) ≤ (gk)T(xk+1 − x∗) + (gk)T(xk − xk+1)

≤ 1
αk

[
Dr(x∗, xk)− Dr(x∗, xk+1)

]
− 1
αk

Dr(xk, xk+1)

+ (gk)T(xk − xk+1).

应用Fenchel-Young不等式 (xTy ≤ 1
2α ||x||

2 + α
2 ||y||

2
∗)

≤ 1
αk

[
Dr(x∗, xk)− Dr(x∗, xk+1)

]
− 1
αk

Dr(xk, xk+1)

+
αk

2
||gk||2∗ +

1
2αk
||xk − xk+1||2

≤ 1
αk

[
Dr(x∗, xk)− Dr(x∗, xk+1)

]
+
αk

2
||gk||2∗
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保证收敛的条件

取固定步长 αk = α,并在上面的不等式中对1, . . . , k求和，得

1
k

k∑
i=1

f (xi)− f (x∗) ≤ 1
αk

Dh(x∗, x1) +
α

2
max

i
||gi||2∗

一般而言，

f best ,k − f ∗ ≤
Dh
(
x∗, x1

)
+ 1

2
∑k

i=1 α
2
i maxi ||gi||2∗∑k

i=1 αi

当以下条件满足时，算法可以保证收敛

Dh(x∗, x1) <∞∑
k αk =∞且αk → 0 (消失步长)

对于任意g ∈ ∂f (x)和x ∈ C,有||g||∗ ≤ G恒成立，其中G <∞
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镜像下降算法的例子

通常的(投影)次梯度法:取 r(x) = 1
2 ||x||

2
2

使用单纯形约束，C = {x ∈ Rn
+|1Tx = 1}，并使用负熵函数

h(x) =

n∑
i=1

xi log xi

1 `1范数意义下为强凸函数

2 对于初始点x1 = 1/n,有Dr(x∗, x1) ≤ log n对任意x∗ ∈ C 成立
3 若G∞ ≥ ||g||∞ 对任意g ∈ ∂f (x)，x ∈ C成立,即存在有限上界，则

f k
best − f ∗ ≤ log n

αk
+
α

2k
G∞

4 比通常的次梯度算法表现好很多
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惯性近似点梯度算法

考虑复合优化问题：

min
x∈Rn

ψ(x) = f (x) + h(x)

其中 f (x)为可微函数且 ∇f (x)是L-利普希茨连续的；h(x)为凸函数

选取初始点x0，令x−1 = x0，取β ∈ [0, 1]，令α < 2(1− β)/L，则
惯性近似点梯度法的迭代格式为:

xk+1 = proxαh
(
xk − α∇f

(
xk)+ β

(
xk − xk−1))

β
(
xk − xk−1

)
表示惯性项

对于 h(x) = 0情形，该算法也被称为重球法(Heavy-ball)
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条件梯度法: Motivation

设 C为紧集，考虑优化问题

min
x∈C

f (x)

如果使用近似点梯度法，则

xk+1 = argmin
x∈C

{
f (xk) + 〈∇f (xk) , x− xk〉+

1
2αk
‖x− xk‖2

}
.

这等价于投影梯度法：

xk+1 = PC (xk − αk∇f (xk))

困难：PC(·)可能具有昂贵的计算代价
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条件梯度法 (CndG or Frank-Wolfe Method)

给定 y0 = x0，以及 αk ∈ (0, 1].条件梯度法的迭代格式为：

xk = argminx∈C 〈∇f (yk−1) , x〉 ,
yk = (1− αk) yk−1 + αkxk

考虑步长参数 αk 的选取

消失步长：

αk =
2

k + 1

或通过精确线搜索：

αk = argmin
α∈[0,1]

f ((1− α)yk−1 + αxk)
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例子

考虑带某一范数‖ · ‖约束的凸优化问题，

min
x

f (x) s.t. ‖x‖ ≤ t.

用条件梯度法求解该问题时，需要计算子问题，

xk ∈ argmin
‖x‖≤t

〈∇f (yk−1), x〉

= −t ·
(

arg max
‖x‖≤1

〈∇f (yk−1), x〉
)

= −t · ∂‖∇f (yk−1)‖∗. (12)

其中‖z‖∗ = sup{zTx, ‖x‖ ≤ 1}是‖ · ‖的对偶范数。注意到(12)条件梯
度法的子问题相当于计算一个对偶范数的次梯度。如果计算‖ · ‖范数
的次梯度比计算在约束集合C = {x ∈ Rn : ‖x‖ ≤ t}上的投影要简单，
条件梯度法比投影梯度法效率更高。
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例子: `1 范数约束问题

由于 `1 范数的对偶范数是 `∞ 范数，因此用条件梯度法求解该问题时
子问题为:

xk ∈ −t · ∂‖∇f (yk−1)‖∞.

考虑到 `∞ 范数的次梯度为∂‖x‖∞ = {v : 〈v, x〉 = ‖x‖∞, ‖v‖1 ≤ 1}，子
问题等价于，

ik ∈ argmax
i=1,...,n

|∇if (yk−1)|

xk = −t · sgn [∇ik f (yk−1)] · eik .

其中∇if (yk−1)表示向量∇f (yk−1)的第i个元素，ei 表示第i个元素为1
的单位向量。可以看到计算‖ · ‖∞ 的次梯度和计算集
合C := {x ∈ Rn : ‖x‖1 ≤ t}上的投影都需要O(n)的计算复杂度，但是
条件梯度法子问题计算明显要更简单直接。
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例子: `p 范数约束问题, 1 ≤ p ≤ ∞

由于`p 范数的对偶范数是`q 范数，其中1/p + 1/q = 1，因此用条件梯
度法求解该问题时子问题为，

xk ∈ −t · ∂‖∇f (yk−1)‖q.

注意到`q 范数的次梯度为∂‖x‖q = {v : 〈v, x〉 = ‖x‖q, ‖v‖p ≤ 1}，子问题
等价于，

xi
k = −β · sgn [∇if (yk−1)] · |∇if (yk−1)|p/q.

其中β 是使得‖xk‖q = t的归一化常数。可以看到，除过p = 1, 2,∞这
些特殊情形，条件梯度法的子问题计算复杂度比直接计算点在集
合C = {x ∈ Rn : ‖x‖p ≤ t}上的投影要简单，后者投影计算需要单独
解一个优化问题。
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例子:矩阵核范数约束优化问题

矩阵核范数‖ · ‖∗ 的对偶范数是其谱范数‖ · ‖2:

‖X‖∗ =

min{m,n}∑
i=1

σi(X), ‖X‖2 = max
i=1,...,min{m,n}

σi(X).

因此条件梯度法的子问题为Xk ∈ −t · ∂‖∇f (Yk−1)‖2. 对矩阵范数的次
梯度: ∂‖X‖ = {Y : 〈Y,X〉 = ‖X‖, ‖Y‖∗ ≤ 1}，设u, v分别是矩
阵∇f (Yk−1)最大奇异值对应的左、右奇异向量，注意到，

〈uvT ,∇f (Yk−1)〉 = uT∇f (Yk−1)v = σmax(∇f (Yk−1)) = ‖∇f (Yk−1)‖2.

且‖uvT‖∗ = 1，因此矩阵uvT ∈ ∂‖∇f (Yk−1)‖2。则条件梯度法子问题等
价于，

Xk ∈ −t · uvT . (13)

可以看到，条件梯度法计算子问题时只需要计算矩阵最大的奇异值对
应的左、右奇异向量。如果采用投影梯度法，其子问题是计算X 到集
合{X ∈ Rm×n : ‖X‖∗ ≤ t}的投影，需要对矩阵做全奇异值分解，计算
量比条件梯度法复杂很多。
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收敛性分析:引理

令γt ∈ (0, 1]，t = 1, 2, ...，构造序列

Γt =

{
1 t = 1
(1− γt)Γt−1 t ≥ 2

.

如果序列{∆t}t≥0 满足

∆t ≤ (1− γt)∆t−1 + Bt t = 1, 2, ....

则对任意的k我们对∆k 有估计

∆k ≤ Γk(1− γ1)∆0 + Γk

k∑
t=1

Bt

Γt
.
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收敛性分析

令 f (x)是凸函数, ∇f (x)是L-利普希茨的, DC = supx,y∈C ‖x− y‖. 则

f (yk)− f (x∗) ≤ 2L
k(k + 1)

k∑
i=1

‖xi − yi−1‖2 ≤ 2L
k + 1

D2
C.

证明： 令γk = 2
k+1，记ȳk = (1− γk)yk−1 + γkxk，则不管

αk =
2

k + 1
或 αk = argmin

α∈[0,1]
f ((1− α)yk−1 + αxk).

对yk = (1− αk)yk−1 + αkxk，我们都有f (yk) ≤ f (ȳk)。注意

到ȳk − yk−1 = γk(xk − yk−1)，由f (x) ∈ C1,1
L (C)有

f (yk) ≤ f (ȳk) ≤ f (yk−1) + 〈∇f (yk−1), ȳk − yk−1〉+
L
2
‖ȳk − yk−1‖2 (14)

≤ (1− γk)[f (yk−1) + γk[f (yk−1) + 〈∇f (yk−1), x− yk−1〉] +
Lγ2

k

2
‖xk − yk−1‖2 (15)

≤ (1− γk)f (yk−1) + γkf (x) +
Lγ2

k

2
‖xk − yk−1‖2, 对任意 x ∈ C. (16)
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收敛性分析

其中不等式(15)是因为xk ∈ minx∈C〈∇f (yk−1), x〉，由最优性条件我们可
以得到对任意x ∈ C有〈x− xk,∇f (yk−1)〉 ≥ 0。将不等式(16)稍做变
换，对任意x ∈ C，

f (yk)− f (x) ≤ (1− γk)[f (yk−1)− f (x)] +
L
2
γ2

k‖xk − yk−1‖2. (17)

由引理可知，

f (yk)− f (x) ≤ Γk(1− γ1)[f (y0)− f (x)] +
ΓkL

2

k∑
i=1

γ2
i

Γi
‖xi − yi−1‖2.

由γk = 2
k+1，γ1 = 1得到Γk = 2

kk+1，我们可以得到收敛性不等式，

f (yk)− f ∗ ≤ 2L
k(k + 1)

k∑
i=1

‖xi − yi−1‖2 ≤ 2L
k + 1

D2
C.

令 2L
k+1 D2

C ≤ ε，可以得到分析复杂度结论。
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