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典型问题形式

考虑如下复合优化问题：

min
x∈Rn

ψ(x) = f (x) + h(x) (1)

f (x)是连续可微的凸函数，且梯度是利普西茨连续的：

∥∇f (x)−∇f (y)∥ ≤ L∥x− y∥;

h(x)是适当的闭凸函数，且邻近算子容易计算:

proxh(x) = argmin
u∈domh

{
h(u) +

1
2
∥x− u∥2

}
对于上述问题，近似点梯度法

xk+1 = proxtkh(x
k − tk∇f (xk))

在步长取常数tk = 1/L时，收敛速度为O(1/k).
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Nesterov加速算法简史

如果仅用梯度信息，我们能不能取得更快的收敛速度?

Nesterov分别在1983年、1988年和2005年提出了三种改进的一阶
算法，收敛速度能达到O

( 1
k2

)
．实际上，这三种算法都可以应用

到近似点梯度算法上．

在Nesterov加速算法刚提出的时候，由于牛顿算法有更快的收敛
速度，Nesterov加速算法在当时并没有引起太多的关注．但近年
来，随着数据量的增大，牛顿型方法由于其过大的计算复杂度，
不便于有效地应用到实际中，Nesterov加速算法作为一种快速的
一阶算法重新被挖掘出来并迅速流行起来．

Beck和Teboulle就在2008年给出了Nesterov在1983年提出的算法
的近似点梯度法版本——FISTA．
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FISTA

FISTA算法由两步组成：第一步沿着前两步的计算方向计算一个
新点，第二步在该新点处做一步近似点梯度迭代（如图所示）.

xk−2 xk−1 yk

xk = proxtkh
(yk − tk∇f(yk))

Figure: FISTA算法图示

FISTA算法：
yk = xk−1 +

k − 2
k + 1

(xk−1 − xk−2)

xk = proxtkh(y
k − tk∇f (yk))

(2)
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FISTA的等价形式

FISTA的一个等价变形：

yk = (1− γk)xk−1 + γkvk−1

xk = proxtkh(y
k − tk∇f (yk))

vk = xk−1 +
1
γk

(xk − xk−1)

(3)

当γk =
2

k+1时，并且取固定步长时，两个版本是等价的；

但是当γk采用别的取法时，(3)将给出另一个版本的加速算法.

也就是说，(2)中 k−2
k+1可以取其他值.
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FISTA的收敛条件

下面给出算法(3)以O
( 1

k2

)
的速度收敛的条件：

f (xk) ≤ f (yk) + ⟨∇f (yk), xk − yk⟩+ 1
2tk
∥xk − yk∥2

2, (4)

γ1 = 1,
(1− γi)ti

γ2
i

≤ ti−1

γ2
i−1

, i > 1, (5)

γ2
k

tk
= O

(
1
k2

)
. (6)

可以看到当取tk = 1
L，γk =

2
k+1时，以上条件满足．

γk的选取并不唯一，例如我们可以采取

γ1 = 1,
1
γk

=
1
2

(
1 +

√
1 +

4
γk−1

)
.
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线搜索方法一

迭代(2)和(3)都要求步长满足tk ≤ 1
L，此时条件(4)满足．

对很多问题我们不知道函数∇f的利普希茨常数．为了在这种情况
下条件(4)依然能满足，需要使用线搜索来确定合适的tk．

方法一在(3)的第2行中加入线搜索，并取γk =
2

k+1，以回溯的方式

找到满足条件(4)的tk．该算法的具体过程见:

重复

{
tk ← ρtk

xk ← proxtkh(y
k − tk∇f (yk))

直到(4)满足 (7)

当tk足够小时，条件(4)是一定会得到满足的，因此不会出现线搜
索无法终止的情况．

容易验证其他两个条件(5), (6)在迭代过程中也得到满足．
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线搜索方法二

第二种线搜索方法同时改变步长tk和γk，所以yk也随之改变．

该算法的具体过程见:

重复


取γk为tk−1γ

2 = tkγ2
k−1(1− γ)的正根

yk ← (1− γk)xk−1 + γkvk−1

xk ← proxtkh(y
k − tk∇f (yk))

tk ← ρtk

直到(4)成立 (8)
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线搜索方法二

由(8)，γk满足条件(5)且有0 < γk ≤ 1，且tk有下界tmin．

由
√

1− x在点x = 0处的凹性，

√
tk−1

γk−1
=

√
(1− γk)tk
γk

≤
√

tk
γk
−
√

tk
2
,

反复利用上式可得
√

tk
γk
≥ √t1 + 1

2
∑k

i=2
√

ti,因此

γ2
k

tk
≤ 1

(
√

t1 + 1
2
∑k

i=2
√

ti)2
≤ 4

tmin(k + 1)2 = O
(

1
k2

)
. (9)

以上的分析说明条件(5)和(6)在(8)的执行中也得到满足．
(8)的执行过程同时改变了tk和γk，迭代点xk和参照点yk在线搜索的
过程中都发生了变化，点yk处的梯度也需要重新计算．

但此算法给我们带来的好处就是步长tk不再单调下降，在迭代后期
也可以取较大值，这会进一步加快收敛．
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FISTA算法小结

总的来说，固定步长的FISTA算法对于步长的选取是较为保守
的，为了保证收敛，有时不得不选取一个很小的步长，这使得固
定步长的FISTA算法收敛较慢．

如果采用线搜索，则在算法执行过程中会有很大机会选择符合条
件的较大步长，因此线搜索可能加快算法的收敛，但代价就是每
一步迭代的复杂度变高．

在实际的FISTA算法中，需要权衡固定步长和线搜索算法的利
弊，从而选择针对特定问题的高效算法．
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下降FISTA算法

原始的FISTA算法不是一个下降算法，这里给出一个FISTA的下降
算法变形．

只需要对(3)的第2步进行修改．在计算邻近算子之后，我们并不
立即选取此点作为新的迭代点，而是检查函数值在当前点处是否
下降，只有当函数值下降时才更新迭代点．

假设经过近似点映射之后的点为u，则对当前点xk做如下更新：

xk =

{
u, ψ(u) ≤ ψ(xk−1),

xk−1, ψ(u) > ψ(xk−1).
(10)

由于步长或γk会随着k变化，(10)式中的ψ(u) > ψ(xk−1)不会一直
成立，即算法不会停留在某个xk−1而不进行更新．

步长和γk的选取只需使用固定步长tk ≤ 1
L , γk =

2
k+1或者使用前述

的任意一种线搜索方法均可．
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第二类Nesterov加速算法

对于复合优化问题(1)，我们给出第二类Nesterov加速算法：

zk = (1− γk)xk−1 + γkyk−1

yk = prox(tk/γk)h

(
yk−1 − tk

γk
∇f (zk)

)
xk = (1− γk)xk−1 + γkyk

(11)

和经典FISTA算法的一个重要区别在于，第二类Nesterov加速算
法中的三个序列{xk}，{yk}和{zk}都可以保证在定义域内．
而FISTA算法中的序列{yk}不一定在定义域内．
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第二类Nesterov加速算法

第二类Nesterov加速算法的一步迭代可参考下图．

yk−1 xk−1zk

yk = prox(tk/γk)h
(yk−1 − (tk/γk)∇f(zk))

xk

Figure:第二类Nesterov加速算法的一步迭代
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第三类Nesterov加速算法

针对问题(1)的第三类Nesterov加速算法框架为：

zk = (1− γk)xk−1 + γkyk−1

yk = prox(tk
∑k

i=1 1/γi)h

(
−tk

k∑
i=1

1
γi
∇f (zi)

)
xk = (1− γk)xk−1 + γkyk

(12)

该算法和第二类Nesterov加速算法(11)的区别仅仅在于yk的更
新：第三类Nesterov加速算法计算yk时需要利用全部已有
的{∇f (zi)}, i = 1, 2, · · · , k．

同样地，该算法取γk =
2

k+1，tk = 1
L时，也有O

( 1
k2

)
的收敛速度．
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针对非凸问题的Nesterov加速算法

仍然考虑问题(1)的形式，这里并不要求f是凸的，但是要求其是可
微的且梯度是利普希茨连续的，h与之前的要求相同．

非凸复合优化问题的加速梯度法框架:

zk = γkyk−1 + (1− γk)xk−1

yk = proxλkh
(
yk−1 − λk∇f (zk)

)
xk = proxtkh

(
zk − tk∇f (zk)

) (13)
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针对非凸问题的Nesterov加速算法

当λk和tk 取特定值时，它等价于第二类Nesterov加速算法．

在非凸函数情形下，一阶算法一般只能保证收敛到一个稳定点，
并不能保证收敛到最优解，因此无法用函数值与最优值的差来衡
量优化算法解的精度．对于非凸复合函数(1)，我们利用梯度映射

Gt(x) =
1
t
(x− proxth(x− t∇f (x)))

来判断算法是否收敛．注意到Gt(x) = 0是优化问题(1)的一阶必要
条件，因此利用∥Gtk(x

k)∥来刻画(13)的收敛速度．

可以证明，当f为凸函数时，(13)的收敛速度与FISTA算法相同，
两者都为O

( 1
k2

)
；当f为非凸函数时，(13)也收敛，且收敛速度

为O
( 1

k

)
．
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LASSO问题求解

LASSO问题为
min

x

1
2
∥Ax− b∥2

2 + µ∥x∥1 (14)

求解LASSO问题(14)的FISTA算法可以由下面的迭代格式给出：

yk = xk−1 +
k − 2
k + 1

(xk−1 − xk−2),

wk = yk − tkAT(Ayk − b),

xk = sign(wk)max{|wk| − tkµ, 0}.

与近似点梯度算法相同，由于最后一步将wk中绝对值小于tkµ的分
量置零，该算法能够保证迭代过程中解具有稀疏结构．
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LASSO问题求解

我们也给出第二类Nesterov加速算法：

zk = (1− γk)xk−1 + γkyk−1,

wk = yk−1 − tk
γk

AT(Azk − b),

yk = sign(wk)max

{
|wk| − tk

γk
µ, 0
}
,

xk = (1− γk)xk−1 + γkyk,
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LASSO问题求解

和第三类Nesterov加速算法：

zk = (1− γk)xk−1 + γkyk−1,

wk = −tk
k∑

i=1

1
γi

AT(Azi − b),

yk = sign(wk)max

{
|wk| − tk

k∑
i=1

1
γi
µ, 0

}
,

xk = (1− γk)xk−1 + γkyk.
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LASSO问题求解（续）

取µ = 10−3，分别利用连续化近似点梯度法、连续化FISTA加速
算法、连续化第二类Nesterov算法来求解问题
分别取固定步长t = 1

L，这里L = λmax(ATA)，和结合线搜索
的BB步长．
结果如下图：

0 50 100 150 200 250 300 350 400
10

-10

10
-5

10
0

10
5

10
10

Figure:使用近似点梯度法以及不同的加速算法求解LASSO问题



24/42

LASSO问题求解（续）

可以看到：

就固定步长而言，FISTA算法相较于第二类Nesterov加速算法收
敛得略快一些；

注意到FISTA算法是非单调算法．
BB步长和线搜索技巧可以加速算法的收敛速度．
带线搜索的近似点梯度法可以比带线搜索的FISTA算法更快收
敛．
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小波模型

合成小波模型为

min
α∈Rm

∥λ⊙ α∥1 +
1
2
∥AW⊤α− b∥2

2 (15)

平衡小波模型为

min
α∈Rm

∥λ⊙ α∥1 +
1
2
∥AW⊤α− b∥2

2 +
κ

2
∥(I −WW⊤)α∥2

2 (16)
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合成小波模型求解

针对合成小波模型求解的FISTA算法为：

yk = dk−1 +
k − 2
k + 1

(dk−1 − dk−2),

wk = yk − tkWAT(AWTyk − b),

dk = sign(wk)max{|wk| − tkλ, 0}.

针对合成小波模型的第二类Nesterov加速算法为：

zk = (1− γk)dk−1 + γkyk−1,

wk = yk−1 − tk
γk

WAT(AWTzk − b),

yk = sign(wk)max

{
|wk| − tk

γk
λ, 0
}
,

dk = (1− γk)dk−1 + γkyk.
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平衡小波模型求解

平衡小波模型求解的FISTA算法可以为：

yk = αk−1 +
k − 2
k + 1

(αk−1 − αk−2),

wk = yk − tk(κ(I −WWT)yk + WAT(AWTyk − b)),

αk = sign(wk)max{|wk| − tkλ, 0},

而相应的第二类Nesterov加速算法的格式为

zk = (1− γk)α
k−1 + γkyk−1,

wk = yk−1 − tk
γk

(κ(I −WWT)zk + WAT(AWTzk − b)),

yk = sign(wk)max

{
|wk| − tk

γk
λ, 0
}
,

αk = (1− γk)α
k−1 + γkyk.
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收敛性假设

f 在其定义域dom f = Rn内为凸的，∇f在常数L意义下利普西茨连
续，即

∥∇f (x)−∇f (y)∥ ≤ L∥x− y∥, ∀x, y;
h是适当的闭凸函数；

ψ(x)的最小值ψ∗是有限的，并且在点x∗处可以取到．

定理 (固定步长FISTA算法收敛速度)

在上述收敛性假设的条件下，当用(3)求解凸复合优化问题(1)时，若取
固定步长tk = 1

L，则

ψ(xk)− ψ(x∗) ≤ 2L
(k + 1)2 ∥x

0 − x∗∥2. (17)
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定理1的证明

根据xk = proxtkh(y
k − tk∇f (yk))，可知

−xk + yk − tk∇f (yk) ∈ tk∂h(xk).

故对于任意的x，有

tkh(x) ≥ tkh(xk) + ⟨−xk + yk − tk∇f (yk), x− xk⟩. (18)

由f 的凸性、梯度利普希茨连续和tk = 1
L可以得到

f (xk) ≤ f (yk) + ⟨∇f (yk), xk − yk⟩+ 1
2tk
∥xk − yk∥2. (19)
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结合以上两个不等式，对于任意的x有

ψ(xk) = f (xk) + h(xk)

≤ h(x) + f (yk) + ⟨∇f (yk), x− yk⟩+ 1
tk
⟨xk − yk, x− xk⟩

+
1

2tk

∥∥xk − yk
∥∥2

≤ h(x) + f (x) +
1
tk
⟨xk − yk, x− xk⟩+ 1

2tk

∥∥xk − yk
∥∥2

= ψ(x) +
1
tk
⟨xk − yk, x− xk⟩+ 1

2tk

∥∥xk − yk
∥∥2
.

(20)

在(20)式中分别取x = xk−1和x = x∗，并记ψ(x∗) = ψ∗，再分别
乘1− γk和γk并相加得到

ψ(xk)− ψ∗ − (1− γk)(ψ(xk−1)− ψ∗)

≤ 1
tk
⟨xk − yk, (1− γk)xk−1 + γkx∗ − xk⟩+ 1

2tk

∥∥xk − yk
∥∥2
.

(21)
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结合迭代式

vk = xk−1 +
1
γk

(xk − xk−1),

yk = (1− γk)xk−1 + γkvk−1,

不等式(21)可以化为

ψ(xk)− ψ∗ − (1− γk)(ψ(xk−1)− ψ∗)

≤ 1
2tk

(∥yk − (1− γk)xk−1 − γkx∗∥2 − ∥xk − (1− γk)xk−1 − γkx∗∥2)

=
γ2

k
2tk

(∥vk−1 − x∗∥2 − ∥vk − x∗∥2).

(22)
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tk, γk的取法满足不等式

1− γk

γ2
k

tk ≤
1

γ2
k−1

tk−1, (23)

可以得到一个有关相邻两步迭代的不等式

tk
γ2

k
(ψ(xk)−ψ∗)+

1
2
∥vk−x∗∥2 ≤ tk−1

γ2
k−1

(ψ(xk−1)−ψ∗)+
1
2
∥vk−1−x∗∥2.

(24)
反复利用(24)式，我们有

tk
γ2

k
(ψ(xk)−ψ∗)+

1
2
∥vk−x∗∥2 ≤ t1

γ2
1
(ψ(x1)−ψ∗)+

1
2
∥v1−x∗∥2. (25)
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对k = 1，注意到γ1 = 1, v0 = x0，再次利用(22)式可得

t1
γ2

1
(ψ(x1)− ψ∗) +

1
2
∥v1 − x∗∥2

≤(1− γ1)t1
γ2

1
(ψ(x0)− ψ∗) +

1
2
∥v0 − x∗∥2 =

1
2
∥x0 − x∗∥2.

(26)

结合(25)式和(26)式可以得到(17)式．
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证明思路

证明中关键的一步在于建立(24)式，而建立这个递归关系并不需
要t = 1/L, γk = 2/(k + 1)这一具体条件，我们只需要保证条
件(4)和条件(5)成立即可．

条件(4)主要依赖于f (x)的梯度利普希茨连续性；而(5)的成立依赖
于γk和tk的选取．

条件(6)的成立保证了(3)的收敛速度达到O
( 1

k2

)
．

如果抽取条件(4)-(6)作为算法收敛的一般条件，则可以证明一大
类FISTA算法的变形都具有O

( 1
k2

)
的收敛速度．
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一般FISTA算法的收敛速度

推论 (一般FISTA算法的收敛速度)
在收敛性假设条件下，当用(3)求解凸复合优化问题(1)时，若迭代
点xk, yk，步长tk以及组合系数γk满足条件(4)-(6)，则

ψ(xk)− ψ(x∗) ≤ C
k2 , (27)

其中C仅与函数f，初始点x0的选取有关．特别地，采用线搜索版
本(7)和(8)的FISTA算法具有O

( 1
k2

)
的收敛速度．

虽然已经抽象出了tk, γk满足的条件，但我们无法再找到其他的tk, γk来
进一步改善FISTA算法的收敛速度，即O

( 1
k2

)
是FISTA算法所能达到的

最高的收敛速度．
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第二类Nesterov加速算法收敛速度

定理 (第二类Nesterov加速算法收敛速度)

取γk =
2

k+1 和tk = 1
L，利用(11)求解问题(1)有如下收敛性结果：

ψ(xk)− ψ(x∗) ≤ 2L
(k + 1)2

∥∥x0 − x∗
∥∥2
. (28)
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定理2的证明

首先根据yk = prox(tk/γk)h

(
yk−1 −

(
tk
γk

)
∇f (zk)

)
，可知

γk(yk−1 − yk)− tk∇f (zk) ∈ tk∂h(yk),

故对于任意的x，有

tkh(x) ≥ tkh(yk) + ⟨γk(yk−1 − yk)− tk∇f (zk), x− yk⟩. (29)

再由h的凸性，

h(xk) ≤ (1− γk)h(xk−1) + γkh(yk),

消去h(yk)得到

h(xk) ≤ (1− γk)h(xk−1)

+γk

[
h(x)−

〈
γk

tk
(yk−1 − yk)−∇f (zk), x− yk

〉]
.

(30)
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利用f 的凸性和梯度利普希茨连续的性质，我们有

f (xk) ≤ f (zk) + ⟨∇f (zk), xk − zk⟩+ L
2
∥xk − zk∥2

= f (zk) + ⟨∇f (zk), xk − zk⟩+ 1
2tk
∥xk − zk∥2.

(31)

用迭代步3减去迭代步1有xk − zk = γk(yk − yk−1)，将此等式与

xk = (1− γk)xk−1 + γkyk

代入上式右端得

f (xk) ≤ f (zk) + ⟨∇f (zk), (1− γk)xk−1 + γkyk − zk⟩+ γ2
k

2tk
∥yk − yk−1∥2.

(32)
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注意到

f (zk) + ⟨∇f (zk), (1− γk)xk−1 + γkyk − zk⟩
=(1− γk)[f (zk) + ⟨∇f (zk), xk−1 − zk⟩] + γk[f (zk) + ⟨∇f (zk), yk − zk⟩]
≤(1− γk)f (xk−1) + γk[f (zk) + ⟨∇f (zk), yk − zk⟩],

(33)

结合不等式(32) (33)得到

f (xk) ≤ (1−γk)f (xk−1)+γk[f (zk)+⟨∇f (zk), yk−zk⟩]+ γ2
k

2tk
∥yk−yk−1∥2.

(34)
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将(30)式与(34)式相加，并结合

f (x) ≥ f (zk) + ⟨∇f (zk), x− zk⟩,

再取x = x∗，

ψ(xk)− (1− γk)ψ(xk−1)

≤γk

[
h(x∗) + f (x∗)− γk

tk
⟨yk−1 − yk, x∗ − yk⟩

]
+
γ2

k
2tk
∥yk − yk−1∥2

≤γkψ(x∗) +
γ2

k
2tk

(
∥∥yk−1 − x∗

∥∥2
2 −

∥∥yk − x∗
∥∥2
).

(35)

这个不等式和(22)式的形式完全相同，因此后续过程可按照定理1
进行推导，最终我们可以得到(28)式．
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一般第二类Nesterov加速算法的收敛速度

推导的关键步骤仍为条件(4)—(6)．因此对采用线搜索步长的第二
类Nesterov加速算法，我们仍然有相同的收敛结果．

推论 (一般第二类Nesterov加速算法的收敛速度)
当用算法11求解凸复合优化问题(1)时，若迭代点xk, yk，步长tk以及组
合系数γk满足条件(4)—(6)，则

ψ(xk)− ψ(x∗) ≤ C
k2 , (36)

其中C仅和函数f，初始点x0的选取有关．
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