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监督学习模型

假定(a, b)服从概率分布P，其中a为输入，b为标签．

例如在自动邮件分类任务中，a表示邮件内容，b表示邮件为正常
邮件或垃圾邮件；

又例如人脸识别任务中，a表示人脸的图像信息，b表示该人脸属
于何人．

实际问题中我们不知道真实的概率分布P，而是随机采样得到一个
数据集D = {(a1, b1), (a2, b2), · · · , (aN , bN)}．数据集D对应经验分
布

P̂ =
1
N

N∑
n=1

δai,bi

其中δa,b表示(a, b)处的单点分布．
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监督学习模型

任务是要给定输入a预测标签b，即决定一个最优的函数φ使得期望
风险E[L(φ(a), b)]最小，其中L(·, ·)表示损失函数，函数φ为某个函
数空间中的预测函数．

L的例子如
`2损失函数

L(x, y) =
1
2
‖x− y‖2

2

若x, y ∈ Rd为概率分布（即各分量和为1的向量），则可定义互熵
损失函数

L(x, y) =

d∑
i=1

xi log
xi

yi
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监督学习模型

实际中为了缩小目标函数的范围，需要将φ(·)参数化为φ(·; x)．φ参数
化的例子如

线性函数
φ(a) = pa + q;

线性函数的参数为p, q．

深度神经网络

φ0(a) = a

φ̂l(a) = Wlφl−1(a) + bh, φl(a) = σ(φl(a))

φ(a) = φ̂L(a).

其中σ(·)为非线性激活函数．深度神经网络的参数为Wl与bl．
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监督学习模型

用经验风险来近似期望风险，即要求解下面的极小化问题：

min
x

1
N

N∑
i=1

L(φ(ai; x), bi) = E(a,b)∼P̂[L(φ(a; x), b)]. (1)

记
fi(x) = L(φ(ai; x), bi)

则只需考虑如下随机优化问题：

min
x∈Rn

f (x)
def
==

1
N

N∑
i=1

fi(x), (2)

问题(2)也称为随机优化问题的有限和形式．
由于数据规模巨大，计算目标函数的梯度非常困难，但是通过采
样的方式只计算部分样本的梯度来进行梯度下降，也能达到非常
好的数值表现，而每步的运算量却得到了极大的减小．
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梯度下降算法

下面为了讨论方便，先假设(2)中每一个fi(x)是凸的、可微的．

可以运用梯度下降算法

xk+1 = xk − αk∇f (xk), (3)

来求解原始的优化问题．

在迭代格式(3)中，

∇f (xk) =
1
N

N∑
i=1

∇fi(xk).

要计算这个梯度必须计算出所有的∇fi(xk)然后将它们相加．

然而在机器学习中，采集到的样本量是巨大的，因此计
算∇f (xk)需要非常大的计算量．使用传统的梯度法求解机器学习
问题并不是一个很好的做法．
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随机梯度下降算法(SGD)

SGD的基本迭代格式为

xk+1 = xk − αk∇fsk(xk), (4)

其中sk是从{1, 2, · · · ,N}中随机等可能地抽取的一个样本，αk称为
步长．在机器学习和深度学习领域中，更多的时候被称为学习
率(learning rate)．
通过对比(3)式和(4)式可知，随机梯度算法不去计算全梯
度∇f (xk)，而是从众多样本中随机抽出一个样本si，然后仅仅计算
这个样本处的梯度∇fsk(xk)，以此作为∇f (xk)的近似．

在全梯度∇f (xk)的表达式中含系数1/N，而迭代格式(4)中不
含1/N．这是因为我们要保证随机梯度的条件期望恰好是全梯
度，即

Esk [∇fsk(xk)|xk] = ∇f (xk).
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小批量随机梯度法

实际计算中每次只抽取一个样本sk的做法比较极端，常用的形式
是小批量（mini-batch）随机梯度法．
每次迭代中，随机选择一个元素个数很少的集
合Ik ⊂ {1, 2, · · · ,N}，然后执行迭代格式

xk+1 = xk − αk

|Ik|
∑
s∈Ik

∇fs(xk),

其中|Ik|表示Ik中的元素个数．
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随机次梯度法

当fi(x)是凸函数但不一定可微时，我们可以用fi(x)的次梯度代替梯
度进行迭代．这就是随机次梯度算法．

它的迭代格式为
xk+1 = xk − αkgk, (5)

其中αk为步长，gk ∈ ∂fsk(xk)为随机次梯度，其期望为真实的次梯
度．
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动量方法

传统的梯度法在问题比较病态时收敛速度非常慢，随机梯度下降
法也有类似的问题．为了克服这一缺陷，人们提出了动量方法
（momentum），其思想是在算法迭代时一定程度上保留之前更
新的方向，同时利用当前计算的梯度调整最终的更新方向．

动量方法的具体迭代格式如下：

vk+1 = µkvk − αk∇fsk(xk), (6)

xk+1 = xk + vk+1. (7)

在计算当前点的随机梯度∇fsi(xk)后，我们并不是直接将其更新到
变量xk上，而是将其和上一步更新方向vk做线性组合来得到新的更
新方向vk+1．
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动量方法

由动量方法迭代格式立即得出当µk = 0时该方法退化成随机梯度
下降法．在动量方法中，参数µk的范围是[0, 1)，通常
取µk ≥ 0.5，其含义为迭代点带有较大惯性，每次迭代会在原始迭
代方向的基础上做一个小的修正．

在普通的梯度法中，每一步迭代只用到了当前点的梯度估计，动
量方法的更新方向还使用了之前的梯度信息．

当许多连续的梯度指向相同的方向时，步长就会很大，这从直观
上看也是非常合理的．
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动量方法

图1比较了梯度法和动量方法的表现．可以看到普通梯度法生成的点列
会在椭圆的短轴方向上来回移动，而动量方法生成的点列更快收敛到
了最小值点．
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0

2

4 梯度下降法

动量方法

Figure:动量方法在海瑟矩阵病态条件下的表现
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Nesterov加速算法

假设f (x)为光滑的凸函数．针对凸问题的Nesterov加速算法为

yk+1 = xk + µk(xk − xk−1)

xk+1 = yk − αk∇f (yk)

针对光滑问题的Nesterov加速算法迭代的随机版本为

yk+1 = xk + µk(xk − xk−1), (8)

xk+1 = yk+1 − αk∇fsk(yk+1), (9)

其中µk = k−1
k+2，步长αk是一个固定值或者由线搜索确定．

可以看出，二者的唯一区别为随即版本将全梯度∇f (yk)替换为随
机梯度∇fsk(yk+1)．
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Nesterov加速算法与动量方法的联系

若在第k步迭代引入速度变量vk = xk − xk−1，再合并原始Nesterov
加速算法的两步迭代可以得到

xk+1 = xk + µk(xk − xk−1)− αk∇fk(xk + µk(xk − xk−1)).

定义有关vk+1的迭代式

vk+1 = µkvk − αk∇fk(xk + µkvk),

于是得到关于xk和vk的等价迭代：

vk+1 = µkvk − αk∇fsk(xk + µkvk),

xk+1 = xk + vk+1.

二者的主要差别在梯度的计算上．Nesterov加速算法先对点施加
速度的作用，再求梯度，可以理解为对标准动量方法做了校正．
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AdaGrad

在一般的随机梯度法中，调参是一个很大的难点．我们希望算法
能在运行的过程中，根据当前情况自发地调整参数．

对无约束光滑凸优化问题，点x是问题的解等价于该点处梯度为零
向量．但梯度的每个分量收敛到零的速度是不同的．传统梯度算
法只有一个统一的步长αk来调节每一步迭代，它没有针对每一个
分量考虑．

当梯度的某个分量较大时，可以推断出在该方向上函数变化比较
剧烈，要用小步长；当梯度的某个分量较小时，在该方向上函数
比较平缓，要用大步长．AdaGrad就是根据这个思想设计的．
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AdaGrad

令gk = ∇fsk(xk)，为了记录整个迭代过程中梯度各个分量的累积情
况，引入向量

Gk =

k∑
i=1

gi � gi.

从Gk的定义可知Gk的每个分量表示在迭代过程中，梯度在该分量
处的累积平方和．当Gk的某分量较大时，我们认为该分量变化比
较剧烈，因此应采用小步长，反之亦然．

因此AdaGrad的迭代格式为

xk+1 = xk − α√
Gk + ε1n

� gk, (10)

Gk+1 = Gk + gk+1 � gk+1, (11)

这里 α√
Gk+ε1n

中的除法和求根运算都是对向量每个分量分别操作的

（下同），α为初始步长，引入ε1n这一项是为了防止除零运算．
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AdaGrad

可以看到AdaGrad的步长大致反比于历史梯度累计值的算术平方
根，所以梯度较大时步长下降很快，反之则下降较慢，这样做的
效果是在参数空间更平缓的方向上，前后两次迭代的距离较大．

在凸优化问题中AdaGrad有比较好的理论性质，但实际应用中也
发现在训练深度神经网络模型时，从训练开始就积累梯度平方会
导致步长过早或过多减小．
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AdaGrad的收敛阶

如果在AdaGrad中使用真实梯度∇f (xk)，那么AdaGrad也可以看
成是一种介于一阶和二阶的优化算法．

考虑f (x)在点xk处的二阶泰勒展开：

f (x) ≈ f (xk) +∇f (xk)>(x− xk) +
1
2

(x− xk)>Bk(x− xk),

我们知道选取不同的Bk可以导出不同的优化算法．AdaGrad是使
用一个对角矩阵来作为Bk．具体地，取

Bk =
1
α

Diag(
√

Gk + ε1n)

时导出的算法就是AdaGrad．
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RMSProp

RMSProp（root mean square propagation）是对AdaGrad的一
个改进，该方法在非凸问题上可能表现更好．AdaGrad会累加之
前所有的梯度分量平方，这就导致步长是单调递减的，因此在训
练后期步长会非常小，计算的开销也较大．

RMSProp提出只需使用离当前迭代点比较近的项，同时引入衰减
参数ρ．具体地，令

Mk+1 = ρMk + (1− ρ)gk+1 � gk+1,

再对其每个分量分别求根，就得到均方根(root mean square)

Rk =
√

Mk + ε1n, (12)

最后将均方根的倒数作为每个分量步长的修正．
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RMSProp

RMSProp迭代格式为：

xk+1 = xk − α

Rk � gk, (13)

Mk+1 = ρMk + (1− ρ)gk+1 � gk+1. (14)

引入参数ε同样是为了防止分母为0的情况发生．一般取ρ = 0.9,
α = 0.001．

可以看到RMSProp和AdaGrad的唯一区别是将Gk替换成了Mk．



23/73

AdaDelta

AdaDelta在RMSProp的基础上，对历史的∆xk也同样累积平方并
求均方根：

Dk = ρDk−1 + (1− ρ)∆xk �∆xk, (15)

Tk =
√

Dk + ε1n, (16)

然后使用Tk−1和Rk的商对梯度进行校正：

∆xk = −Tk−1

Rk � gk, (17)

xk+1 = xk + ∆xk. (18)

其中Tk和Rk的定义分别为(16)式和(12)式．
AdaDelta的特点是步长选择较为保守，同时也改善了AdaGrad步
长单调下降的缺陷．



24/73

Adam

Adam选择了一个动量项进行更新：

Sk = ρ1Sk−1 + (1− ρ1)gk.

类似RMSProp，Adam也会记录梯度的二阶矩：

Mk = ρ2Mk−1 + (1− ρ2)gk � gk.

与原始动量方法和RMSProp的区别是，由于Sk和Mk本身带有偏
差，Adam在更新前先对其进行修正：

Ŝk =
Sk

1− ρk
1
, M̂k =

Mk

1− ρk
2
,

这里ρk
1, ρ

k
2分别表示ρ1, ρ2的k次方．

Adam最终使用修正后的一阶矩和二阶矩进行迭代点的更新．

xk+1 = xk − α√
M̂k + ε1n

� Ŝk.
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收敛性假设：凸函数

每个fi(x)是闭凸函数，存在次梯度；

随机次梯度二阶矩是一致有界的，即存在M，对任意的x ∈ Rn以
及随机下标sk，有

Esk [‖gk‖2] ≤ M2 < +∞, gk ∈ ∂fsk(xk);

迭代的随机点列{xk}处处有界，即‖xk − x∗‖ ≤ R, ∀K，其中x∗是问
题(2)的最优解．
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引理

我们有如下重要的引理：

引理

在上述假设下，令{αk}是任一正步长序列，{xk}是由随机次梯度法产
生的序列，那么对所有的K ≥ 1，有

K∑
k=1

αkE[f (xk)− f (x∗)] ≤ 1
2
E[‖x1 − x∗‖2] +

1
2

K∑
k=1

α2
kM2. (19)
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引理的证明

令ḡk = E[gk|xk], ξk = gk − ḡk．

由随机次梯度法的性质，

ḡk = E[gk|xk] ∈ ∂f (xk),

由次梯度的性质，

〈ḡk, x∗ − xk〉 ≤ f (x∗)− f (xk).

可以推导得

‖xk+1 − x∗‖2

= ‖xk − αkgk − x∗‖2

= ‖xk − x∗‖2 + 2αk〈gk, x∗ − xk〉+ α2
k‖gk‖2

= ‖xk − x∗‖2 + 2αk〈ḡk, x∗ − xk〉+ α2
k‖gk‖2 + 2αk〈ξk, x∗ − xk〉

≤ ‖xk − x∗‖2 + 2αk(f (x∗)− f (xk)) + α2
k‖gk‖2 + 2αk〈ξk, x∗ − xk〉.

(20)
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注意到E[ξk|xk] = 0，所以

E[〈ξk, x∗ − xk〉] = E[E[〈ξk, x∗ − xk〉|xk]] = 0.

对不等式(20)两端求期望就得到

αkE[f (xk)−f (x∗)] ≤ 1
2
E[‖xk−x∗‖2]−1

2
E[‖xk+1−x∗‖2]+

α2
k

2
M2. (21)

两边对k求和即得证．
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随机次梯度算法的收敛性1

根据该引理，我们很容易得到随机次梯度算法在收缩步长下的收敛
性．

定理 (随机次梯度算法的收敛性1)

在收敛性假设的条件下，令AK =
∑K

i=1 αi，定义x̄K = 1
AK

K∑
k=1

αkxk，则

E[f (x̄K)− f (x∗)] ≤
R2 +

K∑
k=1

α2
kM2

2
K∑

k=1
αk

. (22)
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定理的证明

由f (x)的凸性以及引理1得到

AkE[f (x̄K)− f (x∗)]

≤
K∑

k=1

αkE[f (xk)− f (x∗)]

≤ 1
2
E[‖x1 − x∗‖2] +

1
2

K∑
k=1

α2
kM2

=
R2 +

∑K
k=1 α

2
kM2

2

不等式两边同除以AK得到

E[f (x̄K)− f (x∗)] ≤
R2 +

K∑
k=1

α2
kM2

2AK
.
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随机次梯度算法的收敛性1

从定理1可以看到，当
∞∑

k=1

αk = +∞,
∑K

k=1 α
2
k∑K

k=1 αk
→ 0

时，随机次梯度算法收敛．

对一个固定的步长α，不等式(22)右侧有一个不随K递减的常数，
因此固定步长随机次梯度算法在函数值取期望意义下是不收敛
的，它仅仅能找到一个次优解：

E[f (x̄K)− f (x∗)] ≤ R2

2Kα
+
αM2

2
.

特别地，对于给定的迭代次数K，选取固定步长α = R
M
√

K
，可以

达到O(1/
√

K)的精度，即

E[f (x̄K)− f (x∗)] ≤ RM√
K
.
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随机次梯度算法的收敛性2

在步长不增的情况下，我们可以得到直接平均意义下的收敛性．

定理 (随机次梯度算法的收敛性2)

在收敛性假设的条件下，令{αk}是一个不增的正步长序
列，x̄K = 1

K

K∑
k=1

xk，则

E[f (x̄K)− f (x∗)] ≤ R2

2KαK
+

1
2K

K∑
k=1

αkM2. (23)
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定理的证明

对(21)式两边同除αk，就有

E[f (xk)− f (x∗)] ≤ 1
2αk

E[‖xk − x∗‖2
2]− 1

2αk
E[‖xk+1 − x∗‖2

2] +
αk

2
M2.

再对k求和，并且利用f (x)的凸性和αk的单调性得

E[f (x̄K)− f (x∗)] ≤ 1
K

K∑
k=1

E[f (xk)− f (x∗)]

≤ 1
2K

(
1
α1

E[‖x1 − x∗‖2] +

K∑
k=1

αkM2+

K∑
k=2

(
1
αk
− 1
αk−1

)
E[‖xk − x∗‖2]

)

≤ R
2Kαk

+
1

2K

K∑
k=1

αkM2.
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随机次梯度算法的收敛性2

注意该定理和定理1的不同之处在于x̄K的定义．

通过选取O(1/
√

k)阶数的步长，我们可以得到目标函数的收敛速
度为O(1/

√
k)：

推论

在收敛性假设的条件下，令αk = R
M
√

k
，则

E[f (x̄K)− f (x∗)] ≤ 3RM
2
√

K
. (24)

其中x̄K的定义和定理2相同．
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推论的证明

注意到
K∑

k=1

1√
k
≤
∫ K

0

1√
t
dt = 2

√
K.

将αk = R
M
√

k
代入式(23)就得到

E[f (x̄K)− f (x∗)] ≤ R2

2K R
M
√

K

+
RM
2K

2
√

K =
3RM
2
√

K
.
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随机次梯度算法的收敛性2

我们可以发现随机次梯度算法和非随机次梯度算法具有相同的收
敛速度——O(1/

√
k)．

随机次梯度算法每步的计算代价远小于非随机次梯度，这一定程
度上解释了为什么随机算法在一些问题中的表现要远远好于非随
机算法．
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随机次梯度算法的收敛性3

下面主要讨论随机次梯度算法在依概率意义下的收敛性和收敛速度．

定理

选择上述推论中的步长αk，使得E[f (x̄K)− f (x∗)]→ 0，那么我们有依
概率收敛f (x̄K)− f (x∗) P−→ 0 (K →∞)，即对任意的ε > 0，都有

lim
K→∞

P(f (x̄K)− f (x∗) ≥ ε) = 0. (25)

由马尔可夫不等式立即得到

P(f (x̄K)− f (x∗) ≥ ε) ≤ 1
ε
E[f (x̄K)− f (x∗)]→ 0.
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随机变量的收敛性

随机变量本质上是定义在样本空间上的函数．和函数列一样，我
们可以定义一列随机变量的极限．

称随机变量序列{Xn}∞n=1几乎必然收敛到X，如果

P
(

lim
n→∞

Xn = X
)

= 1;

称随机变量序列{Xn}∞n=1依概率收敛到X，如果

lim
n→∞

P(|Xn − X| ≥ ε) = 0.
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随机次梯度算法的收敛性3

定理 (随机次梯度算法的收敛性3)

在假设收敛性假设的条件下，进一步假设对于所有的随机次梯度g，
有‖g‖ ≤ M．那么对任意的ε > 0，

f (x̄K)− f (x∗) ≤ R2

2KαK
+

1
2K

K∑
k=1

αkM2 +
RM√

K
ε (26)

以大于等于1− e−
1
2 ε

2
的概率成立，其中步长列{αk}是单调不增序

列，x̄K的定义和定理2中的定义相同．



41/73

鞅差序列

定义

设{Xn}∞n=1与{Zn}∞n=1为(Ω,F ,P)上的随机过程．如果∀n ∈ N+，

1 E[|Xn|] < +∞；
2 Xn属于Z1, . . . ,Zn生产的σ-代数；
3 E[Xn+1|Z1, . . . ,Zn] = 0．

则称{Xn}∞n=1为关于{Zn}∞n=1的鞅差序列．特别地，
若{Zn}∞n=1 = {Xn}∞n=1，则称{Xn}∞n=1为鞅差序列．

鞅差序列的例子如：设{Zn}∞n=1为一维简单随机游走，{Xn}∞n=1定
义为Xn = Zn − Zn−1（补充定义Z0 = 0）．
由一维简单随机游走的性质，Xn以1/2的概率为1，以1/2的概率
为−1．因此E[|Xn|] = 1 < +∞；
Xn由Zn−1及Zn完全决定，因此属于Z1, . . . ,Zn生成的σ-代数；
由一维简单随机游走的性质，Xn+1 = Zn+1 − Zn独立于Z1, . . . ,Zn，
所以E[Xn+1|Z1, . . . ,Zn] = E[Xn+1] = 0.
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Azuma-Hoeffding不等式

下面给出Azuma-Hoeffding不等式，即鞅版本的Hoeffding不等式：

引理

设{Xn}∞n=1为鞅差序列，且∀n ∈ N+, |Xn| ≤ B．则∀t > 0，

P

(
n∑

i=1

Xi ≥ t

)
≤ exp

(
− 2t2

nB2

)
;

P

(
n∑

i=1

Xi ≤ −t

)
≤ exp

(
− 2t2

nB2

)
.
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定理的证明

令gk = E[gk|xk], ξk = gk − gk．由(20)式的推导过程我们已经得到

f (xk)− f (x∗) ≤ 1
2αk
‖xk − x∗‖2 − 1

2αk
‖xk+1 − x∗‖2

+
αk

2
‖gk‖2 + 〈ξk, x∗ − xk〉.

利用f (x)的凸性与αk的单调性有

f (x̄K)− f (x∗) ≤ 1
K

K∑
k=1

f (xk)− f (x∗)

≤ R2

2KαK
+

1
2K

K∑
k=1

αk‖gk‖2 +
1
K

K∑
k=1

〈ξk, x∗ − xk〉

≤ R2

2KαK
+

1
2K

K∑
k=1

αkM2 +
1
K

K∑
k=1

〈ξk, x∗ − xk〉.
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令

ω =
R2

2KαK
+

1
2K

K∑
k=1

αkM2

得到

P(f (x̄K)− f (x∗)− ω ≥ t) ≤ P

(
1
K

K∑
k=1

〈ξk, x∗ − xk〉 ≥ t

)
. (27)

设Zk = (x1, x2, · · · , xk+1)．因为

E[ξk|Zk−1] = E[ξk|xk] = 0, E[xk|Zk−1] = xk,

我们知道〈ξk, x∗ − xk〉是一个鞅差序列．
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同时由
‖ξk‖2 = ‖gk − gk‖2 ≤ 2M

推出
|〈ξk, x∗ − xk〉| ≤ ‖ξk‖‖x∗ − xk‖2 ≤ 2MR

即〈ξk, x∗ − xk〉有界．
由Azuma-Hoeffding不等式得到

P

(
1
K

K∑
k=1

〈ξk, x∗ − xk〉 ≥ t

)
≤ exp

(
− Kt2

2M2R2

)

将t = MRε√
K
代入，有

P

(
1
K

K∑
k=1

〈ξk, x∗ − xk〉 ≥ MRε√
K

)
≤ exp

(
−ε

2

2

)
.

结合(27)式，定理得证.
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随机次梯度算法的收敛性3

如果取αk = R√
kM
，并令δ = e−

1
2 ε

2
，就有

P

(
f (x̄K)− f (x∗) ≤ 3RM

2
√

K
+

RM
√

2 ln 1/δ√
K

)
≥ 1− δ. (28)

可以看到除一个很小的概率外，函数值以O
(

1√
K

)
的速度收敛．
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收敛性假设

对问题(2)使用迭代算法(4)时，
1 f (x)是可微函数，每个fi(x)梯度存在；

2 f (x)是梯度利普希茨连续的，相应常数为L；
3 f (x)是强凸函数，强凸参数为µ；

4 随机梯度二阶矩是一致有界的，即存在M，对任意的x ∈ Rn以及
随机下标sk，有

Esk [‖∇fsk(x)‖2] ≤ M2 < +∞.
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随机梯度算法的收敛性：强凸函数

下面的定理将给出随机梯度算法在固定步长下的收敛性分析．

定理 (随机梯度算法的收敛性)

在收敛性假设的条件下，定义∆k = ‖xk − x∗‖．对固定的步
长αk = α, 0 < α < 1

2µ，有

E[f (xK+1)− f (x∗)] ≤ L
2
E[∆2

K+1] ≤ L
2

[
(1− 2αµ)K∆2

1 +
αM2

2µ

]
. (29)
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定理的证明

根据随机梯度算法的更新公式，

∆2
k+1 = ‖xk+1 − x∗‖2 = ‖xk − αk∇fsk(xk)− x∗‖2

= ‖xk − x∗‖2 − 2αk〈∇fsk(xk), xk − x∗〉+ α2
k‖∇fsk(xk)‖2

= ∆2
k − 2αk〈∇fsk(xk), xk − x∗〉+ α2

k‖∇fsk(xk)‖2,

由条件期望的性质E[X] = E[E[X|Y]]，有

Es1,s2,··· ,sk [〈∇fsk(xk), xk − x∗〉]
= Es1,s2,··· ,sk−1 [Esk [〈∇fsk(xk), xk − x∗〉|s1, · · · , sk−1]]

= Es1,s2,··· ,sk−1 [〈Esk [∇fsk(xk)|s1, s2, · · · , sk−1], xk − x∗〉]
= Es1,s2,··· ,sk−1 [〈∇f (xk), xk − x∗〉]
= Es1,s2,··· ,sk [〈∇f (xk), xk − x∗〉].
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根据强凸函数的单调性，〈
∇f (xk), xk − x∗

〉
=
〈
∇f (xk)−∇f (x∗), xk − x∗

〉
≥ µ‖xk − x∗‖2.

由随机梯度二阶矩的一致有界性，

Es1,s2,··· ,sk [∆
2
k+1] ≤ (1− 2αµ)Es1,s2,··· ,sk [∆

2
k ] + α2M2. (30)

对k做归纳，就得到

Es1,s2,··· ,sK [∆2
K+1] ≤ (1− 2αµ)K∆2

1 + [1− (1− 2αµ)K ]
αM2

2µ
.

由0 < 2αµ < 1可知

Es1,s2,··· ,sK [∆2
K+1] ≤ (1− 2αµ)K∆2

1 +
αM2

2µ
. (31)
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利用梯度L-利普希茨连续函数的二次上界，可以得到

f (xK+1)− f (x∗) ≤
〈
∇f (x∗), xK+1 − x∗

〉
+

L
2
‖xK+1 − x∗‖2.

利用∇f (x∗) = 0并对上式左右两边取期望可得

E[f (xK+1)− f (x∗)] ≤ L
2
E[∆2

K+1] ≤ L
2

[
(1− 2αµ)K∆2

1 +
αM2

2µ

]
.
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随机梯度算法的收敛性

下面的定理表明，如果设置递减的步长，收敛阶可以达到O(1/K)．

定理

随机梯度算法的收敛速度在上述定理的结果中，在收敛性假设的条件
下，取递减的步长

αk =
β

k + γ
,

其中β > 1
2µ , γ > 0，使得α1 ≤ 1

2µ，那么对于任意的k ≥ 1，都有

E[f (xk)− f (x∗)] ≤ L
2
E[∆2

k ] ≤ L
2

v
γ + k

, (32)

这里

v = max

{
β2M2

2βµ− 1
, (γ + 1)∆2

1

}
.



53/73

定理的证明

之前的定理已经证明了

Es1,s2,··· ,sk [∆
2
k+1] ≤ (1− 2αkµ)Es1,s2,··· ,sk [∆

2
k ] + α2

kM2.

用数学归纳法证明(32)式．由v的定义知k = 1时(32)式成立．
现假设该式对k成立，定义k̂ = γ + k，则αk = β/k̂．由归纳假设，

E[∆2
k+1] ≤

(
1− 2βµ

k̂

)
v

k̂
+
β2M2

k̂2

=
k̂ − 1

k̂2
v− 2βµ− 1

k̂2
v +

β2M2

k̂2

≤ v

k̂ + 1

最后一个不等式用到了v的定义．所以(32)式对k + 1也成立．
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随机梯度算法的收敛性

上述定理表明对于强凸函数，随机梯度下降法的收敛速度可以达
到O(1/K)．对于一般的凸函数随机梯度算法也有一定的收敛性，为此
我们在下表比较随机算法和普通算法的复杂度．

Table:梯度下降法的算法复杂度

f凸(次梯度算法) f可微强凸 f可微强凸且L-光滑
随机算法 O

( 1
ε2

)
O
( 1
ε

)
O
( 1
ε

)
普通算法 O

( N
ε2

)
O
(N
ε

)
O
(
N ln

( 1
ε

))
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提纲

1 问题背景

2 随机梯度下降算法

3 收敛性分析
一般凸函数下随机梯度算法的收敛性
可微强凸函数下随机梯度算法的收敛性

4 方差减小技术
SAG算法和SAGA算法
SVRG算法
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梯度下降法与随机梯度下降法的比较

下面分析梯度下降法与随机梯度下降法的主要区别：

在强凸性假设下，对梯度下降法有

∆2
k+1 = ‖xk+1 − x∗‖2 = ‖xk − α∇f (xk)− x∗‖2

= ∆2
k − 2α〈∇f (xk), xk − x∗〉+ α2‖∇f (xk)‖2

≤ (1− 2αµ)∆2
k + α2‖∇f (xk)‖2

2 (µ-强凸)

≤ (1− 2αµ+ α2L2)∆2
k . (L-光滑)

(33)
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梯度下降法与随机梯度下降法的比较

对随机梯度下降法，利用条件期望的性质有

E[∆2
k+1] = E[‖xk+1 − x∗‖2

2] = E[‖xk − α∇fsk(xk)− x∗‖]2

= E[∆2
k ]− 2αE[〈∇fsk(xk), xk − x∗〉] + α2E[‖∇fsk(xk)‖2]

= E[∆2
k ]− 2αE[〈∇f (xk), xk − x∗〉] + α2E[‖∇fsk(xk)‖2]

≤ (1− 2αµ)E[∆2
k ] + α2E[‖∇fsk(xk)‖2] (µ-强凸)

= (1− 2αµ)E[∆2
k ] + α2E[‖∇fsk(xk)−∇f (xk) +∇f (xk)‖2]

≤ (1− 2αµ+ α2L2)E[∆2
k ]︸ ︷︷ ︸

A

+α2E[‖∇fsk(xk)−∇f (xk)‖2]︸ ︷︷ ︸
B

.

(34)
可以看到两种算法的主要差别就在B项上，也就是梯度估计的某种
方差．它导致了随机梯度算法只能有O(1/k)的收敛速度．
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方差减小技术

在许多机器学习的应用中，随机梯度算法的收敛速度更快一些．

这主要是因为许多应用对解的精度要求不太高，而在开始部分方
差较小，即有B� A，那么我们会观察到近似Q-线性收敛速度；
而随着迭代步数增多，方差增大，最终的收敛速度为O(1/k)．

为了能获得比较快的渐进收敛速度，我们的主要目标即减少方差
项B．下面介绍三种减小方差的算法：

SAG (stochastic average gradient)
SAGA
SVRG (stochastic variance reduced gradient)
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SAG算法

当迭代接近收敛时，上一步的随机梯度也是当前迭代点处梯度的
一个很好的估计．随机平均梯度法(SAG)就是基于这一想法．
在迭代中，SAG算法记录所有之前计算过的随机梯度，再与当前
新计算的随机梯度求平均，最终作为下一步的梯度估计．

具体来说，SAG算法在内存中开辟了存储N个随机梯度的空间

[gk
1, g

k
2, · · · , gk

N ],

分别用于记录和第i个样本相关的最新的随机梯度．在第k步更新
时，若抽取的样本点下标为sk，则计算随机梯度后将gk

sk
的值更新

为当前的随机梯度值，而其他未抽取到的下标对应的gk
i保持不

变．每次SAG算法更新使用的梯度方向是所有gk
i的平均值．
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SAG算法

SAG算法的迭代格式为

xk+1 = xk − αk

N

N∑
i=1

gk
i

其中gk
i的更新方式为

gk
i =

{
∇fsk(xk), i = sk,

gk−1
i , 其他,

(35)

这里sk是第k次迭代随机抽取的样本．
由gk

i的更新方式不难发现，每次迭代时只有一个gk
i的内容发生了

改变．因此SAG迭代公式还可以写成

xk+1 = xk − αk

(
1
N

(∇fsk(xk)− gk−1
sk

) +
1
N

N∑
i=1

gk−1
i

)
, (36)
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SAG算法

{gk
i }的初值可简单地取为0或中心化的随机梯度向量，

SAG算法每次使用的随机梯度的条件期望并不是真实梯
度∇f (xk)，但随着迭代进行，随机梯度的期望和真实梯度的偏差
会越来越小．
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SAG算法的收敛性

定理 (SAG算法的收敛性)

在强凸性收敛性假设的条件下，取固定步长αk = 1
16L，gk

i的初值取
为0，则对任意的k，有

E[f (xk)]− f (x∗) ≤
(

1−min

{
µ

16L
,

1
8N

})k

C0,

其中常数C0为与k无关的常数．

上述定理表明SAG算法确实有Q-线性收敛速度．
SAG算法的缺点在于需要存储N个梯度向量，当样本量N很大时，
这是一个很大的开销．因此SAG算法在实际中很少使用．
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SAGA算法

SAGA算法的迭代方式为

xk+1 = xk − αk

(
∇fsk(xk)− gk−1

sk
+

1
N

N∑
i=1

gk−1
i

)
. (37)

对比(36)式可以发现，SAGA算法去掉了∇fsk(xk)− gk−1
sk
前面的系

数1/N．可以证明每次迭代使用的梯度方向都是无偏的，即

E

[
∇fsk(xk)− gk−1

sk
+

1
N

N∑
i=1

gk−1
i

∣∣∣ xk

]
= ∇f (xk).
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SAGA算法的收敛性

SAGA算法同样有Q-线性收敛速度：

定理 (SAGA算法的收敛性)

在强凸性收敛性假设的条件下，取固定步长αk = 1
2(µN+L)．定

义∆k = ‖xk − x∗‖，则对任意的k ≥ 1有

E[∆2
k ] ≤

(
1− µ

2(µN + L)

)k (
∆2

1 +
N(f (x1)− f (x∗))

µN + L

)
. (38)

如果强凸的参数µ是未知的，也可以取α = 1
3L，有类似的收敛结果．
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SVRG算法

与SAG算法和SAGA算法不同，SVRG算法通过周期性缓存全梯
度的方法来减小方差．

具体做法是在随机梯度下降方法中，每经过m次迭代就设置一个
检查点，计算一次全梯度，在之后的m次迭代中，将这个全梯度
作为参考点来达到减小方差的目的．

令x̃j是第j个检查点，则我们需要计算点x̃j处的全梯度

∇f (x̃j) =
1
N

N∑
i=1

∇fi(x̃j),

在之后的迭代中使用方向vk作为更新方向：

vk = ∇fsk(xk)− (∇fsk(x̃j)−∇f (x̃j)), (39)

其中sk ∈ {1, 2, · · · ,N}是随机选取的一个样本．
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SVRG算法

注意到给定s1, s2, · · · , sk−1时xk, x̃j均为定值，由vk的表达式可知

E[vk|s1, s2, · · · , sk−1]

= E[∇fsk(xk)|xk]− E[∇fsk(x̃j)−∇f (x̃j)|s1, s2, · · · , sk−1]

= ∇f (xk)− 0 = ∇f (xk),

公式(39)有简单的直观理解：我们希望用∇fsk(x̃j)去估计∇f (x̃j)，
那么∇fsk(x̃j)−∇f (x̃j)就可以看作梯度估计的误差，所以在每一步
随机梯度迭代用该项来对∇fsk(xk)做一个校正．
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SVRG算法

假设
‖∇fi(x)−∇fi(y)‖ ≤ L‖x− y‖, i = 1, 2, · · · ,N.

令y = x̃j，x∗为f (x)的最小值点，∆k = ‖xk − x∗‖，则

E
[
‖vk‖2] = E

[
‖∇fsk(xk)− (∇fsk(y)−∇f (y))‖2]

= E
[
‖∇fsk(xk)−∇fsk(y) +∇f (y) +∇fsk(x∗)−∇fsk(x∗)‖2]

≤ 2E
[
‖∇fsk(xk)−∇fsk(x∗)‖2]+ 2E

[
‖∇fsk(y)−∇f (y)−∇fsk(x∗)‖2]

≤ 2L2E
[
∆2

k
]

+ 2E
[
‖∇fsk(y)−∇fsk(x∗)‖2]

≤ 2L2E
[
∆2

k
]

+ 2L2E
[
‖y− x∗‖2] .

(40)
其中第一个不等式是因为‖a + b‖2 ≤ 2‖a‖2 + 2‖b‖2，第二个不等
式使用了有关二阶矩的不等式

E[‖ξ − Eξ‖2] ≤ E[‖ξ‖2].
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SVRG算法

从(40)式看出，若xk和y非常接近x∗，梯度估计的方差就很小．

频繁地更新y可以使得方差更小，但也增加了计算全梯度的次数．
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SVRG算法的收敛性

下面给出SVRG算法的收敛性．这里的收敛性是针对参考点序列{x̃j}而
言的．

定理 (SVRG算法的收敛性)

设m为利用每个x̃j更新的次数．设每个fi(x)可微，且梯度L-利普希茨连
续；函数f (x)强凸，强凸参数为µ．取步长α ∈

(
0, 1

2L

]
，并且m充分大使

得

ρ =
1

µα(1− 2Lα)m
+

2Lα
1− 2Lα

< 1, (41)

则SVRG算法对于参考点x̃j在函数值期望的意义下有Q-线性收敛速度：

Ef (x̃j)− f (x∗) ≤ ρE[f (x̃j−1)− f (x∗)]. (42)
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定理的证明

定义∆k = ‖xk − x∗‖．
对于内层循环，

E[∆2
k+1] = [‖xk+1 − x∗‖2] = E[‖xk − αvk − x∗‖2]

= E[∆2
k ]− 2αE[〈vk, xk − x∗〉] + α2E[‖vk‖2]

= E[∆2
k ]− 2αE[〈∇f (xk), xk − x∗〉] + α2E[‖vk‖2]

≤ E[∆2
k ]− 2αE[(f (xk)− f (x∗))] + α2E[‖vk‖2].

构造辅助函数

φi(x) = fi(x)− fi(x∗)−∇fi(x∗)(x− x∗),

注意到φi(x)也是凸函数且梯度L-利普希茨连续，因此有

1
2L
‖∇φi(x)‖2 ≤ φi(x)− φi(x∗)
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展开φi(x)与∇φi(x)的表达式可得

‖∇fi(x)−∇fi(x∗)‖2 ≤ 2L[fi(x)− fi(x∗)−∇fi(x∗)>(x− x∗)].

对i从1到N进行求和，注意∇f (x∗) = 0：

1
N

N∑
i=1

‖∇fi(x)−∇fi(x∗)‖2 ≤ 2L[f (x)− f (x∗)], ∀x. (43)

利用(40)式的推导过程可得

E[‖vk‖2] ≤ 2E[‖∇fsk(xk)−∇fsk(x∗)‖2]+2E[‖∇fsk(x̃j−1)−∇fsk(x∗)‖2].

对上式右侧第一项，有

E[‖∇fsk(xk)−∇fsk(x∗)‖2]

= E[E[‖∇fsk(xk)−∇fsk(x∗)‖2|s1, s2, · · · , sk−1]]

= E

[
1
N

N∑
i=1

‖∇fi(xk)−∇fi(x∗)‖2

]
≤ 2LE[f (xk)− f (x∗)],
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类似地，对右侧第二项，有

E[‖∇fsk(x̃j−1)−∇fsk(x∗)‖2] ≤ 2LE[f (x̃j−1)− f (x∗)].

最终可得对E[‖vk‖2]的估计：

E[‖vk‖2] ≤ 4L(E[f (xk)− f (x∗)] + E[f (x̃j−1)− f (x∗)]).

将E[‖vk‖2]的上界代入对E[∆2
k+1]的估计，就有

E[∆2
k+1] ≤ E[∆2

k ]− 2αE[f (xk)− f (x∗)] + α2E[‖vk‖2]

≤ E[∆2
k ]− 2α(1− 2αL)E[f (xk)− f (x∗)]

+ 4Lα2E[f (x̃j−1)− f (x∗)].
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对k从1到m求和，并且注意到x1 = x̃j−1就可以得到

E[∆2
m+1] + 2α(1− 2αL)

m∑
k=1

E[f (xk)− f (x∗)]

≤ E[‖x̃j−1 − x∗‖2] + 4Lα2mE[f (x̃j−1)− f (x∗)]

≤ 2
µ
E[f (x̃j−1)− f (x∗)] + 4Lα2mE[f (x̃j−1)− f (x∗)],

注意到x̃j = 1
m

∑m
k=1 xk，所以

E[f (x̃j)− f (x∗)]

≤ 1
m

m∑
k=1

E[f (xk)− f (x∗)]

≤ 1
2α(1− 2αL)m

(
2
µ

+ 4mLα2
)
E[f (x̃j−1)− f (x∗)]

= ρE[f (x̃j−1)− f (x∗)].
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