
最优化计算方法（简化版）

刘浩洋、户将、李勇锋、文再文编著





前言

最优化计算方法是运筹学、计算数学、机器学习和数据科学与大数据技
术等专业的一门核心课程。最优化问题通常需要对实际需求进行定性和定
量分析，建立恰当的数学模型来描述该问题，设计合适的计算方法来寻找问
题的最优解，探索研究模型和算法的理论性质，考察算法的计算性能等。最
优化算法广泛应用于科学与工程计算、数据科学、机器学习、人工智能、图
像和信号处理、金融和经济、管理科学等众多领域。本书将介绍最优化的基
本概念、典型案例、基本算法和理论，培养学生解决实际问题的能力。

本书可作为数学优化、运筹学、计算数学、机器学习、人工智能、计算
机科学和数据科学等专业的本科生、研究生和相关研究人员的教材或参考书
目。通过本书的学习，希望读者能掌握最优化的基本概念、最优性理论、一
些典型的最优化问题（如凸优化，无约束优化，约束优化，复合优化，等等）
的建模或判别、相关优化问题的基本计算方法、能学会调用基于MATLAB

或 Python等语言的典型优化软件程序求解一些标准的优化问题，可以灵活
运用所讲授的算法和理论求解一些非标准的优化问题，并锻炼对将实际问
题建立合适最优化模型、选择合适的现有软件包和算法、遇到没有现成算法
自己实现简单算法等能力。

考虑到不同层次的需求，本书另有详细版（书名：《最优化：建模、算
法与理论》），主要区别是详细版中包含一些复杂的概念、详细的例子和证
明。在第一章简要介绍最优化基本概念之后，本书从四个方面进行讲述。

• 基础知识：第二章介绍最优化建模和算法中经常需要使用的一些基础
知识，包括范数、导数、凸集、凸函数、次梯度、共轭函数等。

• 优化建模：第三章给出了最优化问题的一些典型分类和判别技巧，如
线性规划、半定规划、最小二乘问题、复合优化、矩阵优化、随机优化
等。一个实际问题根据其侧重点可以由不同的优化模型来描述，一种
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优化模型也可以对应很多不同的实际应用。

• 最优性理论：第四章介绍最优性理论，包括最优解的存在性、无约束
可微问题、无约束不可微问题、带约束优化问题和凸优化问题的一阶
或二阶最优性条件、对偶理论、带广义不等式约束（如半定规划问题）
的对偶理论。

• 最优化算法：第五章介绍无约束优化算法，包括线搜索方法、梯度类算
法、次梯度算法、牛顿（Newton）类算法、拟牛顿类算法、信赖域算
法、非线性最小二乘问题算法。第六章介绍约束优化算法，包括罚函
数法、增广拉格朗日（Lagrange）函数法及其在典型凸优化问题的原
始问题和对偶问题上的具体应用。第七章介绍复合优化算法，包括近
似点梯度法、Nesterov加速算法、近似点算法、分块坐标下降法、对
偶算法、交替方向乘子法、随机优化算法。

本书主要概念配有详细的例子来解释，主要优化算法的介绍包含算法
描述、应用举例和收敛性分析三个方面。在算法描述方面，本书侧重于算法
的基本思想和直观解释；在应用举例方面，针对几乎所有算法写出了其在稀
疏优化或逻辑回归等典型问题中的具体形式和求解过程，给出了最优性度
量与迭代步数关系等数值结果。相关程序也可以从作者主页下载，读者可方
便地比较各种算法的特点。

本书各部分内容的难易程度有些差异，理论和算法涉及的基础知识也有
较大差异，比如向量导数、凸集、凸函数、线性代数等在低年级课程中大多
已经覆盖，但是矩阵函数及其导数、共轭函数、次梯度等可能讲述很少。因
此讲授或阅读时可以根据具体情况进行选择，不一定要按照章节的顺序进
行。例如次梯度、无约束不可微问题的最优性理论和次梯度算法等涉及非光
滑函数的基础部分可以考虑放在光滑函数的梯度类算法之后再讲授或阅读。

最优化理论与算法内涵十分丰富，本书涉及的各方面仍然比较初步和
浅略。更全面的应用场景，更深入的理论探讨和更详细的算法设计需读者进
一步查阅相关章节给出的参考文献。由于篇幅限制，有很多重要内容没有讲
述，如连续优化里的共轭梯度算法、逐步二次规划、无导数优化、线性规划
单纯形法和内点法、二次锥规划和半定规划的内点法、非线性规划的内点法
等。本书也没有讲述带微分方程约束优化、流形约束优化、鲁棒优化、整数
规划、组合优化、次模优化、动态规划等应用广泛的知识，感兴趣的读者可
以阅读相关文献。
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第一章 最优化简介

最优化问题（也称优化问题）泛指定量决策问题，主要关心如何对有限
资源进行有效分配和控制，并达到某种意义上的最优．它通常需要对需求进
行定性和定量分析，建立恰当的数学模型来描述该问题，设计合适的计算方
法来寻找问题的最优解，探索研究模型和算法的理论性质，考察算法的计算
性能等．由于很多数学问题难以直接给出显式解，最优化模型就成为人们最
常见的选择，计算机的高速发展也为最优化方法提供了有力辅助工具．因此
最优化方法被广泛应用于科学与工程计算、金融与经济、管理科学、工业生
产、图像与信号处理、数据分析与人工智能、计算物理与化学等众多领域．

本章将介绍最优化问题的一般形式和一些重要的基本概念，并通过实
际应用中的例子让读者更加直观地理解最优化问题．

1.1 最优化问题概括

1.1.1 最优化问题的一般形式

最优化问题一般可以描述为

min f (x),

s.t. x ∈ X ,
(1.1.1)

其中 x = (x1, x2, · · · , xn)
T ∈Rn是决策变量，f : Rn→R是目标函数，X ⊆Rn

是约束集合或可行域，可行域包含的点称为可行解或可行点．记号 s.t. 是
“subject to”的缩写，专指约束条件．当 X = Rn 时，问题 (1.1.1)称为无约
束优化问题．集合 X 通常可以由约束函数 ci(x) : Rn→R, i = 1,2, · · · ,m + l

1



2 第一章 最优化简介

表达为如下具体形式：

X = {x ∈Rn | ci(x)⩽ 0, i = 1,2, · · · ,m,

ci(x) = 0, i = m + 1,m + 2 · · · ,m + l}.

在所有满足约束条件的决策变量中，使目标函数取最小值的变量 x∗ 称为优
化问题 (1.1.1)的最优解，即对任意 x ∈ X 都有 f (x) ⩾ f (x∗)．如果我们求
解在约束集合 X 上目标函数 f (x)的最大值，则问题 (1.1.1)的“min”应相
应地替换为“max”．注意到在集合 X 上，函数 f 的最小（最大）值不一定
存在，但是其下（上）确界“inf f (sup f )”总是存在的．因此，当目标函数
的最小 (最大）值不存在时，我们便关心其下（上）确界，即将问题 (1.1.1)

中的“min(max)”改为“inf(sup)”．为了叙述简便，问题 (1.1.1)中 x为 Rn

空间中的向量．实际上，根据具体应用和需求，x还可以是矩阵、多维数组
或张量等，本书介绍的很多理论和算法可以相应推广．

由于本书涉及较多公式，请读者根据上下文区分公式中的标量、
向量、矩阵．在不加说明的情况下，向量一般用小写英文字母或希腊
字母表示，矩阵一般用大写英文字母或希腊字母表示．公式中的标量
可能使用多种记号，需要根据上下文确定．读者也可参考附录 A符
号表．

1.1.2 最优化问题的类型与应用背景

最优化问题 (1.1.1) 的具体形式非常丰富，我们可以按照目标函数、约
束函数以及解的性质将其分类．按照目标函数和约束函数的形式来分：当目
标函数和约束函数均为线性函数时，问题 (1.1.1)称为线性规划；当目标函
数和约束函数中至少有一个为非线性函数时，相应的问题称为非线性规划；
如果目标函数是二次函数而约束函数是线性函数则称为二次规划；包含非
光滑函数的问题称为非光滑优化；不能直接求导数的问题称为无导数优化；
变量只能取整数的问题称为整数规划；在线性约束下极小化关于半正定矩
阵的线性函数的问题称为半定规划，其广义形式为锥规划．按照最优解的性
质来分：最优解只有少量非零元素的问题称为稀疏优化；最优解是低秩矩
阵的问题称为低秩矩阵优化．此外还有几何优化、二次锥规划、张量优化、
鲁棒优化、全局优化、组合优化、网络规划、随机优化、动态规划、带微分
方程约束优化、微分流形约束优化、分布式优化等．就具体应用而言，问题



1.2 实例：稀疏优化 3

(1.1.1)可涵盖统计学习、压缩感知、最优运输、信号处理、图像处理、机器
学习、强化学习、模式识别、金融工程、电力系统等领域的优化模型．
需要指出的是，数学建模很容易给出应用问题不同的模型，可以对应性

质很不相同的问题，其求解难度和需要的算法也将差别很大．在投资组合
优化中，人们希望通过寻求最优的投资组合以降低风险、提高收益．这时决
策变量 xi 表示在第 i项资产上的投资额，向量 x ∈Rn 表示整体的投资分配．
约束条件可能为总资金数、每项资产的最大（最小）投资额、最低收益等．
目标函数通常是某种风险度量．如果是极小化收益的方差，则该问题是典型
的二次规划；如果极小化风险价值 (value at risk)函数，则该问题是混合整
数规划；如果极小化条件风险价值（conditional value at risk)函数，则该
问题是非光滑优化，也可以进一步化成线性规划．
在本章后面的三节中，我们通过一些实际应用中的例子更直观、深入地

理解最优化问题．由于篇幅限制，我们通常只简要给出它们的一些典型形
式，而且叙述并不严格，主要是提供这些应用的大致形式，详细的定义和描
述请读者参考本书后面的章节或者相关参考文献．而在第三章中，我们会将
它们按优化问题分类．本书的目标之一是使得读者通过学习本书的理论和算
法，能用算法软件包来求解这些模型，并了解这些算法有哪些优缺点，更进
一步地，使得读者能独立设计类似问题的算法．

1.2 实例：稀疏优化

考虑线性方程组求解问题：

Ax = b, (1.2.1)

其中向量 x ∈ Rn，b ∈ Rm，矩阵 A ∈ Rm×n，且向量 b的维数远小于向量 x

的维数，即 m≪ n．在自然科学和工程中常常遇到已知向量 b和矩阵 A，想
要重构向量 x 的问题．例如在信号传输过程中，希望通过接收到长度为 m

的数字信号精确地重构原始信号．注意到由于 m≪ n，方程组 (1.2.1)是欠
定的，因此存在无穷多个解，重构出原始信号看似很难．所幸的是，这些解
当中大部分是我们不感兴趣的，真正有用的解是所谓的“稀疏解”，即原始
信号中有较多的零元素．如果加上稀疏性这一先验信息，且矩阵 A以及原
问题的解 u 满足某些条件，那么我们可以通过求解稀疏优化问题把 u 与方
程组 (1.2.1)的其他解区别开．这类技术广泛应用于压缩感知（compressive

sensing），即通过部分信息恢复全部信息的解决方案．
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先来看一个具体的例子．在MATLAB环境里构造 A, u和 b：

1 m = 128; n = 256;

2 A = randn(m, n);

3 u = sprandn(n, 1, 0.1);

4 b = A * u;

在这个例子中，我们构造了一个 128× 256矩阵 A，它的每个元素都服从高
斯（Gauss）随机分布．精确解 u只有 10%的元素非零，每一个非零元素也
服从高斯分布．这些特征可以在理论上保证 u是方程组 (1.2.1)唯一的非零
元素最少的解，即 u是如下 ℓ0 范数1问题的最优解：

min
x∈Rn

∥x∥0,

s.t. Ax = b.
(1.2.2)

其中 ∥x∥0是指 x中非零元素的个数．由于 ∥x∥0是不连续的函数，且取值只
可能是整数，问题 (1.2.2)实际上是NP（non-deterministic polynomial）难
的，求解起来非常困难．因此当 n 较大时通过直接求解问题 (1.2.2)来恢复
出原始信号 u是行不通的．那有没有替代的方法呢？答案是有的．若定义 ℓ1

范数：∥x∥1 =
n

∑
i=1

|xi|，并将其替换到问题 (1.2.2)当中，我们得到了另一个形

式上非常相似的问题（又称 ℓ1 范数优化问题，基追踪问题）：

min
x∈Rn

∥x∥1,

s.t. Ax = b.
(1.2.3)

令人惊讶地是，可以从理论上证明：若 A,b 满足一定的条件（例如使用前
面随机产生的 A 和 b），向量 u 也是 ℓ1 范数优化问题 (1.2.3) 的唯一最优
解．这一发现的重要之处在于，虽然问题 (1.2.3) 仍没有显式解，但与问题
(1.2.2)相比难度已经大大降低．前面我们提到 ℓ0 范数优化问题是 NP难问
题，但 ℓ1 范数优化问题的解可以非常容易地通过现有优化算法得到！从这
个例子不难发现，优化学科的研究能够极大程度上帮助我们攻克现有的困
难问题．既然有如上令人兴奋的结果，我们是否能使用其他更容易求解的
范数替代 ℓ0 范数呢？事实并非如此．如果简单地把 ℓ1 范数修改为 ℓ2 范数：

1实际上，ℓ0 范数不是一个范数，这里为了叙述统一而采用了这个术语，读者应当注意这个区别．
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∥x∥2 =

(
n

∑
i=1

x2
i

)1/2

，即求解如下优化问题：

min
x∈Rn

∥x∥2,

s.t. Ax = b.
(1.2.4)

几何学的知识表明，问题 (1.2.4)实际上就是原点到仿射集 Ax = b 的投影，
我们可以直接写出它的显式表达式．但遗憾的是，u并不是问题 (1.2.4)的解．
事实上，图 1.1(a)-(c)分别给出了一组随机数据下的 u，以及问题 (1.2.3)和
问题 (1.2.4)的数值解．可以看出图 1.1(a)和 (b)是完全一样的，而 (c)则与
u相去甚远，虽然隐约能看出数据点的大致趋势，但已经不可分辨非零元素
的具体位置．
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(a) 精确解 u

50 100 150 200 250
-2

-1.5

-1

-0.5

0

0.5

1

1.5

2

2.5

3

(b) 问题 (1.2.3)的解

50 100 150 200 250
-1.5

-1

-0.5

0

0.5

1

1.5

2

(c) 问题 (1.2.4)的解

图 1.1 稀疏优化的例子

为什么会出现这种情况呢？这要追溯到 ℓ0, ℓ1, ℓ2 范数的性质．下面用
图示的方式来直观说明为什么 ℓ1 范数优化问题的解具有稀疏性而 ℓ2 范数优
化问题的解不具有该性质．为了方便起见，我们在二维空间上讨论求解欠定
方程组 Ax = b，此时 Ax = b 是一条直线．在几何上，三种优化问题实际
上要找到最小的 C，使得“范数球”{x|∥x∥⩽ C}（∥ · ∥表示任何一种范数）
恰好与 Ax = b相交．而图 1.2里分别展示了三种范数球的几何直观：对 ℓ0

范数，当 C = 2 时 {x|∥x∥0 ⩽ C} 是全平面，它自然与 Ax = b 相交，而当
C = 1时退化成两条直线（坐标轴），此时问题的解是 Ax = b和这两条直线
的交点；对 ℓ1范数，根据 C不同 {x|∥x∥1 ⩽ C}为一系列正方形，这些正方
形的顶点恰好都在坐标轴上，而最小的 C对应的正方形和直线 Ax = b的交
点一般都是顶点，因此 ℓ1 范数的解有稀疏性；对 ℓ2 范数，当 C取值不同时
{x|∥x∥2 ⩽ C}为一系列圆，而圆有光滑的边界，它和直线 Ax = b的切点可
以是圆周上的任何一点，所以 ℓ2 范数优化问题一般不能保证解的稀疏性．
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(a) ℓ0 范数 (b) ℓ1 范数 (c) ℓ2 范数

图 1.2 三种范数优化问题求解示意图

问题 (1.2.3)的理论和算法研究在 2006年左右带来了革命性的影响．理
论上研究的课题包括什么条件下问题 (1.2.3)的解具有稀疏性，如何改进这
些条件，如何推广这些条件到其他应用．常见的数据矩阵 A一般由离散余
弦变换、小波变换、傅里叶（Fourier)变换等生成．虽然这些矩阵本身并没
有稀疏性，但通常具有很好的分析性质，保证稀疏解的存在性．注意到绝对
值函数在零点处不可微，问题 (1.2.3)是非光滑优化问题．虽然它可以等价于
线性规划问题，但是数据矩阵 A通常是稠密矩阵，甚至 A的元素未知或者
不能直接存储，只能提供 Ax或 ATy等运算结果．在这些特殊情况下，线性
规划经典的单纯形法和内点法通常不太适用于求解大规模的问题 (1.2.3)．本
书的一个主要目的就是根据这些问题的特点设计合适的算法进行求解．需要
强调的是，问题 (1.2.3)主要特点是其最优解是稀疏向量，它是稀疏优化的
一种典型形式．

本书还将考虑带 ℓ1 范数正则项的优化问题

min
x∈Rn

µ∥x∥1 +
1
2
∥Ax− b∥2

2, (1.2.5)

其中 µ > 0是给定的正则化参数．问题 (1.2.5)又称为 LASSO（least absolute

shrinkage and selection operator），该问题可以看成是问题 (1.2.3)的二次
罚函数形式．由于它是无约束优化问题，形式上看起来比问题 (1.2.3)简单．
本书大部分数值算法都将针对问题 (1.2.3)或问题 (1.2.5)给出具体形式．因
此全面掌握它们的求解方法是掌握基本最优化算法的一个标志．



1.3 实例：深度学习 7

1.3 实例：深度学习

深度学习（deep learning）的起源可以追溯至 20世纪 40年代，其雏形
出现在控制论中．近十年来深度学习又重新走入了人们的视野，深度学习问
题和算法的研究也经历了一次新的浪潮．虽然卷积网络的设计受到了生物学
和神经科学的启发，但深度学习目前的发展早已超越了机器学习模型中的
神经科学观点．它用相对简单的函数来表达复杂的表示，从低层特征概括到
更加抽象的高层特征，让计算机从经验中挖掘隐含的信息和价值．本节我们
将通过介绍多层感知机和卷积神经网络来了解优化模型在深度学习中的应
用．

1.3.1 多层感知机

多层感知机（multi-layer perceptron, MLP）也叫作深度前馈网络（deep

feedforward network）或前馈神经网络（feedforward neural network），
它通过已有的信息或者知识来对未知事物进行预测．在神经网络中，已知的
信息通常用数据集来表示．数据集一般分为训练集和测试集：训练集是用来
训练神经网络，从而使得神经网络能够掌握训练集上的信息；测试集是用来
测试训练完的神经网络的预测准确性．一个常见的任务是分类问题．假设我
们有一个猫和狗的图片集，将其划分成训练集和测试集（保证集合中猫和狗
图片要有一定的比例）．神经网络是想逼近一个从图片到 {0,1}的函数，这
里 0表示猫，1表示狗．因为神经网络本身的结构和大量的训练集信息，训
练得到的函数与真实结果具有非常高的吻合性．

具体地，给定训练集 D = {{a1,b1},{a2,b2}, · · · ,{am,bm}}，假设数据
ai ∈Rp, bi ∈Rq．为了方便处理模型里的偏差项，还假设 ai 的第一个元素等
于 1，即 ai1 = 1．图 1.3给出了一种由 p个输入单元和 q个输出单元构成的
(L + 2)层感知机，其含有一个输入层，一个输出层，和 L个隐藏层．该感
知机的第 l个隐藏层共有 m(l) 个神经元，为了方便我们用 l = 0表示输入层，
l = L+ 1表示输出层，并定义m(0) = p和m(L+1) = q．设 y(l) ∈Rm(l)

为第 l层的
所有神经元，同样地，为了能够处理每一个隐藏层的信号偏差，除输出层外，
我们令 y(l)的第一个元素等于 1，即 y(l)

1 = 1,0 ⩽ l ⩽ L，而其余的元素则是通
过上一层的神经元的值进行加权求和得到．令参数 x = (x(1), x(2), · · · , x(L+1))

表示网络中所有层之间的权重，其中 x(l)
i,k 是第 (l − 1)隐藏层的第 k个单元

连接到第 l 隐藏层的第 i个单元对应的权重，则在第 l 隐藏层中，第 i个单
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元（i > 1，当 l = L + 1时可取为 i ⩾ 1）计算输出信息 y(l)
i 为

y(l)
i = t(z(l)i ), z(l)i =

m(l−1)

∑
k=1

x(l)
i,k y(l−1)

k . (1.3.1)

这里函数 t(·)称为激活函数，常见的类型有 Sigmoid函数

t(z) =
1

1 + exp(−z)
,

Heaviside函数

t(z) =

1, z ⩾ 0,

0, z < 0,

以及 ReLU函数
t(z) = max{0,z}. (1.3.2)

整个过程可以描述为

y(0) x(1)

→ z(1) t→ y(1) x(2)

→ ·· · t→ y(L+1).

容易看出，多层感知机的每一层输出实际就是由其上一层的数值作线
性组合再逐分量作非线性变换得到的．若将 y(0) 视为自变量，y(L+1) 视为因
变量，则多层感知机实际上定义了一个以 x为参数的函数 h(a; x) : Rp→Rq，
这里 a为输入层 y(0) 的取值．当输入数据为 ai 时，其输出 h(ai; x)将作为真
实标签 bi 的估计．若选择平方误差为损失函数，则我们得到多层感知机的
优化模型：

min
x

m

∑
i=1

∥h(ai; x)− bi∥2
2 + λr(x), (1.3.3)

其中 r(x)是正则项，用来刻画解的某些性质，如光滑性或稀疏性等；λ称为
正则化参数，用来平衡模型的拟合程度和解的性质．如果 λ太小，那么对解
的性质没有起到改善作用；如果 λ太大，则模型与原问题相差很大，可能是
一个糟糕的逼近．

1.3.2 卷积神经网络

卷积神经网络（convolutional neural network，CNN）是一种深度前馈
人工神经网络，专门用来处理如时间序列数据或是图像等网格数据．CNN

在计算机视觉、视频分析、自然语言处理等诸多领域有大量成功的应用．与
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输出层

图 1.3 带 p个输入单元和 q个输出单位的 (L + 2)层感知机的网络图，第 l

个隐藏层包含 m(l) 个神经元．

图 1.3 对应的全连接网络（相邻两层之间的节点都是相连或相关的）不同，
卷积神经网络的思想是通过局部连接以及共享参数的方式来大大减少参数
量，从而减少对数据量的依赖以及提高训练的速度．典型的 CNN网络结构
通常由一个或多个卷积层、下采样层（subsampling）2和顶层的全连接层组
成．全连接层的结构与多层感知机的结构相同．卷积层是一种特殊的网络
层，它首先对输入数据进行卷积操作产生多个特征映射，之后使用非线性激
活函数（比如 ReLU）对每个特征进行变换．下采样层一般位于卷积层之后，
它的作用是减小数据维数并提取数据的多尺度信息，其结果最终会输出到
下一组变换．
给定一个二维图像 III ∈ Rn×n 和卷积核 KKK ∈ Rk×k，我们定义一种简单的

卷积操作 SSS = III ∗ KKK，它的元素是

SSSi,j = ⟨III(i : i + k− 1, j : j + k− 1),KKK⟩ , (1.3.4)

其中两个矩阵 X,Y 的内积是它们相应元素乘积之和，即 ⟨X,Y⟩ = ∑
i,j

XijYij，

III(i : i + k − 1, j : j + k − 1) 是矩阵 III 从位置 (i, j) 开始的一个 k × k 子矩阵．
图 1.4给出了一个例子．生成的结果 SSS可以根据卷积核的维数、III 的边界是
否填充、卷积操作时滑动的大小等相应变化．
图 1.5给出了下采样层的一个示例．第 l特征层是第 (l− 1)特征层的下

采样层．具体地，我们先将第 (l− 1)层的每个矩阵划分成若干子矩阵，之后

2有时也称为“池化”（pooling）



10 第一章 最优化简介

1 2 2 1 2 1 1
0 0 0 1 2 0 0
2 0 1 2 0 1 1
2 1 1 0 1 0 1
1 0 2 0 1 2 2
1 2 1 0 1 0 2
0 2 2 1 1 0 0

I

∗
1 0 1
0 1 0
1 0 1

K

=

6 5 6 7 4
3 3 6 1 5
7 3 4 6 4
5 5 4 1 7
7 4 6 4 4

S = I ∗ K

1 0 1
0 1 0
1 0 1

×1 ×0 ×1

×0 ×1 ×0

×1 ×0 ×1

图 1.4 卷积操作

第 (l − 1) 特征层 第 l 特征层

图 1.5 下采样层示例

将每个子矩阵里所有元素按照某种规则（例如取平均值或最大值）变换成一
个元素．因此，第 (l − 1)特征层每个小框里所有元素的平均值或最大值就
对应于第 l特征层的一个元素．容易看出，下采样层实际上是用一个数代表
一个子矩阵，经过下采样层变换后，前一特征层矩阵的维数会进一步降低．
图 1.6给出了一个简单的卷积神经网络示意图．输入图片通过不同的卷积核
生成的不同矩阵，再经过非线性激活函数作用后生成第 1层的特征；第 2层
是第 1层的下采样层；第 3层和第 4层又是卷积层和下采样层；第 5层是全
连接层；第 6层为输出层．实际的卷积神经网络可达几十层甚至更多，卷积
核的大小，网络节点之间的连接方式也可以有很多变化，从而生成不一样的
模型．

给定一个训练集 D = {{a1,b1},{a2,b2}, · · · ,{am,bm}}，其中 ai 是训练
图片，bi 是其对应的标签．卷积神经网络对应的优化问题的形式仍可套用
(1.3.3)，但函数 h(ai; x)由卷积神经网络构成，而 x是卷积神经网络的参数．



1.4 最优化的基本概念 11

第 l = 0 层
输入图片

带非线性
激活函数的
第 l = 1 卷积层

第 l = 2 层
下采样层

带非线性
激活函数的
第 l = 3 卷积层

第 l = 4 层
下采样层

第 l = 5 层
全连接层

输出层
全连接层

图 1.6 卷积神经网络一种示意图

1.4 最优化的基本概念

一般来说，最优化算法研究可以分为：构造最优化模型、确定最优化问
题的类型和设计算法、实现算法或调用优化算法软件包进行求解．最优化模
型的构造和实际问题紧密相关，比如说，给定二维欧几里得（Euclid）空间
的若干个离散点，假定它们可以通过一条直线分成两部分，也可以通过一条
曲线分成两部分．那么分别使用直线与曲线所得到的最优化模型是不同的．
在问题 (1.1.1)中，目标函数 f 和约束函数 ci 都是由模型来确定的．在确定
模型之后，我们需要对模型对应的优化问题进行分类．这里，分类的必要性
是因为不存在对于所有优化问题的一个统一的算法．因此我们需要针对具
体优化问题所属的类别，来设计或者调用相应的算法求解器．最后就是模型
的求解过程．同一类优化问题往往存在着不同的求解算法．对于具体的优化
问题，我们需要充分利用问题的结构，并根据问题的需求（求解精度和速度
等）来设计相应的算法．另外，根据算法得到的结果，我们可以来判别模型
构造是否合理或者进一步地改进模型．如果构造的模型比较复杂，那么算法
求解起来相对困难（时间慢或者精度差）．此时算法分析可以帮助我们设计
替代模型，以确保快速且比较精确地求出问题的解．

这三个部分的研究对于形成完备的最优化体系是必要的．实际应用导出
的各种各样的最优化模型给最优化学科不断注入新鲜的血液，对现有的优
化算法进行挑战并推动其向前发展．最优化算法的设计以及理论分析帮助实
际问题建立更鲁棒稳定的模型．模型与算法相辅相成，使得最优化学科不断
发展．
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1.4.1 连续和离散优化问题

最优化问题可以分为连续和离散优化问题两大类．连续优化问题是指
决策变量所在的可行集合是连续的，比如平面、区间等．如稀疏优化问题
(1.2.2) — (1.2.5) 的约束集合就是连续的．离散优化问题是指决策变量能在
离散集合上取值，比如离散点集、整数集等．常见的离散优化问题有整数规
划，其对应的决策变量的取值范围是整数集合．

在连续优化问题中，基于决策变量取值空间以及约束和目标函数的连
续性，我们可以从一个点处目标和约束函数的取值来估计该点可行邻域内
的取值情况．进一步地，可以根据邻域内的取值信息来判断该点是否最优．
离散优化问题则不具备这个性质，因为决策变量是在离散集合上取值．因此
在实际中往往比连续优化问题更难求解．实际中的离散优化问题往往可以转
化为一系列连续优化问题来进行求解．比如线性整数规划问题中著名的分支
定界方法，就是松弛成一系列线性规划问题来进行求解．因此连续优化问题
的求解在最优化理论与算法中扮演着重要的角色．本书后续的内容也将围绕
连续优化问题展开介绍．

1.4.2 无约束和约束优化问题

最优化问题的另外一个重要的分类标准是约束是否存在．无约束优化问
题的决策变量没有约束条件限制，即可行集合 X = Rn．相对地，约束优化
问题是指带有约束条件的问题．在实际应用中，这两类优化问题广泛存在．
无约束优化问题对应于在欧几里得空间中求解一个函数的最小值点．比如在
ℓ1 正则化问题 (1.2.5)中，决策变量的可行域是 Rn，其为一个无约束优化问
题．在问题 (1.2.2) — (1.2.4)中，可行集为 {x | Ax = b}，其为约束优化问题．

因为问题 (1.1.1)可以通过将约束（X ̸= Rn）罚到目标函数上转化为无
约束问题，所以在某种程度上，约束优化问题就是无约束优化问题．很多约
束优化问题的求解也是转化为一系列的无约束优化问题来做，常见方式有
增广拉格朗日函数法、罚函数法等．尽管如此，约束优化问题的理论以及算
法研究仍然是非常重要的．主要原因是，借助于约束函数，我们能够更好地
描述可行域的几何性质，进而更有效地找到最优解．对于典型的约束和无
约束优化模型，我们将会在本书的第三章中介绍，相应的理论以及算法会在
第四—七章中给出．
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1.4.3 随机和确定性优化问题

伴随着近年来人工智能的发展，随机优化问题的研究得到了长足的发
展．随机优化问题是指目标或者约束函数中涉及随机变量而带有不确定性
的问题．不像确定性优化问题中目标和约束函数都是确定的，随机优化问题
中总是包含一些未知的参数．在实际问题中，我们往往只能知道这些参数的
某些估计．随机优化问题在机器学习、深度学习以及强化学习中有着重要应
用，其优化问题的目标函数是关于一个未知参数的期望的形式．因为参数的
未知性，实际中常用的方法是通过足够多的样本来逼近目标函数，得到一个
新的有限和形式的目标函数．由于样本数量往往非常大，我们还是将这个问
题看作相对于指标随机变量的期望形式，然后通过随机优化方法来进行求
解．

相比于确定性优化问题，随机优化问题的求解往往涉及更多的随机性．
很多确定性优化算法都有相应的随机版本．随机性使得这些算法在特定问题
上具有更低的计算复杂度或者更好的收敛性质．以目标函数为多项求和的优
化问题为例，如果使用确定性优化算法，每一次计算目标函数的梯度都会引
入昂贵的复杂度．但是对于随机优化问题，我们每次可能只计算和式中的一
项或者几项，这大大减少了计算时间．同时我们还能保证算法求解的足够精
确．具体的模型介绍会在第三章中给出．确定性优化算法会在第五—七章中
给出，随机优化算法会在第七章中介绍．

1.4.4 线性和非线性规划问题

线性规划是指问题 (1.1.1) 中目标函数和约束函数都是线性的．当目标
函数和约束函数至少有一个是非线性的，那么对应的优化问题的称为非线
性规划问题．线性规划问题在约束优化问题中具有较为简单的形式．类似于
连续函数可以用分片线性函数来逼近一样，线性规划问题的理论分析与数
值求解可以为非线性规划问题提供很好的借鉴和基础．

线性规划问题的研究很早便得到了人们的关注．在 1946—1947年，George

Bernard Dantzig提出了线性规划的一般形式并提出了至今仍非常流行的单
纯形方法．虽然单纯形方法在实际问题中经常表现出快速收敛，但是其复杂
度并不是多项式的．1979年，Leonid Khachiyan证明了线性规划问题多项
式时间算法的存在性．1984年，Narendra Karmarkar提出了多项式时间的
内点法．后来，内点法也被推广到求解一般的非线性规划问题．目前，求解
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线性规划问题最流行的两类方法依然是单纯形法和内点法．

1.4.5 凸和非凸优化问题

凸优化问题是指最小化问题 (1.1.1)中的目标函数和可行域分别是凸函
数和凸集．如果其中有一个或者两者都不是凸的，那么相应的最小化问题是
非凸优化问题．因为凸优化问题的任何局部最优解都是全局最优解，其相应
的算法设计以及理论分析相对非凸优化问题简单很多．

注 1.1 若问题 (1.1.1)中的min改为max，且目标函数和可行域分别为
凹函数和凸集，我们也称这样的问题为凸优化问题．这是因为对凹函数求极
大等价于对其相反数（凸函数）求极小．

在实际问题的建模中，我们经常更倾向于得到一个凸优化模型．另外，
判断一个问题是否是凸问题也很重要．比如，给定一个非凸优化问题，一种
方法是将其转化为一系列凸优化子问题来求解．此时需要清楚原非凸问题中
的哪个或哪些函数导致了非凸性，之后考虑的是如何用凸优化模型来逼近
原问题．在压缩感知问题中，ℓ0范数是非凸的，原问题对应的解的性质难以
直接分析，相应的全局收敛的算法也不容易构造．利用 ℓ0 范数和 ℓ1 范数在
某种意义上的等价性，我们将原非凸问题转化为凸优化问题．在一定的假设
下，我们通过求解 ℓ1 范数对应的凸优化问题得到了原非凸优化问题的全局
最优解．

1.4.6 全局和局部最优解

在求解最优化问题之前，先介绍最小化问题 (1.1.1)的最优解的定义．

定义 1.1 (最优解) 对于可行点 x̄ (即 x̄ ∈ X )，定义如下概念：

(1) 如果 f (x̄)⩽ f (x), ∀x ∈ X，那么称 x̄为问题 (1.1.1)的全局极小解（点）
，有时也称为（全局）最优解或最小值点；

(2) 如果存在 x̄的一个 ε邻域 Nε(x̄)使得 f (x̄)⩽ f (x), ∀x ∈ Nε(x̄) ∩ X ,那
么称 x̄为问题 (1.1.1)的局部极小解（点），有时也称为局部最优解；

(3) 进一步地，如果有 f (x̄)< f (x), ∀x ∈ Nε(x̄)∩X , x ̸= x̄成立，则称 x̄为
问题 (1.1.1)的严格局部极小解（点）．
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如果一个点是局部极小解，但不是严格局部极小解，我们称之为非严格
局部极小解．在图 1.7中，我们以一个简单的函数为例，指出了其全局与局
部极小解．

x

f(x)

全局极小解

严格局部极小解

非严格局部极小解

图 1.7 函数的全局极小、严格局部极小和非严格局部极小解

在问题 (1.1.1) 的求解中，我们想要得到的是其全局最优解，但是由于
实际问题的复杂性，往往只能够得到其局部最优解．在第三章中，我们将会
针对具体的优化问题来分析其全局与局部最优解．

1.4.7 优化算法

在给定优化问题之后，我们要考虑如何求解．根据优化问题的不同形
式，其求解的困难程度可能会有很大差别．对于一个优化问题，如果我们能
用代数表达式给出其最优解，那么这个解称为显式解，对应的问题往往比较
简单．例如二次函数在有界区间上的极小化问题，我们可以通过比较其在对
称轴上和区间两个端点处的值得到最优解，这个解可以显式地写出．但实际
问题往往是没有办法显式求解的，因此常采用迭代算法．
迭代算法的基本思想是：从一个初始点 x0 出发，按照某种给定的规则

进行迭代，得到一个序列 {xk}．如果迭代在有限步内终止，那么希望最后一
个点就是优化问题的解．如果迭代点列是无穷集合，那么希望该序列的极限
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点（或者聚点）则为优化问题的解．为了使算法能在有限步内终止，我们一
般会通过一些收敛准则来保证迭代停在问题的一定精度逼近解上．对于无约
束优化问题，常用的收敛准则有

f (xk)− f ∗

max{| f ∗|,1} ⩽ ε1, ∥∇ f (xk)∥⩽ ε2, (1.4.1)

其中 ε1, ε2 为给定的很小的正数，∥ · ∥表示某种范数（这里可以简单理解为

ℓ2范数：∥x∥2 =

(
n

∑
i=1

x2
i

)1/2

，第二章将会给出范数的一般定义），f ∗为函数

f 的最小值（假设已知或者以某种方式估计得到）以及 ∇ f (xk)表示函数 f

在点 x处的梯度（光滑函数在局部最优点处梯度为零向量，第四章中会给出
更多介绍）．对于约束优化问题，还需要考虑约束违反度．具体地，要求最
后得到的点满足

ci(xk)⩽ ε3, i = 1,2, · · · ,m,

|ci(xk)|⩽ ε4, i = m + 1,m + 2, · · · ,m + l,

其中 ε3, ε4 为很小的正数，用来刻画 xk 的可行性．除了约束违反度之外，我
们也要考虑 xk 与最优解之间的距离，如 (1.4.1)式中给出的函数值与最优值
的相对误差．由于一般情况下事先并不知道最优解，在最优解唯一的情形下
一般使用某种基准算法来得到 x∗的一个估计，之后计算其与 xk 的距离以评
价算法的性能．因为约束的存在，我们不能简单地用目标函数的梯度来判断
最优性，实际中采用的判别准则是点的最优性条件的违反度（关于约束优化
的最优性条件，会在第四章中给出）．
对于一个具体的算法，根据其设计的出发点，我们不一定能得到一个

高精度的逼近解．此时，为了避免无用的计算开销，我们还需要一些停机准
则来及时停止算法的进行．常用的停机准则有

∥xk+1 − xk∥
max{∥xk∥,1} ⩽ ε5,

| f (xk+1)− f (xk)|
max{| f (xk)|,1} ⩽ ε6,

这里的各个 ε一般互不相等．上面的准则分别表示相邻迭代点和其对应目标
函数值的相对误差很小．在算法设计中，这两个条件往往只能反映迭代点列
接近收敛，但不能代表收敛到优化问题的最优解．
在算法设计中，一个重要的标准是算法产生的点列是否收敛到优化问

题的解．对于问题 (1.1.1)，其可能有很多局部极小解和全局极小解，但所有
全局极小解对应的目标函数值，即优化问题的最小值 f ∗ 是一样的．考虑无
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约束的情形，对于一个算法，给定初始点 x0，记其迭代产生的点列为 {xk}．
如果 {xk}在某种范数 ∥ · ∥的意义下满足

lim
k→∞
∥xk − x∗∥ = 0,

且收敛的点 x∗ 为一个局部（全局）极小解，那么我们称该点列收敛到局部
（全局）极小解，相应的算法称为是依点列收敛到局部（全局）极小解的．

在算法的收敛分析中，初始迭代点 x0 的选取也尤为重要．比如一般的
牛顿法，只有在初始点足够接近局部（全局）最优解时，才能收敛．但是这
样的初始点的选取往往比较困难，此时我们更想要的是一个从任何初始点
出发都能收敛的算法．因此优化算法的研究包括如何设计全局化策略，将已
有的可能发散的优化算法修改得到一个新的全局收敛到局部（全局）最优解
的算法．比如通过采用合适的全局化策略，我们可以修正一般的牛顿法使得
修改后的算法是全局收敛到局部（全局）最优解的．
进一步地，如果从任意初始点 x0出发，算法都是依点列收敛到局部（全

局）极小解的，我们称该算法是全局依点列收敛到局部（全局）极小解的．
相应地，如果记对应的函数值序列为 { f (xk)}，我们还可以定义算法的（全
局）依函数值收敛到局部（全局）极小值的概念．对于凸优化问题，因为其
任何局部最优解都为全局最优解，算法的收敛性都是相对于其全局极小而
言的．除了点列和函数值的收敛外，实际中常用的还有每个迭代点的最优性
条件（如无约束优化问题中的梯度范数，约束优化问题中的最优性条件违反
度等等）的收敛．
对于带约束的情形，给定初始点 x0，算法产生的点列 {xk}不一定是可

行的（即 xk ∈ X 未必对任意 k成立）．考虑到约束违反的情形，我们需要保
证 {xk}在收敛到 x∗的时候，其违反度是可接受的．除此要求之外，算法的
收敛性的定义和无约束情形相同．
在设计优化算法时，我们有一些基本的准则或技巧．对于复杂的优化问

题，基本的想法是将其转化为一系列简单的优化问题（其最优解容易计算或
者有显式表达式）来逐步求解．常用的技巧有：

(1) 泰勒（Taylor）展开．对于一个非线性的目标或者约束函数，我
们通过其泰勒展开用简单的线性函数或者二次函数来逼近，从
而得到一个简化的问题．因为该简化问题只在小邻域内逼近原
始问题，所以我们需要根据迭代点的更新来重新构造相应的简
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化问题．

(2) 对偶．每个优化问题都有对应的对偶问题．特别是凸的情形，当
原始问题比较难解的时候，其对偶问题可能很容易求解．通过
求解对偶问题或者同时求解原始问题和对偶问题，我们可以简
化原始问题的求解，从而设计更有效的算法．

(3) 拆分．对于一个复杂的优化问题，我们可以将变量进行拆分，比
如min

x
h(x) + r(x)，可以拆分成

min
x,y

h(x) + r(y), s.t. x = y.

通过引入更多的变量，我们可以得到每个变量的简单问题（较
易求解或者解有显式表达式），从而通过交替求解等方式来得到
原问题的解．

(4) 块坐标下降．对于一个 n维空间（n很大）的优化问题，我们可
以通过逐步求解分量的方式将其转化为多个低维空间中的优化
问题．比如，对于 n = 100，我们可以先固定第 2—100个分量，
来求解 x1；接着固定下标为 1,3—100的分量来求解 x2；依次类
推．

关于这些技巧的具体应用，读者可以进一步阅读本书中的算法部分．
对于同一个优化问题，其求解算法可以有很多．在设计和比较不同的算

法时，另一个重要的指标是算法的渐进收敛速度．我们以点列的 Q-收敛速
度（Q的含义为“quotient”）为例（函数值的Q-收敛速度可以类似地定义）．
设 {xk}为算法产生的迭代点列且收敛于 x∗，若对充分大的 k有

∥xk+1 − x∗∥
∥xk − x∗∥ ⩽ a, a ∈ (0,1),

则称算法（点列）是 Q-线性收敛的；若满足

lim
k→∞

∥xk+1 − x∗∥
∥xk − x∗∥ = 0,

称算法（点列）是 Q-超线性收敛的；若满足

lim
k→∞

∥xk+1 − x∗∥
∥xk − x∗∥ = 1,
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称算法（点列）是 Q-次线性收敛的．若对充分大的 k满足

∥xk+1 − x∗∥
∥xk − x∗∥2 ⩽ a, a > 0,

则称算法（点列）是 Q-二次收敛的．类似地，也可定义更一般的 Q-r次收
敛（r > 1）．

除 Q-收敛速度外，另一常用概念是 R-收敛速度（R的含义为“root”）．
以点列为例，设 {xk}为算法产生的迭代点且收敛于 x∗，若存在Q-线性收敛
于 0的非负序列 tk 并且

∥xk − x∗∥⩽ tk

对任意的 k成立，则称算法（点列）是 R-线性收敛的．类似地，可定义 R-超
线性收敛和 R-二次收敛等收敛速度．从 R-收敛速度的定义可以看出序列
{∥xk − x∗∥}被另一趋于 0的序列 {tk}控制．当知道 tk 的形式时，我们也称
算法（点列）的收敛速度为 O(tk)．

与收敛速度密切相关的概念是优化算法的复杂度 N(ε)，即计算出给定
精度 ε的解所需的迭代次数或浮点运算次数．在实际应用中，这两种定义复
杂度的方式均很常见．如果能较准确地估计每次迭代的运算量，则可以由算
法所需迭代次数推出所需浮点运算次数．我们用具体的例子来进一步解释算
法复杂度．设某一算法产生的迭代序列 {xk}满足

f (xk)− f (x∗)⩽ c√
k

, ∀ k > 0,

其中 c > 0为常数，x∗ 为全局极小点．如果需要计算算法满足精度 f (xk)−

f (x∗)⩽ ε所需的迭代次数，只需令
c√
k
⩽ ε则得到 k ⩾ c2

ε2，因此该优化算法

对应的（迭代次数）复杂度为 N(ε) =O
(

1
ε2

)
．注意，渐进收敛速度更多的

是考虑迭代次数充分大的情形，而复杂度给出了算法迭代有限步之后产生
的解与最优解之间的定量关系，因此近年来受到人们广泛关注．

1.5 总结

本章简要介绍了优化问题的应用背景、一般形式以及一些基本概念．对
于优化问题的更多分类、优化领域关心的热点问题，我们会在三章中进一步
介绍．对于优化算法的收敛准则、收敛性以及收敛速度，我们会在介绍算法
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的时候再具体展开．本书也会围绕上面介绍的优化算法的四个设计技巧，针
对不同类别的问题，来具体地展示相应的算法构造以及有效性分析．

习题 1

1.1 考虑稀疏优化问题，我们已经直观地讨论了在 ℓ0，ℓ1，ℓ2 三种范数下
问题的解的可能形式．针对一般的 ℓp“范数”：

∥x∥p
def
== (

n

∑
i=1

|x|p)1/p, 0 < p < 2,

我们考虑优化问题：
min ∥x∥p,

s.t. Ax = b.

试着用几何直观的方式（类似于图 1.2）来说明当 p ∈ (0,2)取何值时，
该优化问题的解可能具有稀疏性．

1.2 给定一个函数 f (x) : Rn → R 及其一个局部最优点 x∗，则该点沿任何
方向 d ∈Rn 也是局部最优的，即 0为函数 ϕ(α)

def
== f (x∗ + αd)的一个

局部最优解．反之，如果 x∗ 沿任何方向 d ∈ Rn 都是局部最优解，则
x∗是否为 f (x)的一个局部最优解？若是，请给出证明；若不是，请给
出反例．

1.3 考虑函数 f (x) = x2
1 + x2

2，x = (x1, x2) ∈ R2，以及迭代点列 xk = (1 +
1
2k )(cosk, sink)T,k = 1,2, · · ·，请说明

(a) { f (xk+1)}是否收敛？若收敛，给出 Q-收敛速度；

(b) {xk+1}是否收敛？若收敛，给出 Q-收敛速度．
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在介绍具体的最优化模型、理论和算法之前，我们先介绍一些必备的基
础知识．本章中从范数和导数讲起，接着介绍广义实值函数、凸集、凸函数、
共轭函数和次梯度等凸分析方面的重要概念和相关结论．这一章的部分内容
可能在较后的章节中才会用到，读者阅读时可按需选择，如共轭函数、次梯
度可在学习相关优化算法时再阅读．

2.1 范数

和标量不同，我们不能简单地按照元素大小来比较不同的向量和矩阵．
向量范数和矩阵范数给出了一种长度计量方式．我们首先介绍向量范数．

2.1.1 向量范数

定义 2.1 (范数) 称一个从向量空间 Rn 到实数域 R的非负函数 ∥ · ∥为
范数，如果它满足：

(1) 正定性：对于所有的 v ∈Rn，有 ∥v∥⩾ 0，且 ∥v∥= 0当且仅当 v = 0；

(2) 齐次性：对于所有的 v ∈Rn 和 α ∈R，有 ∥αv∥ = |α|∥v∥；

(3) 三角不等式：对于所有的 v，w ∈Rn，有 ∥v + w∥⩽ ∥v∥+ ∥w∥．

最常用的向量范数为 ℓp 范数 (p ⩾ 1)：

∥v∥p = (|v1|p + |v2|p + · · ·+ |vn|p)
1
p ;

当 p = ∞时，ℓ∞ 范数定义为

∥v∥∞ = max
i
|vi|.

21
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其中 p = 1,2,∞的情形最重要，分别记为 ∥ · ∥1, ∥ · ∥2和 ∥ · ∥∞．在不引起歧
义的情况下，我们有时省略 ℓ2 范数的角标，记为 ∥ · ∥．在最优化问题算法
构造和分析中，也常常遇到由正定矩阵 A诱导的范数，即 ∥x∥A

def
==
√

xT Ax．
根据正定矩阵的定义，很容易验证 ∥ · ∥A 定义了一个范数．

对向量的 ℓ2 范数，我们有常用的柯西（Cauchy）不等式：

命题 2.1 (柯西不等式) 设 a,b ∈Rn，则

|aTb|⩽ ∥a∥2∥b∥2,

等号成立当且仅当 a与 b线性相关．

2.1.2 矩阵范数

和向量范数类似，矩阵范数是定义在矩阵空间上的非负函数，并且满足
正定性、齐次性和三角不等式．向量的 ℓp 范数可以比较容易地推广到矩阵
的 ℓp 范数，本书常用 p = 1,2的情形．当 p = 1时，矩阵 A ∈Rm×n 的 ℓ1范
数定义为

∥A∥1 =
m

∑
i=1

n

∑
j=1

|aij|,

即 ∥A∥1 为 A 中所有元素绝对值的和．当 p = 2 时，此时得到的是矩阵的
Frobenius范数（下称 F范数），记为 ∥A∥F．它可以看成是向量的 ℓ2范数的
推广，即所有元素平方和开根号：

∥A∥F =
√

Tr(AAT) =
√

∑
i,j

a2
ij. (2.1.1)

这里，Tr(X)表示方阵 X的迹．矩阵的 F范数具有正交不变性，即对于任意
的正交矩阵 U ∈Rm×m, V ∈Rn×n,我们有

∥UAV∥2
F = Tr(UAVVT ATUT) = Tr(UAATUT)

= Tr(AATUTU) = Tr(AAT) = ∥A∥2
F,

其中第三个等号成立是因为 Tr(AB) = Tr(BA)．
除了从向量范数直接推广以外，矩阵范数还可以由向量范数诱导出来，

一般称这种范数为算子范数．给定矩阵 A ∈Rm×n，以及 m维和 n维空间的
向量范数 ∥ · ∥(m) 和 ∥ · ∥(n)，其诱导的矩阵范数定义如下：

∥A∥(m,n) = max
x∈Rn ,∥x∥(n)=1

∥Ax∥(m),
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容易验证 ∥ · ∥(m,n) 满足范数的定义．如果将 ∥ · ∥(m) 和 ∥ · ∥(n) 都取为相应向
量空间的 ℓp 范数，我们可以得到矩阵的 p范数．本书经常用到的是矩阵的
2范数，即

∥A∥2 = max
x∈Rn ,∥x∥2=1

∥Ax∥2.

容易验证（见习题2.1），矩阵的 2范数是该矩阵的最大奇异值．根据算子范
数的定义，所有算子范数都满足如下性质：

∥Ax∥(m) ⩽ ∥A∥(m,n)∥x∥(n). (2.1.2)

例如当 m = n = 2时，∥Ax∥2 ⩽ ∥A∥2∥x∥2．性质(2.1.2)又被称为矩阵范数的
相容性，即 ∥ · ∥(m,n) 与 ∥ · ∥(m) 和 ∥ · ∥(n) 是相容的．并非所有矩阵范数都与
给定的向量范数相容，在今后的应用中读者需要注意这一问题．

注 2.1 和矩阵 2范数类似，向量的 ℓ1范数以及 ℓ∞范数均可诱导出相应
的矩阵范数（分别为矩阵的 1范数和无穷范数），在多数数值代数教材中将
它们记为 ∥ · ∥1 和 ∥ · ∥∞．然而本书较少涉及这两个范数，因此我们将 ∥A∥1

定义为矩阵 A中所有元素绝对值的和．读者应当注意它和其他数值代数教
材中定义的不同．

除了矩阵 2范数以外，另一个常用的矩阵范数为核范数．给定矩阵 A ∈
Rm×n，其核范数定义为

∥A∥∗ =
r

∑
i=1

σi,

其中 σi, i = 1,2, · · · ,r为 A的所有非零奇异值，r = rank(A)．类似于向量的
ℓ1 范数的保稀疏性，我们也经常通过限制矩阵的核范数来保证矩阵的低秩
性．同时，根据范数的三角不等式（下文中的凸性），相应的优化问题可以
有效求解．

2.1.3 矩阵内积

对于矩阵空间 Rm×n 的两个矩阵 A 和 B，除了定义它们各自的范数以
外，我们还可以定义它们之间的内积．范数一般用来衡量矩阵的模的大小，
而内积一般用来表征两个矩阵（或其张成的空间）之间的夹角．这里，我们
介绍一种常用的内积——Frobenius内积．m× n矩阵 A和 B的 Frobenius

内积定义为

⟨A, B⟩ def
== Tr(ABT) =

m

∑
i=1

n

∑
j=1

aijbij.
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易知其为两个矩阵逐分量相乘的和，因而满足内积的定义．当 A = B 时，

⟨A, B⟩等于矩阵 A的 F范数的平方．
和向量范数相似，我们也有矩阵范数对应的柯西不等式：

命题 2.2 (矩阵范数的柯西不等式) 设 A, B ∈Rm×n，则

| ⟨A, B⟩ |⩽ ∥A∥F∥B∥F,

等号成立当且仅当 A和 B线性相关．

2.2 导数

为了分析可微最优化问题的性质，我们需要知道目标函数和约束函数
的导数信息．在算法设计中，当优化问题没有显式解时，我们也往往通过函
数值和导数信息来构造容易求解的子问题．利用目标函数和约束函数的导数
信息，可以确保构造的子问题具有很好的逼近性质，从而构造各种各样有效
的算法．本节将介绍有关导数的内容．

2.2.1 梯度与海瑟矩阵

在数学分析课程中，我们已经学过多元函数微分学．这一小节，我们首
先回顾梯度和海瑟（Hessian）矩阵的定义，之后介绍多元可微函数的一些
重要性质．

定义 2.2 (梯度) 给定函数 f : Rn → R，且 f 在点 x的一个邻域内有意
义，若存在向量 g ∈Rn 满足

lim
p→0

f (x + p)− f (x)− gT p
∥p∥ = 0, (2.2.1)

其中 ∥ · ∥是任意的向量范数，就称 f 在点 x处可微（或 Fréchet可微）．此
时 g称为 f 在点 x处的梯度，记作 ∇ f (x)．如果对区域 D上的每一个点 x

都有 ∇ f (x)存在，则称 f 在 D上可微．

若 f 在点 x 处的梯度存在，在 (2.2.1)式中令 p = εei，ei 是第 i 个分量

为 1的单位向量，可知 ∇ f (x)的第 i个分量为
∂ f (x)

∂xi
．因此，

∇ f (x) =
[

∂ f (x)
∂x1

,
∂ f (x)

∂x2
, · · · , ∂ f (x)

∂xn

]T

.
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如果只关心对一部分变量的梯度，可以通过对 ∇ 加下标来表示．例如，
∇x f (x,y)表示将 y视为常数时 f 关于 x的梯度．

对应于一元函数的二阶导数，对于多元函数我们可以定义其海瑟矩阵．

定义 2.3 (海瑟矩阵) 如果函数 f (x) : Rn → R 在点 x 处的二阶偏导数
∂2 f (x)
∂xi∂xj

i, j = 1,2, · · · ,n都存在，则

∇2 f (x) =



∂2 f (x)
∂x2

1

∂2 f (x)
∂x1∂x2

∂2 f (x)
∂x1∂x3

· · · ∂2 f (x)
∂x1∂xn

∂2 f (x)
∂x2∂x1

∂2 f (x)
∂x2

2

∂2 f (x)
∂x2∂x3

· · · ∂2 f (x)
∂x2∂xn

...
...

...
...

∂2 f (x)
∂xn∂x1

∂2 f (x)
∂xn∂x2

∂2 f (x)
∂xn∂x3

· · · ∂2 f (x)
∂x2

n


称为 f 在点 x处的海瑟矩阵．

当 ∇2 f (x)在区域 D上的每个点 x处都存在时，称 f 在 D上二阶可微．
若 ∇2 f (x)在 D上还连续，则称 f 在 D上二阶连续可微，可以证明此时海
瑟矩阵是一个对称矩阵．

当 f : Rn→Rm是向量值函数时，我们可以定义它的雅可比（Jacobi）矩
阵 J(x) ∈Rm×n，它的第 i行是分量 fi(x)梯度的转置，即

J(x) =



∂ f1(x)
∂x1

∂ f1(x)
∂x2

· · · ∂ f1(x)
∂xn

∂ f2(x)
∂x1

∂ f2(x)
∂x2

· · · ∂ f2(x)
∂xn

...
...

...
∂ fm(x)

∂x1

∂ fm(x)
∂x2

· · · ∂ fm(x)
∂xn


.

此外容易看出，梯度 ∇ f (x)的雅可比矩阵就是 f (x)的海瑟矩阵．

类似于一元函数的泰勒展开，对于多元函数，我们不加证明地给出如下
形式的泰勒展开：

定理 2.1 设 f : Rn→R是连续可微的，p ∈Rn 为向量，那么

f (x + p) = f (x) +∇ f (x + tp)T p,
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其中 0 < t < 1．进一步地，如果 f 是二阶连续可微的，则

∇ f (x + p) =∇ f (x) +
∫ 1

0
∇2 f (x + tp)pdt,

f (x + p) = f (x) +∇ f (x)T p +
1
2

pT∇2 f (x + tp)p,

其中 0 < t < 1．

在这一小节的最后，我们介绍一类特殊的可微函数——梯度利普希茨
（Lipschitz)连续的函数．该类函数在很多优化算法收敛性证明中起着关键作
用．

定义 2.4 (梯度利普希茨连续) 给定可微函数 f，若存在 L > 0，对任意
的 x,y ∈ dom f 有

∥∇ f (x)−∇ f (y)∥⩽ L∥x− y∥, (2.2.2)

则称 f 是梯度利普希茨连续的，相应利普希茨常数为 L．有时也简记为梯度
L-利普希茨连续或 L-光滑．

梯度利普希茨连续表明 ∇ f (x) 的变化可以被自变量 x 的变化所控制，
满足该性质的函数具有很多好的性质，一个重要的性质是其具有二次上界．

引理 2.1 (二次上界) 设可微函数 f (x) 的定义域 dom f = Rn，且为梯
度 L-利普希茨连续的，则函数 f (x)有二次上界：

f (y)⩽ f (x) +∇ f (x)T(y− x) +
L
2
∥y− x∥2, ∀ x,y ∈ dom f . (2.2.3)

证明. 对任意的 x,y ∈Rn，构造辅助函数

g(t) = f (x + t(y− x)), t ∈ [0,1]. (2.2.4)

显然 g(0) = f (x)，g(1) = f (y)，以及

g′(t) =∇ f (x + t(y− x))T(y− x).

由等式

g(1)− g(0) =
∫ 1

0
g′(t)dt
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可知
f (y)− f (x)−∇ f (x)T(y− x)

=
∫ 1

0
(g′(t)− g′(0))dt

=
∫ 1

0
(∇ f (x + t(y− x))−∇ f (x))T(y− x)dt

⩽
∫ 1

0
∥∇ f (x + t(y− x))−∇ f (x)∥∥y− x∥dt

⩽
∫ 1

0
L∥y− x∥2tdt =

L
2
∥y− x∥2,

其中最后一行的不等式利用了梯度利普希茨连续的条件 (2.2.2)．整理可得
(2.2.3)式成立．

引理 2.1 实际上指的是 f (x) 可被一个二次函数上界所控制，即要求
f (x) 的增长速度不超过二次．实际上，该引理对 f (x) 定义域的要求可减
弱为 dom f 是凸集（见定义 2.13），此条件的作用是保证证明中的 g(t) 当
t ∈ [0,1]时是有定义的．
若 f 是梯度利普希茨连续的，且有一个全局极小点 x∗，一个重要的推

论就是我们能够利用二次上界(2.2.3)来估计 f (x)− f (x∗)的大小，其中 x可
以是定义域中的任意一点．

推论 2.1 设可微函数 f (x) 的定义域为 Rn 且存在一个全局极小点 x∗，
若 f (x)为梯度 L-利普希茨连续的，则对任意的 x有

1
2L
∥∇ f (x)∥2 ⩽ f (x)− f (x∗). (2.2.5)

证明. 由于 x∗ 是全局极小点，应用二次上界(2.2.3)有

f (x∗)⩽ f (y)⩽ f (x) +∇ f (x)T(y− x) +
L
2
∥y− x∥2.

在这里固定 x，注意到上式对于任意的 y均成立，因此可对上式不等号右边
取下确界：

f (x∗)⩽ inf
y∈Rn

{
f (x) +∇ f (x)T(y− x) +

L
2
∥y− x∥2

}
= f (x)− 1

2L
∥∇ f (x)∥2.

推论 2.1证明的最后一步应用了二次函数的性质：当 y = x− ∇ f (x)
L

时
取到最小值．有关二次函数最优性条件将在第四章中进一步讨论．



28 第二章 基础知识

2.2.2 矩阵变量函数的导数

多元函数梯度的定义可以推广到变量是矩阵的情形．对于以 m× n 矩
阵 X为自变量的函数 f (X)，若存在矩阵 G ∈Rm×n 满足

lim
V→0

f (X + V)− f (X)− ⟨G,V⟩
∥V∥ = 0,

其中 ∥ · ∥是任意矩阵范数，就称矩阵变量函数 f 在 X 处 Fréchet可微，称
G为 f 在 Fréchet可微意义下的梯度．类似于向量情形，矩阵变量函数 f (X)

的梯度可以用其偏导数表示为

∇ f (x) =



∂ f
∂x11

∂ f
∂x12

· · · ∂ f
∂x1n

∂ f
∂x21

∂ f
∂x22

· · · ∂ f
∂x2n

...
...

...
∂ f

∂xm1

∂ f
∂xm2

· · · ∂ f
∂xmn


.

其中
∂ f
∂xij
表示 f 关于 xij 的偏导数．

在实际应用中，矩阵 Fréchet可微的定义和使用往往比较繁琐，为此我
们需要介绍另一种定义——Gâteaux可微．

定义 2.5 (Gâteaux可微) 设 f (X)为矩阵变量函数，如果存在矩阵 G ∈
Rm×n，对任意方向 V ∈Rm×n 满足

lim
t→0

f (X + tV)− f (X)− t ⟨G,V⟩
t

= 0, (2.2.6)

则称 f 关于 X 是 Gâteaux 可微的．满足(2.2.6)式的 G 称为 f 在 X 处在
Gâteaux可微意义下的梯度．

可以证明，当 f 是 Fréchet可微函数时， f 也是 Gâteaux可微的，且这两种
意义下的梯度相等．

在实际中，由于 Gâteaux 可微定义式更容易操作，因此通常是利用
(2.2.6) 式进行矩阵变量函数 f (X) 的求导运算．我们以下面的例子来具体
说明．

例 2.1
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(1) 考虑线性函数：f (X) =Tr(AXTB)，其中 A∈Rp×n, B∈Rm×p, X ∈Rm×n，
对任意方向 V ∈Rm×n 以及 t ∈R，有

lim
t→0

f (X + tV)− f (X)

t
= lim

t→0

Tr(A(X + tV)TB)− Tr(AXTB)
t

= Tr(AVTB) = ⟨BA,V⟩ .

因此，∇ f (X) = BA．

(2) 考虑二次函数： f (X,Y) =
1
2
∥XY− A∥2

F，其中 (X,Y) ∈Rm×p ×Rp×n，
对变量 Y，其中 X ∈ Rm×p，Y ∈ Rp×n，取任意方向 V 以及充分小的
t ∈R，有

f (X,Y + tV)− f (X,Y) =
1
2
∥X(Y + tV)− A∥2

F −
1
2
∥XY− A∥2

F

= ⟨tXV, XY− A⟩+ 1
2

t2∥XV∥2
F

= t
〈
V, XT(XY− A)

〉
+O(t2).

由定义可知
∂ f
∂Y

= XT(XY− A)．
对变量 X，取任意方向 V 以及充分小的 t ∈R，有

f (X + tV,Y)− f (X,Y) =
1
2
∥(X + tV)Y− A∥2

F −
1
2
∥XY− A∥2

F

= ⟨tVY, XY− A⟩+ 1
2

t2∥VY∥2
F

= t
〈
V, (XY− A)YT〉+O(t2).

由定义可知
∂ f
∂X

= (XY− A)YT．

在对函数求导的过程中，应当注意函数的自变量和相应的导数应该有
相同的维数．例如自变量 X ∈ Rm×n，那么其矩阵导数 ∇ f (X) ∈ Rm×n．这
个要求在对矩阵变量函数求导时非常容易被忽略，检查一个矩阵变量函数
的导数是否正确的第一步是要验证其维数是否和对应的自变量相符．读者可
利用例 2.1的 (2)来加深对矩阵变量函数导数的理解．

2.3 广义实值函数

在数学分析课程中我们学习了函数的基本概念：函数是从向量空间 Rn

到实数域 R 的映射．而在最优化领域，经常涉及对某个函数其中的一个变
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量取 inf（sup）操作，这导致函数的取值可能为无穷．为了能够更方便地描
述优化问题，我们需要对函数的定义进行某种扩展．

定义 2.6 (广义实值函数) 令R
def
== R ∪ {±∞}为广义实数空间，则映射

f : Rn→R称为广义实值函数．

从广义实值函数的定义可以看出，其值域多了两个特殊的值 ±∞．和数
学分析一样，我们规定

−∞ < a < +∞, ∀ a ∈R

以及
(+∞) + (+∞) = +∞, +∞ + a = +∞, ∀ a ∈R.

2.3.1 适当函数

适当函数是一类很重要的广义实值函数，很多最优化理论都是建立在
适当函数之上的．

定义 2.7 (适当函数) 给定广义实值函数 f 和非空集合 X．如果存在
x ∈ X 使得 f (x)<+∞，并且对任意的 x ∈ X，都有 f (x)>−∞，那么称函
数 f 关于集合 X 是适当的．

概括来说，适当函数 f 的特点是“至少有一处取值不为正无穷”，以及
“处处取值不为负无穷”．对最优化问题min

x
f (x)，适当函数可以帮助去掉一

些我们不感兴趣的函数，从而在一个比较合理的函数类中考虑最优化问题．
我们约定：在本书中若无特殊说明，定理中所讨论的函数均为适当函数．
对于适当函数 f，规定其定义域

dom f = {x | f (x) < +∞}.

正是因为适当函数的最小值不可能在函数值为无穷处取到，因此 dom f 的
定义方式是自然的．

2.3.2 闭函数

闭函数是另一类重要的广义实值函数，本书后面章节的许多定理都建
立在闭函数之上．在数学分析课程中我们接触过连续函数，本小节介绍的闭
函数可以看成是连续函数的一种推广．
在介绍闭函数之前，我们先引入一些基本概念．
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1. 下水平集

下水平集是描述实值函数取值情况的一个重要概念．为此有如下定义：

定义 2.8 (α-下水平集) 对于广义实值函数 f : Rn→R，

Cα = {x | f (x)⩽ α}

称为 f 的α-下水平集．

在最优化问题中，多数情况都要对函数 f (x)求极小值，通过研究 α-下
水平集可以知道具体在哪些点处 f (x)的值不超过 α．若 Cα 非空，我们知道
f (x)的全局极小点（若存在）一定落在 Cα 中，因此也就无需考虑 Cα 之外
的点．

2. 上方图

上方图是从集合的角度来描述一个函数的具体性质．我们有如下定义：

定义 2.9 (上方图) 对于广义实值函数 f : Rn→R，

epi f = { (x, t) ∈Rn+1 | f (x)⩽ t}

称为 f 的上方图．

gg

图 2.1 函数 f 和其上方图 epi f

上方图的一个直观的例子如图 2.1所示．上方图将函数和集合建立了联
系， f 的很多性质都可以在 epi f 上得到体现．在后面的分析中将看到，我
们可以通过 epi f 的一些性质来反推 f 的性质．
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3. 闭函数与下半连续函数

基于前面介绍的一些基本概念，我们可以给出闭函数和下半连续函数
的定义．

定义 2.10 (闭函数) 设 f : Rn → R 为广义实值函数，若 epi f 为闭集，
则称 f 为闭函数．

定义 2.11 (下半连续函数) 设广义实值函数 f : Rn → R，若对任意的
x ∈Rn，有

liminf
y→x

f (y)⩾ f (x),

则 f (x)为下半连续函数．

如图2.2所示， f (x)为 R上的下半连续函数．

图 2.2 下半连续函数 f (x)

有趣的是，虽然表面上看这两种函数的定义方式截然不同，但闭函数和
下半连续函数是等价的．我们不加证明地给出如下定理：

定理 2.2 (闭函数和下半连续函数的等价性 [5]) 设广义实值函数 f : Rn→
R，则以下命题等价：

(1) f (x)的任意 α-下水平集都是闭集；

(2) f (x)是下半连续的；

(3) f (x)是闭函数．

以上等价性为我们之后证明定理提供了很大的方便．由于下半连续函数
也具有某种连续性，第四章也会介绍其相应的最小值存在定理．在许多文献
中闭函数和下半连续函数往往只出现一种定义，读者应当注意这个等价关
系．
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2.4 凸集

2.4.1 凸集的相关定义

对于 Rn 中的两个点 x1 ̸= x2，形如

y = θx1 + (1− θ)x2

的点形成了过点 x1 和 x2 的直线．当 0 ⩽ θ ⩽ 1时，这样的点形成了连接点
x1 与 x2 的线段．

定义 2.12 如果过集合 C中任意两点的直线都在 C内，则称 C为仿射
集，即

x1, x2 ∈ C =⇒ θx1 + (1− θ)x2 ∈ C, ∀θ ∈R.

线性方程组 Ax = b的解集是仿射集．反之，任何仿射集都可以表示成
一个线性方程组的解集，读者可以自行验证．

定义 2.13 如果连接集合 C中任意两点的线段都在 C内，则称 C为凸
集，即

x1, x2 ∈ C =⇒ θx1 + (1− θ)x2 ∈ C, ∀0 ⩽ θ ⩽ 1.

从仿射集的定义容易看出仿射集都是凸集．下面给出一些凸集和非凸集
的例子．

例 2.2 在图 2.3中，(a)为凸集，(b)(c)为非凸集，其中 (c)不含部分边
界点

(a) (b) (c)

图 2.3 一个凸集和两个非凸集
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从凸集可以引出凸组合和凸包等概念．形如

x = θ1x1 + θ2x2 + · · ·+ θkxk,

1 = θ1 + θ2 + · · ·+ θk, θi ⩾ 0, i = 1,2, · · · ,k

的点称为 x1, x2, · · · , xk 的凸组合．集合 S中点所有可能的凸组合构成的集合
称作 S的凸包，记作 conv S．实际上，conv S是包含 S的最小的凸集．如
图2.4所示，左边的为离散点集的凸包，右边的为扇形的凸包．

图 2.4 离散点集和扇形的凸包

若在凸组合的定义中去掉 θi ⩾ 0的限制，我们可以得到仿射包的概念．

定义 2.14 (仿射包) 设 S为 Rn 的子集，称如下集合为 S的仿射包：

{x | x = θ1x1 + θ2x2 + · · ·+ θkxk, x1, x2, · · · , xk ∈ S, θ1 + θ2 + · · ·+ θk = 1},

记为 affine S．

图 2.5展示了 R3 中圆盘 S的仿射包，其为一个平面．
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图 2.5 集合 S的仿射包

一般而言，一个集合的仿射包实际上是包含该集合的最小的仿射集，这
个概念在之后我们讨论凸问题最优性条件的时候会用到．

形如

x = θ1x1 + θ2x2, θ1 > 0, θ2 > 0

的点称为点 x1, x2 的锥组合．若集合 S中任意点的锥组合都在 S中，则称 S

为凸锥，如图2.6所示．

图 2.6 凸锥

2.4.2 重要的凸集

下面将介绍一些重要的凸集．这些凸集在实际问题中常常会遇到．
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1. 超平面和半空间

任取非零向量 a，形如 { x | aTx = b}的集合称为超平面，形如 { x | aTx ⩽
b}的集合称为半空间（如图2.7）．a是对应的超平面和半空间的法向量．一
个超平面将 Rn 分为两个半空间．容易看出，超平面是仿射集和凸集，半空
间是凸集但不是仿射集．

图 2.7 超平面和半空间

2. 球、椭球、锥

球和椭球也是常见的凸集．球是空间中到某个点距离（或两者差的范
数）小于某个常数的点的集合，并将

B(xc,r) = { x | ∥x− xc∥2 ⩽ r} = { xc + ru | ∥u∥2 ⩽ 1}

称为中心为 xc，半径为 r的 (欧几里得)球．而形如

{ x | (x− xc)
TP−1(x− xc)⩽ 1}

的集合称为椭球，其中 P ∈ Sn
++ (即 P 对称正定)．椭球的另一种表示为

{ xc + Au | ∥u∥2 ⩽ 1}，A为非奇异的方阵．

在定义一个球时，并不一定要使用欧几里得空间的距离．对于一般的范
数，同样可以定义“球”．令 ∥ · ∥是任意一个范数，

{ x | ∥x− xc∥⩽ r}
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称为中心为 xc，半径为 r的范数球．另外，我们称集合

{ (x, t) | ∥x∥⩽ t}

为范数锥．欧几里得范数锥也称为二次锥．范数球和范数锥都是凸集．

3. 多面体

我们把满足线性等式和不等式组的点的集合称为多面体，即

{x | Ax ⩽ b, Cx = d},

其中 A ∈ Rm×n, C ∈ Rp×n, x ⩽ y表示向量 x 的每个分量均小于等于 y的对
应分量．多面体是有限个半空间和超平面的交集，因此是凸集．

4. （半）正定锥

记 Sn 为 n× n对称矩阵的集合，Sn
+ = {X ∈ Sn |X ⪰ 0}为 n× n半正

定矩阵的集合，Sn
++ = {X ∈ Sn |X ≻ 0}为 n× n正定矩阵的集合．容易证

明 Sn
+ 是凸锥，因此 Sn

+ 又称为半正定锥．图 2.8展示了二维半正定锥的几
何形状．

例 2.3

[
x y

y z

]
∈ S2

+，点 (x,y,z)构成

的图形的边界如图 2.8所示． 0
1

0.2

0.4

0.5 1

z

0.6

0.8

y

0.8

0 0.6

x

1

0.4-0.5
0.2

-1 0

图 2.8 二维半正定锥 S2
+ 的边界

2.4.3 保凸的运算

下面介绍证明一个集合（设为 C）为凸集的两种方式．第一种是利用定
义

x1, x2 ∈ C, 0 ⩽ θ ⩽ 1 =⇒ θx1 + (1− θ)x2 ∈ C
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来证明集合 C 是凸集．第二种方法是说明集合 C 可由简单的凸集 (超平面、
半空间、范数球等)经过保凸的运算后得到．为此，我们需要掌握一些常见
的保凸运算．我们将不加证明地指出，任意多个凸集的交以及仿射变换都是
保凸的．
注意到缩放、平移和投影变换都是仿射变换，因此凸集经过缩放、平移或

投影的像仍是凸集．利用仿射变换保凸的性质，可以证明线性矩阵不等式的
解集 { x | x1 A1 + x2 A2 + · · ·+ xm Am⪯ B}是凸集 (Ai, i = 1,2, · · · ,m, B∈S p)，
双曲锥 { x | xTPx ⩽ (cTx)2, cTx ⩾ 0} (P ∈ Sn

+)是凸集．

2.4.4 分离超平面定理

这里，我们介绍凸集的一个重要性质，即可以用超平面分离不相交的凸
集．最基本的结果是分离超平面定理和支撑超平面定理．

定理 2.3 (分离超平面定理 [112]定理 11.3) 如果 C和 D是不相交的两个凸
集，则存在非零向量 a和常数 b，使得

aTx ⩽ b, ∀x ∈ C, 且 aTx ⩾ b, ∀x ∈ D,

图 2.9 分离超平面

即超平面 { x | aTx = b}分离了 C和 D（如图2.9）．

严格分离（即上式成立严格不等号）需要更强的假设．例如，当 C是闭
凸集，D是单点集时，我们有如下严格分离定理．

定理 2.4 (严格分离定理 [20]例 2.20) 设 C 是闭凸集，点 x0 /∈ C，则存在
非零向量 a和常数 b，使得

aTx < b, ∀x ∈ C, 且 aTx0 > b.
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上述严格分离定理要求点 x0 /∈ C．当点 x0 恰好在凸集 C 的边界上时，
我们可以构造支撑超平面．

定义 2.15 (支撑超平面) 给定集合 C及其边界上一点 x0，如果 a ̸= 0满
足 aTx ⩽ aTx0, ∀x ∈ C，那么称集合

{ x | aTx = aTx0 }

为 C在边界点 x0 处的支撑超平面．

因此，点 x0 和集合 C 也被该超平面分开．从几何上来说，超平面
{ x | aTx = aTx0 } 与集合 C 在点 x0 处相切并且半空间 {x |aTx ⩽ aTx0} 包
含 C．

根据凸集的分离超平面定理，我们有如下支撑超平面定理．

定理 2.5 (支撑超平面定理 [112]推论 11.6.1) 如果 C 是凸集，则在 C 的任
意边界点处都存在支撑超平面．

支撑超平面定理有非常强的几何直观：给定一个平面后，可把凸集边界
上的任意一点当成支撑点将凸集放置在该平面上．其他形状的集合一般没有
这个性质，例如图 2.3的 (b)，不可能以凹陷处为支撑点将其放置在水平面
上．

2.5 凸函数

有了凸集的定义，我们来定义一类特殊的函数，即凸函数．因在实际问
题中的广泛应用，凸函数的研究得到了人们大量的关注．

2.5.1 凸函数的定义

定义 2.16 (凸函数) 设函数 f 为适当函数，如果 dom f 是凸集，且

f (θx + (1− θ)y)⩽ θ f (x) + (1− θ) f (y)

对所有 x,y ∈ dom f , 0 ⩽ θ ⩽ 1都成立，则称 f 是凸函数．

直观地来看，连接凸函数的图像上任意两点的线段都在函数图像上方
（如图 2.10）．
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图 2.10 凸函数

相应地，我们也可以定义凹函数：若 − f 是凸函数，则称 f 是凹函数．
只要改变一下符号，很多凸函数的性质都可以直接应用到凹函数上．另外，
如果 dom f 是凸集，且

f (θx + (1− θ)y) < θ f (x) + (1− θ) f (y)

对所有的 x,y ∈ dom f , x ̸= y, 0 < θ < 1成立，则称 f 是严格凸函数．除了
严格凸函数以外，还有另一类常用的凸函数：强凸函数．

定义 2.17 (强凸函数) 若存在常数 m > 0，使得

g(x) = f (x)− m
2
∥x∥2

为凸函数，则称 f (x)为强凸函数，其中 m为强凸参数．为了方便我们也称
f (x)为 m-强凸函数．

通过直接对 g(x) = f (x)− m
2
∥x∥2应用凸函数的定义，我们可得到另一

个常用的强凸函数定义．

定义 2.18 (强凸函数的等价定义) 若存在常数 m > 0，使得对任意 x,y ∈
dom f 以及 θ ∈ (0,1)，有

f (θx + (1− θ)y)⩽ θ f (x) + (1− θ) f (y)− m
2

θ(1− θ)∥x− y∥2,

则称 f (x)为强凸函数，其中 m为强凸参数．

强凸函数的两种定义侧重点不同：从定义2.17可以看出，强凸函数减去
一个正定二次函数仍然是凸的；而从定义2.18可以看出，强凸函数一定是严
格凸函数，当 m = 0时退化成凸函数．无论从哪个定义出发，容易看出和凸
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函数相比，强凸函数有更好的性质．在后面很多算法的理论分析中，为了得
到点列的收敛性以及更快的收敛速度，我们都要加上强凸这一条件．
此外，根据强凸函数的等价定义容易得出下面的结论：

命题 2.3 设 f 为强凸函数且存在最小值，则 f 的最小值点唯一．

证明. 采用反证法．设 x ̸= y均为 f 的最小值点，根据强凸函数的等价定
义，取 θ ∈ (0,1)，则有

f (θx + (1− θ)y)⩽ θ f (x) + (1− θ) f (y)− m
2

θ(1− θ)∥x− y∥2

= f (x)− m
2

θ(1− θ)∥x− y∥2

< f (x),

其中严格不等号成立是因为 x ̸= y．这显然和 f (x)为最小值矛盾，得证．

注 2.2 命题 2.3中 f 存在最小值是前提．强凸函数 f 的全局极小点不
一定存在，例如 f (x) = x2, dom f = (1,2)．

2.5.2 凸函数判定定理

凸函数的一个最基本的判定方式是：先将其限制在任意直线上，然后判
断对应的一维函数是否是凸的．如下面的定理所述，一个函数是凸函数当且
仅当将函数限制在任意直线在定义域内的部分上时仍是凸的．证明见 [20]．

定理 2.6 f (x)是凸函数当且仅当对任意的 x ∈ dom f ,v ∈ Rn, g : R→
R,

g(t) = f (x + tv), dom g = { t | x + tv ∈ dom f }

是凸函数．

下面的例子说明如何利用定理 2.6来判断一个函数是否为凸函数．

例 2.4 f (X) = − lndet X是凸函数，其中 dom f = Sn
++．

事实上，任取 X ≻ 0以及方向 V ∈ Sn，将 f 限制在直线 X + tV（t满
足 X + tV ≻ 0）上，考虑函数 g(t) = − lndet(X + tV)．那么

g(t) = − lndet X− lndet(I + tX−1/2VX−1/2)

= − lndet X−
n

∑
i=1

ln(1 + tλi),
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其中 λi 是 X−1/2VX−1/2 的第 i个特征值．对每个 X ≻ 0以及方向 V，g关
于 t是凸的．因此 f 是凸的．

对于可微函数，除了将其限制在直线上之外，还可以利用其导数信息来
判断它的凸性．具体来说，有如下的一阶条件：

定理 2.7 (一阶条件 [20]§3.1.3) 对于定义在凸集上的可微函数 f， f 是凸
函数当且仅当

f (y)⩾ f (x) +∇ f (x)T(y− x), ∀x,y ∈ dom f .

定理 2.7说明可微凸函数 f 的图形始终在其任一点处切线的上方，见图
2.11．因此，用可微凸函数 f 在任意一点处的一阶近似可以得到 f 的一个全
局下界．另一个常用的一阶条件是梯度单调性．

图 2.11 凸函数的全局下界

定理 2.8 (梯度单调性) 设 f 为可微函数，则 f 为凸函数当且仅当 dom f

为凸集且 ∇ f 为单调映射，即

(∇ f (x)−∇ f (y))T(x− y)⩾ 0, ∀ x,y ∈ dom f .

证明. 先证必要性．若 f 可微且为凸函数，根据一阶条件，我们有

f (y)⩾ f (x) +∇ f (x)T(y− x),

f (x)⩾ f (y) +∇ f (y)T(x− y).

将两式不等号左右两边相加即可得到结论．
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再证充分性．若 ∇ f 为单调映射，构造一元辅助函数

g(t) = f (x + t(y− x)), g′(t) =∇ f (x + t(y− x))T(y− x)

由 ∇ f 的单调性可知 g′(t)⩾ g′(0),∀ t ⩾ 0．因此

f (y) = g(1) = g(0) +
∫ 1

0
g′(t)dt

⩾ g(0) + g′(0) = f (x) +∇ f (x)T(y− x).

进一步地，如果函数二阶连续可微，我们可以得到下面的二阶条件：

定理 2.9 (二阶条件 [20]练习 3.8) 设 f 为定义在凸集上的二阶连续可微函
数，则 f 是凸函数当且仅当

∇2 f (x) ⪰ 0, ∀x ∈ dom f .

如果 ∇2 f (x) ≻ 0, ∀x ∈ dom f，则 f 是严格凸函数．

当函数二阶连续可微时，利用二阶条件判断凸性通常更为方便．下面给
出两个用二阶条件判断凸性的例子．

例 2.5

(1) 考虑二次函数 f (x) =
1
2

xTPx + qTx + r (P ∈ Sn)，容易计算出其梯度与
海瑟矩阵分别为

∇ f (x) = Px + q, ∇2 f (x) = P.

那么， f 是凸函数当且仅当 P ⪰ 0．

(2) 考虑最小二乘函数 f (x) =
1
2
∥Ax− b∥2

2，其梯度与海瑟矩阵分别为

∇ f (x) = AT(Ax− b), ∇2 f (x) = AT A.

注意到 AT A恒为半正定矩阵，因此，对任意的 A， f 都是凸函数．

除了上述结果之外，还可以使用上方图 epi f 来判断 f 的凸性．实际上
我们有如下定理：

定理 2.10 函数 f (x)为凸函数当且仅当其上方图 epi f 是凸集．

定理 2.10的证明留给读者完成．
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2.5.3 保凸的运算

要验证一个函数 f 是凸函数，前面已经介绍了三种方法：一是用定义去
验证凸性，通常将函数限制在一条直线上；二是利用一阶条件、二阶条件证
明函数的凸性；三是直接研究 f 的上方图 epi f．而接下来要介绍的方法说
明 f 可由简单的凸函数通过一些保凸的运算得到．下面的定理说明非负加
权和、与仿射函数的复合、逐点取最大值等运算，是不改变函数的凸性的．

定理 2.11

(1) 若 f 是凸函数，则 α f 是凸函数，其中 α ⩾ 0．

(2) 若 f1， f2 是凸函数，则 f1 + f2 是凸函数．

(3) 若 f 是凸函数，则 f (Ax + b)是凸函数．

(4) 若 f1, f2, · · · , fm 是凸函数，则 f (x) = max{ f1(x), f2(x), · · · , fm(x)} 是
凸函数．

(5) 若对每个 y ∈ A， f (x,y)关于 x是凸函数，则

g(x) = sup
y∈A

f (x,y)

是凸函数．

(6) 给定函数 g : Rn → R 和 h : R→ R，令 f (x) = h(g(x))．若 g 是凸函
数，h是凸函数且单调不减，那么 f 是凸函数；若 g是凹函数，h是凸
函数且单调不增，那么 f 是凸函数．

(7) 若 f (x,y)关于 (x,y)整体是凸函数，C是凸集，则

g(x) = inf
y∈C

f (x,y)

是凸函数．

证明. 我们只对其中的 (4)(5)(8)进行证明，剩下的读者可自行验证．

(4) 我们只对 m = 2的情况验证，一般情况下同理可证．设

f (x) = max{ f1(x), f2(x)},
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对任意的 0 ⩽ θ ⩽ 1和 x,y ∈ dom f，我们有

f (θx + (1− θ)y) = max{ f1(θx + (1− θ)y), f2(θx + (1− θ)y)}

⩽ max{θ f1(x) + (1− θ) f1(y),θ f2(x) + (1− θ) f2(y)}

⩽ θ f (x) + (1− θ) f (y),

其中第一个不等式是 f1和 f2的凸性，第二个不等式是将 f1(x)和 f2(x)

放大为 f (x)．所以 f 是凸函数．

(5) 可以直接仿照 (4)的证明进行验证．也可利用上方图的性质．不难看出

epi g =
⋂

y∈A
epi f (·,y).

由于任意多个凸集的交集还是凸集，所以 epi g是凸集，根据上方图的
性质容易推出 g是凸函数．

(7) 仍然根据定义进行验证．任取 θ ∈ (0,1)以及 x1, x2，要证

g(θx1 + (1− θ)x2)⩽ θg(x1) + (1− θ)g(x2).

由 g的定义知对任意 ε > 0，存在 y1,y2 ∈ C，使得

f (xi,yi) < g(xi) + ε, i = 1,2.

因此

g(θx1 + (1− θ)x2) = inf
y∈C

f (θx1 + (1− θ)x2,y)

⩽ f (θx1 + (1− θ)x2,θy1 + (1− θ)y2)

⩽ θ f (x1,y1) + (1− θ) f (x2,y2)

⩽ θg(x1) + (1− θ)g(x2) + ε,

其中第一个不等号是利用了 C的凸性，第二个不等号利用了 f (x,y)的
凸性．最后令 ε趋于 0可以得到最终结论．

2.5.4 凸函数的性质

1. 凸下水平集

凸函数的所有下水平集都为凸集，即有如下结果：
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命题 2.4 设 f (x)是凸函数，则 f (x)所有的 α-下水平集 Cα 为凸集．

证明. 任取 x1, x2 ∈ Cα，对任意的 θ ∈ (0,1)，根据 f (x)的凸性我们有

f (θx1 + (1− θ)x2)⩽ θ f (x1) + (1− θ) f (x2)

⩽ θα + (1− θ)α = α.

这说明 Cα 是凸集．

需要注意的是，上述命题的逆命题不成立，即任意下水平集为凸集的函
数不一定是凸函数．读者可自行举出反例．

2. 二次下界

强凸函数具有二次下界的性质．

引理 2.2 (二次下界) 设 f (x)是参数为 m的可微强凸函数，则如下不等
式成立：

f (y)⩾ f (x) +∇ f (x)T(y− x) +
m
2
∥y− x∥2, ∀ x,y ∈ dom f . (2.5.1)

证明. 由强凸函数的定义，g(x) = f (x)− m
2
∥x∥2 是凸函数，根据凸函数

的一阶条件可知
g(y)⩾ g(x) +∇g(x)T(y− x),

即

f (y)⩾ f (x)− m
2
∥x∥2 +

m
2
∥y∥2 + (∇ f (x)−mx)T(y− x)

= f (x) +∇ f (x)T(y− x) +
m
2
∥y− x∥2.

利用二次下界容易推出可微强凸函数的下水平集都是有界的，证明留
给读者完成．

推论 2.2 设 f 为可微强凸函数，则 f 的所有 α-下水平集有界．

2.6 共轭函数

2.6.1 共轭函数的定义和例子

共轭函数是凸分析中的一个重要概念，其在凸优化问题的理论与算法
中扮演着重要角色．



2.6 共轭函数 47

定义 2.19 (共轭函数) 任一适当函数 f 的共轭函数定义为

f ∗(y) = sup
x∈dom f

{yTx− f (x)}. (2.6.1)

设 f 为 R上的适当函数，图2.12展示了对固定的 y， f ∗(y)的几何意义．
在这里注意共轭函数是广义实值函数， f ∗(y)可以是正无穷．自然地，我们

图 2.12 共轭函数

规定其定义域 dom f ∗ 为使得 f ∗(y)有限的 y组成的集合．对任意函数 f 都
可以定义共轭函数（不要求 f 是凸的），根据定理 2.11的 (5)，共轭函数 f ∗

恒为凸函数．由共轭函数的定义，有如下的重要不等式：

命题 2.5 (Fenchel不等式)

f (x) + f ∗(y)⩾ xTy. (2.6.2)

证明. 由定义立即得出，对任意的 x ∈ dom f，

f ∗(y) = sup
x∈dom f

{yTx− f (x)}⩾ yTx− f (x),

整理即得 (2.6.2)式．

以下我们给出一些常见函数的共轭函数．

例 2.6 (二次函数) 考虑二次函数

f (x) =
1
2

xT Ax + bTx + c.
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(1) 强凸情形（A ≻ 0）：

f ∗(y) =
1
2
(y− b)T A−1(y− b)− c;

(2) 一般凸情形（A ⪰ 0）：

f ∗(y) =
1
2
(y− b)T A†(y− b)− c, dom f ∗ =R(A) + b

这里R(A)为 A的像空间．

例 2.7 (凸集的示性函数) 给定凸集 C，其示性函数为

IC(x) =

0, x ∈ C,

+∞, x /∈ C.

可知对应的共轭函数为

I∗C(y) = sup
x
{yTx− IC(x)} = sup

x∈C
yTx.

这里 I∗C(y)又称为凸集 C的支撑函数．

例 2.8 (范数) 范数的共轭函数为其单位对偶范数球的示性函数，即若
f (x) = ∥x∥，则

f ∗(y) =

0, ∥y∥∗ ⩽ 1,

+∞, ∥y∥∗ > 1.

证明. 对偶范数定义为：∥y∥∗ = sup
∥x∥⩽1

xTy．为了计算

f ∗(y) = sup
x∈dom f

{yTx− ∥x∥},

我们分两种情形讨论：

(1) 若 ∥y∥∗ ⩽ 1，则 yTx ⩽ ∥x∥对任一 x成立，且当 x = 0时等号成立，从
而 sup

x∈dom f
{yTx− ∥x∥} = 0；

(2) 若 ∥y∥∗ > 1，则至少存在一个 x，使得 ∥x∥ ⩽ 1 且 xTy > 1，从而对
t > 0，

f ∗(y)⩾ yT(tx)− ∥tx∥ = t(yTx− ∥x∥),

而不等式右端当 t→ +∞时趋于无穷．
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2.6.2 二次共轭函数

定义 2.20 (二次共轭函数) 任一函数 f 的二次共轭函数定义为

f ∗∗(x) = sup
y∈dom f ∗

{xTy− f ∗(y)}.

显然 f ∗∗ 恒为闭凸函数，且由 Fenchel不等式(2.6.2)可知

f ∗∗(x)⩽ f (x), ∀x,

或等价地，epi f ⊆ epi f ∗∗．对于凸函数 f，下面的定理描述了 f 的二次共
轭函数与其自身的关系 [112]推论 12.2.1．

定理 2.12 若 f 为闭凸函数，则

f ∗∗(x) = f (x), ∀x,

或等价地，epi f = epi f ∗∗．

2.7 次梯度

2.7.1 次梯度的定义

前面介绍了可微函数的梯度．但是对于一般的函数，之前定义的梯度不
一定存在．对于凸函数，类比梯度的一阶性质，我们可以引入次梯度的概念，
其在凸优化算法设计与理论分析中扮演着重要角色．

定义 2.21 (次梯度) 设 f 为适当凸函数，x 为定义域 dom f 中的一点．
若向量 g ∈Rn 满足

f (y)⩾ f (x) + gT(y− x), ∀y ∈ dom f , (2.7.1)

则称 g为函数 f 在点 x处的一个次梯度．进一步地，称集合

∂ f (x) = {g | g ∈Rn, f (y)⩾ f (x) + gT(y− x),∀y ∈ dom f } (2.7.2)

为 f 在点 x处的次微分．

如图2.13所示，对适当凸函数 f (x)，g1为点 x1处的唯一次梯度，而 g2, g3

为点 x2 处的两个不同的次梯度．
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图 2.13 函数 f (x)的次梯度．

从定义 2.21可以看出，次梯度实际上借鉴了凸函数判定定理的一阶条
件（定理 2.7）．定义次梯度的初衷之一也是希望它具有类似于梯度的一些性
质．
从次梯度的定义可直接推出，若 g是 f (x)在 x0 处的次梯度，则函数

l(x) def
== f (x0) + gT(x− x0)

为凸函数 f (x) 的一个全局下界．此外，次梯度 g 可以诱导出上方图 epi f

在点 (x, f (x)) 处的一个支撑超平面，因为容易验证，对 epi f 中的任意点
(y, t)，有 [

g

−1

]T([
y

t

]
−
[

x

f (x)

])
⩽ 0, ∀ (y, t) ∈ epi f .

根据定义可以计算一些简单函数的次微分，在这里我们给出一个例子．

例 2.9 (ℓ2 范数的次微分) 设 f (x) = ∥x∥2，则 f (x) 在点 x = 0处不可
微，我们求其在该点处的次梯度．注意到对任意的 g且 ∥g∥2 ⩽ 1，根据柯西
不等式，

gT(x− 0)⩽ ∥g∥2∥x∥2 ⩽ ∥x∥2 − 0,

因此
{g | ∥g∥2 ⩽ 1} ⊆ ∂ f (0).
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接下来说明若 ∥g∥2 > 1，则 g /∈ ∂ f (0)．取 x = g，若 g为次梯度，则

∥g∥2 − 0 ⩾ gT(g− 0) = ∥g∥2
2 > ∥g∥2,

这显然是矛盾的．综上，我们有

∂ f (0) = {g | ∥g∥2 ⩽ 1}.

2.7.2 次梯度的性质

凸函数 f (x)的次梯度和次微分有许多有用的性质．下面的定理说明次
微分 ∂ f (x)在一定条件下分别为闭凸集和非空有界集．

定理 2.13 设 f 是凸函数，则 ∂ f (x)有如下性质：

(1) 对任何 x ∈ dom f，∂ f (x)是一个闭凸集（可能为空集）；

(2) 如果 x ∈ int dom f，则 ∂ f (x)非空有界集．

当凸函数 f (x) 在某点处可微时，∇ f (x) 就是 f (x) 在该点处唯一的次
梯度．

命题 2.6 设 f (x)在 x0 ∈ int dom f 处可微，则

∂ f (x0) = {∇ f (x0)}.

证明. 根据可微凸函数的一阶条件（定理 2.7）可知梯度∇ f (x0)为次梯度．
下证 f (x)在点 x0 处不可能有其他次梯度．设 g ∈ ∂ f (x0)，根据次梯度的定
义，对任意的非零 v ∈Rn 且 x0 + tv ∈ dom f , t > 0有

f (x0 + tv)⩾ f (x0) + tgTv.

若 g ̸=∇ f (x0)，取 v = g−∇ f (x0) ̸= 0，上式变形为

f (x0 + tv)− f (x0)− t∇ f (x0)Tv
t∥v∥ ⩾ (g−∇ f (x0))Tv

∥v∥ = ∥v∥.

不等式两边令 t→ 0，根据 Fréchet可微的定义，左边趋于 0，而右边是非零
正数，可得到矛盾．

和梯度类似，凸函数的次梯度也具有某种单调性．这一性质在很多和次
梯度有关的算法的收敛性分析中起到了关键的作用．
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定理 2.14 (次梯度的单调性) 设 f : Rn → R 为凸函数，x,y ∈ dom f，
则

(u− v)T(x− y)⩾ 0,

其中 u ∈ ∂ f (x)，v ∈ ∂ f (y)．

证明. 由次梯度的定义，

f (y)⩾ f (x) + uT(y− x),

f (x)⩾ f (y) + vT(x− y).

将以上两个不等式相加即得结论．

2.7.3 次梯度的计算规则

如何计算一个不可微凸函数的次梯度在优化算法设计中是很重要的问
题．根据定义来计算次梯度一般来说比较繁琐，我们来介绍一些次梯度的计
算规则．本小节讨论的计算规则都默认 x ∈ int dom f．

1. 基本规则

我们首先不加证明地给出一些计算次梯度（次微分）的基本规则．

(1) 可微凸函数：设 f 为凸函数，若 f 在点 x处可微，则 ∂ f (x) = {∇ f (x)}．

(2) 凸函数的非负线性组合: 设 f1, f2 为凸函数，且满足

int dom f1 ∩ dom f2 ̸= ∅,

而 x ∈ dom f1 ∩ dom f2．若

f (x) = α1 f1(x) + α2 f2(x), α1,α2 ⩾ 0,

则 f (x)的次微分

∂ f (x) = α1∂ f1(x) + α2∂ f2(x).

(3) 线性变量替换：设 h为适当凸函数，并且函数 f 满足

f (x) = h(Ax + b), ∀x ∈Rm,



2.7 次梯度 53

其中 A ∈ Rn×m, b ∈ Rn．若存在 x♯ ∈ Rm，使得 Ax♯ + b ∈ int dom h，
则

∂ f (x) = AT∂h(Ax + b), ∀ x ∈ int dom f .

注 2.3 第一个结论就是命题 2.6；第二个结论是定理 2.15的简单推论；
第三个结论见 [112]定理 23.9．

2. 两个函数之和的次梯度

以下的 Moreau-Rockafellar定理给出两个凸函数之和的次微分的计算
方法．

定理 2.15 (Moreau-Rockafellar [112]定理 23.8) 设 f1, f2 : Rn→ (−∞,+∞]

是两个凸函数，则对任意的 x0 ∈Rn，

∂ f1(x0) + ∂ f2(x0) ⊆ ∂( f1 + f2)(x0). (2.7.3)

进一步地，若 int dom f1 ∩ dom f2 ̸= ∅，则对任意的 x0 ∈Rn，

∂( f1 + f2)(x0) = ∂ f1(x0) + ∂ f2(x0). (2.7.4)

3. 函数族的上确界

容易验证一族凸函数的上确界函数仍是凸函数．我们有如下重要结果：

定理 2.16 (Dubovitskii-Milyutin [41]) 设 f1, f2, · · · , fm : Rn→ (−∞,+∞]

均为凸函数，令

f (x) = max{ f1(x), f2(x), · · · , fm(x)}, ∀x ∈Rn.

对 x0 ∈
m⋂

i=1

int dom fi，定义 I(x0) = {i | fi(x0) = f (x0)}，则

∂ f (x0) = conv
⋃

i∈I(x0)

∂ fi(x0). (2.7.5)

有了前面的结论，我们可以非常简单地得到一些基本函数的次梯度．

例 2.10 设 f1, f2为凸可微函数（如图 2.14），令 f (x) =max{ f1(x), f2(x)}．
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图 2.14 例 2.10图（一维情形）

(1) 若 f1(x) = f2(x)，则 ∂ f (x) = {v | v = t∇ f1(x) + (1− t)∇ f2(x),0 ⩽ t ⩽
1}；

(2) 若 f1(x) > f2(x),则 ∂ f (x) = {∇ f1(x)}；

(3) 若 f2(x) > f1(x),则 ∂ f (x) = {∇ f2(x)}．

例 2.11 (分段线性函数) 令

f (x) = max
i=1,2,··· ,m

{aT
i x + bi},

其中 x, ai ∈Rn, bi ∈R, i = 1,2, · · · ,m，如图 2.15所示，则

图 2.15 例 2.11图（一维情形）
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图 2.16 ℓ1 范数的次微分（n = 2）

∂ f (x) = conv{ai | i ∈ I(x)},

其中

I(x) = {i | aT
i x + bi = f (x)}.

例 2.12 (ℓ1范数) 定义 f : Rn→R为 ℓ1范数，则对 x = (x1, x2, · · · , xn) ∈
Rn，有

f (x) = ∥x∥1 = max
s∈{−1,1}n

sTx.

于是

∂ f (x) = J1 × J2 × · · · × Jn, Jk =


[−1,1] , xk = 0,

{1}, xk > 0,

{−1}, xk < 0.

如图 2.16所示．

2.8 总结

本章介绍了本书一些必要的预备知识．主要内容包括范数、导数、凸
分析等方面的内容．其中凸分析方面的内容编写参考了 [20]和 Lieven Van-

denberghe教授的课件．

在优化算法实现当中，经常会涉及数值代数方面的内容：例如求解线性
方程组、正交分解、特征值（奇异值）分解等运算．有关数值代数的详细内
容，我们推荐读者阅读 [36,143-144]．
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导数相关内容涉及梯度、海瑟矩阵的基本概念、矩阵变量函数的求导方
法．关于矩阵变量函数的导数的更多内容，可以参考 [103]．对于Wirtinger

导数，可以参考 [27]的第 VI节．
我们在凸分析部分详细介绍了凸集、凸函数、次梯度的知识，对于共轭

函数部分的内容涉及较少，后面章节需要的时候会继续展开讨论．本章不加
证明地给出了凸集、凸函数的很多定理和性质，其中很多证明可以在 [20]中
找到，该书中有对凸集、凸函数进一步的介绍和更多的例子．比较严格化的
凸分析内容，我们建议感兴趣的读者阅读 [112]．

习题 2

2.1 证明：矩阵 A的 2范数等于其最大奇异值，即

σ1(A) = max
∥x∥2=1

∥Ax∥2.

2.2 证明如下有关矩阵范数的不等式：

(a) ∥AB∥F ⩽ ∥A∥2∥B∥F，

(b) | ⟨A, B⟩ |⩽ ∥A∥2∥B∥∗．

2.3 假设 A和 B均为半正定矩阵，求证：⟨A, B⟩⩾ 0．提示：利用对称矩阵
的特征值分解．

2.4 计算下列矩阵变量函数的导数．

(a) f (X) = aTXb，这里 X ∈Rm×n，a ∈Rm,b ∈Rn 为给定的向量；

(b) f (X) = Tr(XT AX)，其中 X ∈Rm×n是长方形矩阵，A是方阵（但
不一定对称）；

2.5 考虑二次不等式
xT Ax + bTx + c ⩽ 0,

其中 A为 n阶对称矩阵，设 C为上述不等式的解集．

(a) 证明：当 A正定时，C为凸集；

(b) 设 C′ 是 C和超平面 gTx + h = 0的交集（g ̸= 0），若存在 λ ∈ R，
使得 A + λggT 半正定，证明：C′ 为凸集．
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2.6 利用凸函数二阶条件证明如下结论：

(a) ln-sum-exp函数： f (x) = ln
n

∑
k=1

exp xk 是凸函数；

(b) 几何平均： f (x) = (
n

∏
k=1

xk)
1/n (x ∈Rn

++)是凹函数；

(c) 设 f (x) =
( n

∑
i=1

xp
i

)1/p
，其中 p ∈ (0,1)，定义域为 x > 0，则 f (x)

是凹函数．

2.7 证明定理 2.10．

2.8 求下列函数的共轭函数：

(a) 负熵：
n

∑
i=1

xi ln xi；

(b) 矩阵对数： f (x) = − lndet(X)；

(c) 最大值函数： f (x) = max
i

xi；

(d) 二次锥上的对数函数： f (x, t) = − ln(t2 − xTx)，注意这里 f 的自
变量是 (x, t)．

2.9 求下列函数的一个次梯度：

f (x) = ∥Ax− b∥2 + ∥x∥2.

2.10 设 f (x)为 m-强凸函数，求证：对于任意的 x ∈ int dom f，

f (x)− inf
y∈dom f

f (y)⩽ 1
2m

dist2(0,∂ f (x)),

其中 dist(z,S)表示点 z到集合 S的欧几里得距离．
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第三章 典型优化问题

在实际中优化问题的形式多种多样．对于不同种类的优化问题，我们需
要根据问题的具体形式，来分析其理论性质以及设计最有效的算法．本章将
会列举一些重要的优化问题．在这里我们指出，对于同一个实际问题，使用
不同的建模手段可能获得形式不同的优化问题．这些问题的求解难度以及解
的性质可能有非常大的差别，因此将实际问题转化为何种优化问题是优化
建模中需要重点考虑的．

3.1 线性规划

3.1.1 基本形式和应用背景

线性规划问题的一般形式如下：

min
x∈Rn

cTx,

s.t. Ax = b,

Gx ⩽ e,

(3.1.1)

其中 c ∈ Rn, A ∈ Rm×n,b ∈ Rm, G ∈ Rp×n 和 e ∈ Rp 是给定的矩阵和向量，
x ∈ Rn 是决策变量．在实际中，我们考虑问题 (3.1.1)的两种特殊形式（其
他形式都可以转化成这两种形式）：标准形（等式约束和决策变量非负）

min
x∈Rn

cTx,

s.t. Ax = b,

x ⩾ 0,

(3.1.2)

59
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以及不等式形（没有等式约束）

min
x∈Rn

cTx,

s.t. Ax ⩽ b.
(3.1.3)

线性规划最先在第二次世界大战时被提出，用于最大化资源的利用效
率．其中的“规划”也是一个军事词汇，指按照既定的时刻表去执行任务或
者用最佳方式做人员部署．线性规划问题的研究很快得到了大家的关注．二
战之后，美国空军启动了一项关于军事规划和分配模型的项目．在 1947年，
著名的单纯形方法被提出，使得线性规划问题可以被有效地求解．之后，线
性规划用到了更多其他领域当中，如农业、石油、钢铁、运输、通信和运筹
学等．线性规划的有效应用节省了大量的人力、物力和财力．随着计算机以
及求解算法的快速发展，我们可以求解更大规模的线性规划问题，保证了线
性规划问题的应用前景．

3.1.2 应用举例

1. 基追踪问题

基追踪问题是压缩感知中的一个基本问题，可以写为

min
x∈Rn

∥x∥1,

s.t. Ax = b.
(3.1.4)

对每个 |xi|引入一个新的变量 zi，可以将问题 (3.1.4)转化为

min
z∈Rn

n

∑
i=1

zi,

s.t. Ax = b,

− zi ⩽ xi ⩽ zi, i = 1,2, · · · ,n,

这是一个线性规划问题．另外，我们也可以引入 xi的正部和负部 x+
i , x−i ⩾ 0，

利用 xi = x+
i − x−i , |xi| = x+

i + x−i ，问题 (3.1.4)的另外一种等价的线性规划
形式可以写成

min
x+ ,x−∈Rn

n

∑
i=1

(x+
i + x−i ),

s.t. Ax+ − Ax− = b,

x+, x− ⩾ 0.
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2. 数据拟合

在数据拟合中，除了常用的最小二乘模型外，还有最小 ℓ1 范数模型

min
x∈Rn

∥Ax− b∥1, (3.1.5)

和最小 ℓ∞ 范数模型
min
x∈Rn

∥Ax− b∥∞. (3.1.6)

这两个问题都可以转化成线性规划的形式．对于问题 (3.1.5)，通过引入变量
y = Ax− b，可以得到如下等价问题：

min
x,y∈Rn

∥y∥1,

s.t. y = Ax− b.

利用基追踪问题中类似的技巧，我们可以将上述绝对值优化问题转化成线
性规划问题．对于问题 (3.1.6)，令 t = ∥Ax− b∥∞，则得到等价问题

min
x∈Rn , t∈R

t,

s.t. ∥Ax− b∥∞ ⩽ t.

利用 ℓ∞ 范数的定义，可以进一步写为

min
x∈Rn , t∈R

t,

s.t. − t1 ⩽ Ax− b ⩽ t1,

这是一个线性规划问题．

3.2 最小二乘问题

3.2.1 基本形式和应用背景

最小二乘问题的一般形式如下：

min
x∈Rn

m

∑
i=1

r2
i (x), (3.2.1)

其中 ri : Rn → R 为实值函数．如果所有的 ri 都是线性函数，我们称问题
(3.2.1)为线性最小二乘问题，否则称其为非线性最小二乘问题．最小二乘问
题是线性回归和非线性回归的基础．
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最小二乘问题也常用于线性（非线性）方程组问题当中．当线性（非线
性）观测带有噪声时，我们一般会基于该线性（非线性）系统建立最小二乘
模型．特别地，如果噪声服从高斯分布，最小二乘问题的解对应于原问题的
最大似然解．

3.2.2 应用举例

1. 线性最小二乘问题

线性最小二乘问题是回归分析中的一个基本模型，它可以表示为

min
x∈Rn

m

∑
i=1

(aT
i x− bi)

2,

即 ri(x) = aT
i x− bi, i = 1,2, · · · ,m．记 A = [a1, a2, · · · , am]

T，那么线性最小二
乘问题可以等价地写成如下形式：

min
x∈Rn

f (x) def
==

1
2
∥Ax− b∥2

2,

这是一个无约束二次目标函数的优化问题．因为二次函数 f 是凸的，故
x ∈Rn 为其全局极小解当且仅当 x满足方程

∇ f (x) = AT(Ax− b) = 0.

事实上，因为 f 是二次的，我们有

f (y) = f (x) +∇ f (x)T(y− x) +
1
2
(y− x)T∇2 f (x)(y− x)

= f (x) +∇ f (x)T(y− x) +
1
2
(y− x)T AT A(y− x).

因此，如果 ∇ f (x) = 0，根据 AT A的半正定性，

f (y)⩾ f (x), ∀y ∈Rn,

即 x为 f (x)的全局极小解．

反之，如果∇ f (x) ̸= 0，此时我们说明沿着负梯度方向目标函数将减小．

具体地，取 y = x− t∇ f (x)且 t =
1

λmax(AT A)
，其中 λmax(AT A)表示 AT A
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的最大特征值，那么

f (x− t∇ f (x))⩽ f (x)− t∥∇ f (x)∥2
2 +

1
2

t2λmax(AT A)∥∇ f (x)∥2
2

= f (x) + (−t +
1
2

t2λmax(AT A))∥∇ f (x)∥2
2

= f (x)− 1
2λmax(AT A)

∥∇ f (x)∥2
2 < f (x).

因而在全局极小解 x处必有 ∇ f (x) = 0．

2. 数据插值

数据插值是数值分析的一个基本问题．给定数据集 {ai ∈Rp,bi ∈Rq, i =

1,2, · · · ,m}，插值是求一个映射 f，使得

bi = f (ai), i = 1,2, · · · ,m.

在实际中，出于计算上的可行性，我们一般会限制在一个特定函数空间上
来求 f 的一个逼近解．如果利用线性函数逼近，即 f (a) = Xa + y，其中
X ∈Rq×p, y ∈Rq，则为了求解 X,y，可以建立如下最小二乘问题：

min
X∈Rq×p

m

∑
i=1

∥Xai + y− bi∥2.

一般地，假设 {ϕi(a)}n
i=1(n ⩽ m)为插值空间的一组基，数据插值问题可以

写成

bj = f (aj) =
n

∑
i=1

xiϕi(aj), j = 1,2, · · · ,m,

其中 xi 为待定系数．这是关于 x 的线性方程组．在实际中，我们考虑其替
代的最小二乘模型

min
x∈Rn

m

∑
j=1

∥
n

∑
i=1

xiϕi(aj)− bj∥2.

对于基 ϕi(a)的选取，一般要求其反映数据的物理性质或者内在性质以及计
算比较方便．
除了这种基函数的和的方式，深度学习 [81] 也通过一些简单函数的复

合来逼近原未知函数．具体地，假设有一些简单的非线性向量函数 ϕi(θ) :

Rq→Rq，并构造如下复合函数：

f (θ) = ϕn (Xnϕn−1(Xn−1 · · ·ϕ1(X1θ + y1) · · ·+ yn−1) + yn) .
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在实际中常用的简单非线性函数有 ReLU，即

ϕi(θ) = (ReLU(θ1),ReLU(θ2), · · · ,ReLU(θq))
T, i = 1,2, · · · ,n,

且

ReLU(t) =

 t, t ⩾ 0,

0, 其他.

这样的做法往往会带来更多未知的非线性，因而可能在更大的函数空间中
得到未知函数的一个更好的逼近．将点 ai 处的取值代入，我们得到如下非
线性方程组：

f (ai)− bi = ϕn (Xnϕn−1(Xn−1 · · ·ϕ1(X1ai + y1) · · ·+ yn−1) + yn)− bi

= 0, i = 1,2, · · · ,n.

这里，需要求解的是关于 X1 ∈ Rq×p, Xi ∈ Rq×q, i = 2,3, · · · ,n, yi ∈ Rq, i =

1,2, · · · ,n的非线性方程组．我们一般考虑替代的最小二乘问题

min
{Xi ,yi}

m

∑
i=1

∥ f (ai)− bi∥2.

3.3 复合优化问题

3.3.1 基本形式和应用背景

复合优化问题一般可以表示为如下形式：

min
x∈Rn

ψ(x) = f (x) + h(x),

其中 f (x)是光滑函数（比如数据拟合项），h(x)可能是非光滑的（比如 ℓ1

范数正则项，约束集合的示性函数，或它们的线性组合）．从前文介绍的各
种各样的应用问题不难发现，复合优化问题在实际中有着重要的应用，并且
其中的函数 h(x)一般都是凸的．由于应用问题的驱动，复合优化问题的算
法近年来得到了大量的研究，比如次梯度法，近似点梯度法，Nesterov加速
算法和交替方向乘子法，等等，我们将在第五、七章中详细地介绍这些算法．
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3.3.2 应用举例

1. 图像去噪

图像去噪问题是指从一个带噪声的图像中恢复出不带噪声的原图．记带
噪声的图像为 y，噪声为 ε，那么

y = x + ε,

其中 x为要恢复的真实图像．图像去噪的一个常用的模型是全变差模型．考
虑图像中相邻位置的像素值存在阶跃的地方是稀疏的，定义全变差算子

∥x∥TV = ∑
i,j
|(∇x)i,j|,

其中 (∇x)i,j 取为
√
(xi+1,j − xij)2 + (xi,j+1 − xij)2 或 |xi+1,j − xij| + |xi,j+1 −

xij|，对应的全变差称为是各项同性或者各项异性的．借助于全变差算子，去
噪模型可以表示为

min
x∈Rn1×n2

∥x− y∥2
F + λ∥x∥TV ,

其中目标函数中的第一项是数据保真项，即重构出的图片要与已有的采集
信息相容．第二项是正则项，用来保证重构出的图像的阶跃是稀疏的．
另一类常见的去噪模型基于小波变换．小波框架是空间中基函数的推

广．设 W ∈ Rm×n 为小波框架（n = n1n2），这里 m 可以比 n 大，但是有
rank(W) = n．如果 m > n，那么W 带有一些冗余信息．对于图像 x，Wx

称为其在小波变换W 下的小波系数．在小波变换下，信号尖峰和突变信号
对应的小波系数较大，而噪声对应的小波系数的绝对值往往很小．因此，去
噪问题的小波分解模型可以写为

min
x

∥λ⊙ (Wx)∥1 +
1
2
∥x− y∥2

F,

其中 λ = (λ1,λ2, · · · ,λm)
T 是给定的．

2. 盲反卷积

盲反卷积（也称为去模糊）是图像处理中的一个基本问题，其目的是从
一个模糊的图像恢复出原来清晰的图像．导致图像模糊的原因有很多种，比
如相机抖动、聚焦不良，相机和拍摄物体所在的非静止环境以及成像设备的
内在缺陷，等等．因此一般来说盲反卷积是不容易做到的．
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为了让这个复杂的问题变得简单一些，我们做如下假设：模糊是线性的
（不随图像变化）以及空间不变的（即与像素位置无关）．线性且空间不变的
模糊可以表示成一个卷积．令 x为原始的清晰图像，a为未知的卷积核对应
的矩阵，y为观测到的模糊图像以及 ε为观测噪声．盲反卷积问题可以表示
成

y = a ∗ x + ε,

其中 ∗为卷积算子．假设噪声为高斯噪声，则转化为求解优化问题

min
a,x

∥y− a ∗ x∥2
2.

再假设原始图像信号在小波变换下是稀疏的，我们进一步得到如下复合优
化问题：

min
a,x

∥y− a ∗ x∥2
2 + ∥λ⊙ (Wx)∥1,

其中W 是小波框架，λ = (λ1,λ2, · · · ,λm)
T 用来控制稀疏度．

3.4 随机优化问题

3.4.1 基本形式和应用背景

随机优化问题可以表示成以下形式：

min
x∈X

Eξ [F(x,ξ)] + h(x),

其中 X ⊆ Rn 表示决策变量 x 的可行域，ξ 是一个随机变量（分布一般是
未知的）．对于每个固定的 ξ，F(x,ξ) 表示样本 ξ 上的损失或者奖励．正
则项 h(x)用来保证解的某种性质．由于变量 ξ 分布的未知性，其数学期望
Eξ [F(x,ξ)] 一般是不可计算的．为了得到目标函数值的一个比较好的估计，
在实际问题中往往利用 ξ的经验分布来代替其真实分布．具体地，假设有 N

个样本 ξ1,ξ2, · · · ,ξN，令 fi(x) = F(x,ξi)，我们得到优化问题

min
x∈X

f (x) def
==

1
N

N

∑
i=1

fi(x) + h(x), (3.4.1)

并称其为经验风险极小化问题或者采样平均极小化问题．这个问题通常是难
以求解的，一方面是因为样本数 N 比较多（因此函数值、梯度计算代价比
较高），另一方面是因为优化问题的可行域所在空间维数 n比较大．
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这个问题在统计学、机器学习、计算机科学中有着重要的应用．对于该
问题的求解，我们需要在传统的方法上引入随机性以减少算法中目标函数
值和梯度等的计算代价，感兴趣的读者可以参考 [57]的第八章．

3.4.2 应用举例

1. 随机主成分分析

在主成分分析中，如果样本点 ξ服从某个零均值分布 D，那么找方差最
大的 d维子空间的优化问题可以写成

max
X∈Rp×d

Tr(XTEξ∼D [ξξT]X) s.t. XTX = I, (3.4.2)

其中 Eξ∼D [ξξT]为 ξ 的协方差矩阵．在实际中，分布 D 是未知的，已知的
只是关于分布 D的采样．比如在在线主成分分析中，样本 ξt 是随着时间流
逝依次获得的．这些已有的样本可以看作训练集．随机主成分分析关心的
问题是在求得问题(3.4.2)的高逼近解过程中需要的样本数量以及所消耗的时
间．受制于计算机内存的限制，我们还需要考虑在有限内存情况下的逼近解
的计算与分析．读者可以参考 [3,89]．

2. 分布式鲁棒优化

深度学习是机器学习的一个分支，通过利用神经网络来对数据进行表
征学习．深度学习的目的是从已有的未知分布的数据中学出一个好的预测
器，其对应优化问题

min
h

Ez[F(h,z)],

其中预测器 h是优化变量（见第 1.3节），并对应于神经网络的参数．因为
数据 z 的真实分布的未知性，我们只有有限的样本点 z1,z2, · · · ,zn．在实际
中的一种做法是将这些样本点对应的离散经验分布作为 z 的真实分布，对
应的目标函数写成相应的有限和的形式，如第 1.3节中所述．这种方式往往
保证了在已有样本点上的高预测准确率．但是，当我们拿到一个新的样本点
时，该预测器的准确率可能会下降很多，甚至给出不合理的预测结果．即预
测器的泛化能力较差．
为了提高预测器的泛化能力，另外一种常用的方法是考虑分布式鲁棒

优化问题
min

h
max

ẑ∈Γ
Eẑ[F(h, ẑ)],
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这里集合 Γ 中的随机变量的分布与真实数据的分布在一定意义下非常接近．
具体地，在选取 Γ 时，我们需要考虑其对应的实际意义、可解性和数值表
现．给定数据的经验分布，一种方式是通过分布之间的熵来定义分布间的距
离，从而定义 Γ为与经验分布的距离小于给定数的分布的集合．目前常用的
另外一种方式是利用分布间的Wasserstein距离，这种距离的好处是其可以
改变原来经验分布的支撑集．

3.5 半定规划

半定规划（semidefinite programming, SDP）是线性规划在矩阵空间
中的一种推广．它的目标函数和等式约束均为关于矩阵的线性函数，而它与
线性规划不同的地方是其自变量取值于半正定矩阵空间．作为一种特殊的
矩阵优化问题（见第 3.6节），半定规划在某些结构上和线性规划非常相似，
很多研究线性规划的方法都可以作为研究半定规划的基础．由于半定规划地
位的特殊性，我们将在本节中单独讨论半定规划的形式和应用．而一般的矩
阵优化问题将在第 3.6节中讨论．

3.5.1 基本形式和应用背景

半定规划问题的一般形式如下：

min cTx,

s.t. x1 A1 + x2 A2 + · · ·+ xn An + B ⪯ 0,

Gx = h,

(3.5.1)

其中 c ∈ Rn, Ai ∈ Sm, i = 1,2, · · · ,n, B ∈ Sm, G ∈ Rp×n, h ∈ Rp 为已知的向量
和矩阵，x = (x1, x2, · · · , xn) ∈ Rn 是自变量．这里，如果矩阵 Ai, B 是对角
的，那么问题 (3.5.1)退化为线性规划问题．类似于线性规划问题，我们考虑
半定规划的标准形式

min ⟨C, X⟩ ,

s.t. ⟨A1, X⟩ = b1,

· · ·

⟨An, X⟩ = bn,

X ⪰ 0,

(3.5.2)



3.5 半定规划 69

和不等式形式

min cTx,

s.t. x1 A1 + x2 A2 + · · ·+ xn An + B ⪯ 0.
(3.5.3)

形如(3.5.1)式的优化问题都可以转化成 (3.5.2)式或者 (3.5.3)式的形式．
1995年，文章 [54] 开创性地运用半定规划提出了一个求解 NP难的最

大割问题的 0.8786-近似算法．半定规划被认为是自 20世纪 50年代著名的
线性规划以后的另一个数学规划领域革命性的研究进展．半定规划的发展得
益于线性规划的充分研究．尽管特殊的半定规划可看成线性规划，但作为一
类特殊的矩阵优化问题，半定规划具有不同于经典线性与非线性优化问题
的特点——其约束集合不是多面体．在实际应用方面，半定规划和线性规划
一样，作为重要的凸优化量化建模工具被应用于工程、经济学等领域．

3.5.2 应用举例

1. 二次约束二次规划问题的半定规划松弛

考虑二次约束二次规划问题

min
x∈Rn

xT A0x + 2bT
0 x + c0,

s.t. xT Aix + 2bT
i x + ci ⩽ 0, i = 1,2, · · · ,m,

(3.5.4)

其中 Ai 为 n× n 对称矩阵．当部分 Ai 为对称不定矩阵时，问题 (3.5.4)是
NP难的非凸优化问题．
现在我们写出问题(3.5.4) 的半定规划松弛问题．对任意 x ∈ Rn 以及

A ∈ Sn，有恒等式

xT Ax = Tr(xT Ax) = Tr(AxxT) =
〈

A, xxT〉 ,

因此问题(3.5.4)中所有的二次项均可用下面的方式进行等价刻画：

xT Aix + 2bT
i x + ci =

〈
Ai, xxT〉+ 2bT

i x + ci.

所以，原始问题等价于

min
x∈Rn

⟨A0, X⟩+ 2bT
0 x + c0

s.t. ⟨Ai, X⟩+ 2bT
i x + ci ⩽ 0, i = 1,2, · · · ,m,

X = xxT.

(3.5.5)



70 第三章 典型优化问题

进一步地，

xT Aix + 2bT
i x + ci =

〈(
Ai bi

bT
i ci

)
,

(
X x

xT 1

)〉
,

def
==

〈
Ai, X

〉
, i = 0,1, · · · ,m.

接下来将等价问题 (3.5.5)松弛为半定规划问题．在问题 (3.5.5)中，唯
一的非线性部分是约束 X = xxT，我们将其松弛成半正定约束 X ⪰ xxT．可
以证明，X ⪰ 0与 X ⪰ xxT是等价的．因此这个问题的半定规划松弛可以写
成

min
〈

A0, X
〉

s.t.
〈

Ai, X
〉
⩽ 0, i = 1,2, · · · ,m,

X ⪰ 0,

Xn+1,n+1 = 1.

其中“松弛”来源于我们将 X = xxT 替换成了 X ⪰ xxT．

2. 最大割问题的半定规划松弛

令 G 为一个无向图，其节点集合为 V = {1,2, · · · ,n} 和边的集合为 E．
令 wij = wji 为边 (i, j) ∈ E上的权重，并假设 wij ⩾ 0, (i, j) ∈ E．最大割问题
是找到节点集合 V 的一个子集 S使得 S与它的补集 S之间相连边的权重之
和最大化．我们可以将最大割问题写成如下整数规划的形式：令 xj = 1, j ∈ S

和 xj = −1, j ∈ S，则

max
1
2 ∑

i<j
(1− xixj)wij

s.t. xj ∈ {−1,1}, j = 1,2, · · · ,n.

(3.5.6)

在问题 (3.5.6)中，只有当 xi 与 xj 不同时，目标函数中 wij 的系数非零．最
大割问题是一个离散优化问题，很难在多项式时间内找到它的最优解．接下
来介绍如何将问题 (3.5.6)松弛成一个半定规划问题．

令W = (wij) ∈ Sn，并定义 C = −1
4
(Diag(W111)−W)为图 G的拉普拉

斯矩阵的 −1
4
倍，则问题 (3.5.6)可以等价地写为

min xTCx,

s.t. x2
i = 1, i = 1,2, · · · ,n.
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由于目标函数是关于 x 的二次函数，利用前面的技巧可将其等价替换为〈
C, xxT〉．接下来令 X = xxT，注意到约束 x2

i = 1，这意味着矩阵 X对角线
元素 Xii = 1．因此利用矩阵形式我们将最大割问题转化为

min ⟨C, X⟩ ,

s.t. Xii = 1, i = 1,2, · · · ,n,

X ⪰ 0, rank(X) = 1.

(3.5.7)

问题 (3.5.7) 和 (3.5.6) 是等价的，这是因为 X = xxT 可以用约束 X ⪰ 0 和
rank(X) = 1等价刻画．若在问题 (3.5.7)中将秩一约束去掉，我们就可以得
到最大割问题的半定规划松弛形式

min ⟨C, X⟩

s.t. Xii = 1, i = 1,2, · · · ,n,

X ⪰ 0.

(3.5.8)

问题 (3.5.8)是原最大割问题的一个松弛，因此它们并不等价．文献 [54]

指出求解问题 (3.5.8)可以给出原最大割问题的一个 0.8786-近似解．

3.6 矩阵优化

3.6.1 基本形式和应用背景

矩阵优化问题具有如下形式：

min
X∈X

ψ(X),

其中 X 为特定的矩阵空间，ψ(X) : X →R为给定的函数，可能是非光滑的．
对于矩阵优化问题，如果决策变量为一个 n× n矩阵，那么我们可能需要确
定 n2 个元素．因此，决策变量的维数过大往往是矩阵优化问题难以快速求
解的一个重要原因．

矩阵优化是在近几十年发展起来的一类变量含有矩阵的优化问题．它
广泛地出现在组合数学、材料科学、机器学习和统计学等各种各样的应用当
中．和向量相比，矩阵有许多新的性质：例如秩、特征值等．所以矩阵优化
问题的求解通常要困难一些．
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3.6.2 应用举例

1. 非负矩阵分解

假设 a为 d维空间中的非负随机向量，其 n个观测值为 {ai}n
i=1．记矩阵

A = [a1, a2, · · · , an] ∈ Rd×n，非负矩阵分解问题是指将 A 分解成非负 d× p

基矩阵 X = [x1, x2, · · · , xp]和非负 p× n系数矩阵 Y = [y1,y2, · · · ,yn]的乘积，
即

A = XY.

从上面的表达式可以看出，yj 为观测点 aj 在基矩阵 X上的权重系数．也就
是说，非负矩阵分解把数据分成基向量的线性组合．通常选取 p≪ d，那么
得到的基矩阵 X 的列张成了原数据空间的一个子空间．这本质上是将高维
空间中的数据在一个低维空间中表示．当数据点的内蕴结构完全被基矩阵 X

包含时，我们就得到了一个很好的低维表示．

一般情况下，由于观测含有噪声，原始数据矩阵 A和分解 XY 不会完
全吻合．在这种情况下我们应当寻找误差最小的解．利用矩阵的 F范数可以
定义相似性度量

∥A− XY∥2
F,

我们考虑如下优化问题

min
X∈Rd×p , Y∈Rp×n

∥A− XY∥2
F, s.t. X ⩾ 0, Y ⩾ 0, (3.6.1)

其中“⩾ 0”表示矩阵的每个元素是非负的．

从低维空间逼近的角度来看，非负矩阵分解模型和主成分分析模型类
似．但在实际问题中，非负矩阵分解模型会得到比主成分分析模型更有实际
意义的解．比如，给定很多幅人脸图片（都可以用元素值为 0∼ 255的矩阵
来表示其灰度图），我们想要提取脸部的特征．利用主成分分析得到的主成
分可能包含负数像素值，这是不合理的．但是如果使用非负矩阵分解，则可
以有效避免这类情形的发生．

我们称问题 (3.6.1)为基本的非负矩阵分解模型．根据具体应用的不同，
有时还考虑带正则项的非负矩阵分解模型

min
X∈Rd×p , Y∈Rp×n

∥A− XY∥2
F + αr1(X) + βr2(Y),

s.t. X ⩾ 0, Y ⩾ 0,
(3.6.2)
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其中 r1(X)和 r2(Y)是正则项，α, β > 0是用来权衡拟合项和正则项的正则
化参数．比如，如果 Y的列是稀疏的，那么每一个观测值都可以用少数几个
基向量来表示．相应地，我们可以惩罚 Y的每一列的 ℓ1 范数．为了保证基
向量的线性无关性，往往还要求 X 的列之间是相互正交的．此外，如果数
据矩阵 A分布在一个低维的非线性流形上，则考虑流形或者图上的非负矩
阵分解模型．关于更多非负矩阵分解模型的介绍，读者可以参考 [125]．

3.7 优化模型语言

模型语言的发展开始于 19 世纪 70 年代后期，其主要动因是计算机的
出现．在优化模型语言中，优化模型可以写成和数学表达式很类似的方式，
以此给用户带来更便捷的服务．模型的表达式形式是与求解器无关的，不同
的求解器需要用优化模型语言将给定的模型和数据转为其求解的标准形式，
然后再对其进行求解．这类工具有三个优点：一是将容易出错的转化步骤交
给计算机完成，降低错误率；二是在模型和算法之间建立了一个清晰的界
限；三是对于困难的问题，可以尝试不用的求解器，得到更好的结果．
本节主要介绍 CVX这一工具，它是一个以MATLAB为基础的优化模

型语言，用来求解凸优化问题．它允许将优化问题的目标函数以及约束用
MATLAB语法来写．比如考虑如下优化问题：

min ∥Ax− b∥2,

s.t. Cx = d,

∥x∥∞ ⩽ e,

它可以写成

1 m = 20; n = 10; p = 4;

2 A = randn(m,n); b = randn(m,1);

3 C = randn(p,n); d = randn(p,1); e = rand;

4 cvx_begin

5 variable x(n)

6 minimize( norm( A * x - b, 2 ) )

7 subject to

8 C * x == d

9 norm( x, Inf ) <= e
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10 cvx_end

代码中的前三行是关于 A,b,C,d, e的构造．在调用 CVX求解的时候，对应
的代码需要以 cvx_begin开始，并且以 cvx_end结尾．在这两行语句之
间，我们需要定义要求解的优化问题．在上面的例子中，variable x(n)

表示决策变量 x为 n维空间中的向量．目标函数 ∥Ax− b∥2 则用 norm( A

* x - b, 2 )来表示，minimize表示求解目标函数的极小值．最后以
subject to 开始描述问题的约束，C * x == d 和 norm( x, Inf )

<= e分别表示约束 Cx = d和 ∥x∥∞ ⩽ e．执行上述代码，CVX会选取默认
的凸优化问题算法来返回上面问题的解．

CVX采用了一种快速构造和识别凸性的准则，服从这个准则的凸问题
都可以很快地被识别出来．之后 CVX根据用户的选择调用已有软件包来求
解变形后的凸优化问题，这些软件包括免费软件 SDPT3和 SeDuMi以及商
业软件 Gurobi和MOSEK等．除了一些典型问题外，CVX还可以识别一些
更复杂的凸优化问题，例如带 ℓ1 范数的优化问题．更多内容可以参考 [59]．
目前 CVX还有 Julia语言版本 [124] 和 Python语言版本 CVXPY [40]．除
CVX 外，还有很多发展成熟的优化模型语言可供我们使用，如 AMPL（a

mathematical programming language）[47]，YALMIP [85]等．感兴趣的读
者可自行了解相关内容．

3.8 总结

本章介绍了常见的最优化问题以及具体实例．
线性规划作为动态规划问题的一种转化形式，其对于动态规划问题的

理论与算法设计有着重要的参考意义．线性规划在管理、最优运输等领域中
有着各式各样的应用，感兴趣的读者可以参考 [121]．
由于压缩感知的巨大成功，复合优化的研究得到了人们大量的关注．由

于问题的解的稀疏性或者低秩性，通过有效地添加正则项，可以从理论上保
证复合优化问题的解满足我们想要的性质．本章介绍的复合优化问题的正则
项都是凸的，但是在实际中往往一些非凸正则项对应的模型能够更好地逼
近原问题，相关内容可以参考 [126]．随着大量复合优化问题的提出，复合
优化问题的算法也得到了大量的研究，我们会在后续章节中详细介绍它们．
矩阵优化是向量优化的推广，其中一个典型问题形式是半定规划．因为

半定规划的良好的理论性质，并且得益于内点法的有效求解，人们倾向于建
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立半定规划模型或利用半定规划来松弛已有的非凸优化模型．但是当半定规
划对应的半定矩阵维数很高时，现有的算法也很难求解．最新的一些研究则
是考虑用分解模型来逼近半定规划问题，从而有效地求解．对于聚类问题中
的优化问题，其决策变量可以表达为置换矩阵，因为相应约束的复杂性，人
们经常通过松弛来进行逼近求解．考虑到半定规划松弛后仍难以求解，人们
提出了一些更有效的松弛方式，相关内容可以参考 [139]．

随机优化的复兴得益于数据时代的到来．为了使得模型具有更好的泛化
能力，建立的随机模型不仅要在已有的数据上表现良好，而且也要在未被采
集到的数据上性能优异．那么关于数据的分布的估计，以及如何利用已有的
数据衍生出更多的数据来增加模型的鲁棒性是人们在建立随机模型的时候
考虑的重点，一个比较著名的工作可参考 GAN [58]．

在实际问题中还有一类重要的优化问题的变量落在某种微分流形上，称
为流形优化，读者可以参考 [1]．对于优化模型语言，常用的还有 YALMIP

[85]．对于半定规划问题，最新的一些软件包有 SDPNAL [141]，SDPNAL+

[133]和 SSNSDP [80]．对于流形优化，软件包有OptM [127]，Manopt [18]

和 ARNT [73]．

习题 4

3.1 将下面的问题转化为线性规划：给定 A ∈Rm×n, b ∈Rm，

(a) min
x∈Rn

∥Ax− b∥1, s.t. ∥x∥∞ ⩽ 1;

(b) min
x∈Rn

∥x∥1, s.t. ∥Ax− b∥∞ ⩽ 1;

(c) min
x∈Rn

∥Ax− b∥1 + ∥x∥∞;

(d) min
x∈Rn

m

∑
i=1

max{0, aT
i x + bi}.

3.2 求解下面的线性规划问题：给定向量 c ∈Rn，

(a) min
x∈Rn

cTx, s.t. 0 ⩽ x ⩽ 1;

(b) min
x∈Rn

cTx, s.t. − 1 ⩽ x ⩽ 1;

(c) min
x∈Rn

cTx, s.t. − 1 ⩽ 1Tx ⩽ 1;

(d) min
x∈Rn

cTx, s.t. 1Tx = 1, x ⩾ 0;
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3.3 在数据插值中，考虑一个简单的复合模型（取 ϕ为恒等映射，两层复
合模型）：

min
X1∈Rq×p ,X2∈Rq×q

m

∑
i=1

∥X2X1ai − bi∥2
2,

其中 ai ∈Rp,bi ∈Rq, i = 1,2, · · · ,m．

(a) 试计算目标函数关于 X1, X2 的导数；

(b) 试给出该问题的最优解．

3.4 给定数据点 ai ∈ Rn,bi ∈ Rn, i = 1,2, · · · ,m，我们用二次函数拟合，即
求 X ∈ Sn,y ∈Rn,z ∈R使得

bi ≈ f (ai) = aT
i Xai + yTai + z, i = 1,2, · · · ,m.

这里假设数据点 ai ∈ B = {a ∈Rn | l ⩽ a ⩽ u}．相应的最小二乘模型为
m

∑
i=1

( f (ai)− bi)
2.

此外，对函数 f 有三个额外要求：(1) f 是凹函数；(2) f 在集合 B上是
非负的，即 f (a)⩾ 0,∀a ∈ B；(3) f 在 B上是单调非减的，即对任意的
a, â ∈ B且满足 a ⩽ â，有 f (a)⩽ f (â)．

请将上述问题表示成一个凸优化问题，并尽可能地简化．

3.5 考虑下面的复合优化问题：

min
x∈Rn

∥x∥1 + ∥Dx− a∥2
2,

其中 a ∈Rn, D = Diag(d1,d2, · · · ,dn)均已知．试给出最优解 x∗的表达
式．

3.6 考虑下面的复合优化问题：

min
x∈Rn

∥x∥0 + ∥Dx− a∥2
2,

其中 a ∈Rn, D = Diag(d1,d2, · · · ,dn)均已知．试给出最优解 x∗的表达
式．

3.7 将不等式形式的半定规划问题 (3.5.1)转化成标准形式 (3.5.2)．
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3.8 对于对称矩阵 C ∈ Sn，记其特征值分解为 C =
n

∑
i=1

λiuiuT
i，假设

λ1 ⩾ · · ·⩾ λm > 0 > λm+1 ⩾ · · ·⩾ λn,

考虑如下半定规划问题：

min
X∈Sn

⟨C, X⟩ ,

s.t. uT
i Xui = 0, i = m + 1,m + 2, · · · ,n,

X ⪰ 0.

试给出该问题最优解的表达式．

3.9 如果在最大割问题(3.5.6)中，约束 xj ∈ {−1,1}改为 xj ∈ {0,1}，即对
应优化问题

max
1
2 ∑

i<j
wij(1− xixj),

s.t. xj ∈ {0,1}, j = 1,2, · · · ,n.

试给出其一个半定规划松弛．
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第四章 最优性理论

正如第三章所介绍的，在实际中最优化问题的形式多种多样．给定一类
具体的优化问题，我们首先需要分析其解的存在性．如果优化问题的解存
在，再考虑如何设计算法求出其最优解．一般的非凸优化问题可能存在很多
局部极小解，但其往往也能够满足实际问题的要求．对于这些局部（全局）
极小解的求解，最优性理论是至关重要的．

4.1 最优化问题解的存在性

考虑优化问题 (1.1.1)
min
x∈Rn

f (x),

s.t. x ∈ X ,
(4.1.1)

其中 X ⊆Rn为可行域．对于问题 (4.1.1)，首先要考虑的是最优解的存在性，
然后考虑如何求出其最优解．在数学分析课程中，我们学习过Weierstrass

定理，即定义在紧集上的连续函数一定存在最大 (最小)值点．而在许多实际
问题中，定义域可能不是紧的，目标函数也不一定连续，因此需要将此定理
推广来保证最优化问题解的存在性．

定理 4.1 (Weierstrass定理) 考虑一个适当且闭的函数 f :X → (−∞,+∞]，
假设下面三个条件中任意一个成立：

(1) dom f def
== {x ∈ X : f (x) < +∞}是有界的；

(2) 存在一个常数 γ̄使得下水平集

Cγ̄
def
== {x ∈ X : f (x)⩽ γ̄}

是非空且有界的；

79
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(3) f 是强制的，即对于任一满足 ∥xk∥ → +∞的点列 {xk} ⊂ X，都有

lim
k→∞

f (xk) = +∞,

那么，问题 (4.1.1)的最小值点集 {x ∈ X | f (x)⩽ f (y), ∀y ∈ X}是非空且紧
的．

证明. 假设条件 (2)成立．我们先证下确界 t def
== inf

x∈X
f (x) > −∞．采用反

证法．假设 t = −∞，则存在点列 {xk}∞
k=1 ⊂ Cγ̄，使得 lim

k→∞
f (xk) = t = −∞．

因为 Cγ̄ 的有界性，点列 {xk}一定存在聚点，记为 x∗．根据上方图的闭性，
我们知道 (x∗, t) ∈ epi f，即有 f (x∗)⩽ t =−∞．这与函数的适当性矛盾，故
t > −∞．

利用上面的论述，我们知道 f (x∗)⩽ t．因为 t是下确界，故必有 f (x∗) = t．
这就证明了下确界是可取得的．再根据定理 2.2以及 Cγ̄的有界性，易知最小
值点集是紧的．

假设条件 (1)成立，则 dom f 是有界的．因为 f 是适当的，即存在 x0 ∈X
使得 f (x0)<+∞．令 γ̄ = f (x0)，则下水平集 Cγ̄ 是非空有界的，那么利用
条件 (2)的结论，可知问题 (4.1.1)的最小值点集是非空且紧的．

假设条件 (3)成立．我们沿用上面定义的 x0, γ̄
def
== f (x0)以及下水平集

Cγ̄．因为 f 是强制的，则 Cγ̄是非空有界的（假设无界，则存在点列 {xk} ⊂ Cγ̄

满足 lim
k→∞
∥xk∥ = +∞，由强制性有 lim

k→∞
f (xk) = +∞，这与 f (x) ⩽ γ̄矛盾），

即推出条件 (2).

定理 4.1的三个条件在本质上都是保证 f (x) 的最小值不能在无穷远处
取到，因此我们可以仅在一个有界的下水平集中考虑 f (x)的最小值．同时
要求 f (x)为适当且闭的函数，并不需要 f (x)的连续性．因此定理4.1比数学
分析中的Weierstrass定理应用范围更广．

当定义域不是有界闭集时，我们通过例子来进一步解释上面的定理．对
于强制函数 f (x) = x2, x ∈ X = R，其全局最优解一定存在．但对于适当且
闭的函数 f (x) = e−x, x ∈ X = R，它不满足定理4.1三个条件中任意一个，因
此我们不能断言其全局极小值点存在．事实上，其全局极小值点不存在．
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4.2 无约束可微问题的最优性理论

无约束可微优化问题通常表示为如下形式：

min
x∈Rn

f (x), (4.2.1)

其中假设 f 是连续可微函数．第一章已经引入了局部最优解和全局最优解的
定义．给定一个点 x̄，我们想要知道这个点是否是函数 f 的一个局部极小解
或者全局极小解．如果从定义出发，需要对其邻域内的所有点进行判断，这
是不可行的．因此，需要一个更简单的方式来验证一个点是否为极小值点．
我们称其为最优性条件，它主要包含一阶最优性条件和二阶最优性条件．

4.2.1 一阶最优性条件

一阶最优性条件是利用梯度（一阶）信息来判断给定点的最优性．这里
先考虑目标函数可微的情形，并给出下降方向的定义．

定义 4.1 (下降方向) 对于可微函数 f 和点 x ∈ Rn，如果存在向量 d满
足

∇ f (x)Td < 0,

那么称 d为 f 在点 x处的一个下降方向．

由下降方向的定义，容易验证: 如果 f 在点 x处存在一个下降方向 d，那么
对于任意的 T > 0，存在 t ∈ (0, T]，使得

f (x + td) < f (x).

因此，在局部最优点处不能有下降方向．我们有如下一阶必要条件：

定理 4.2 (一阶必要条件) 假设 f 在全空间 Rn 可微．如果 x∗ 是一个局
部极小点，那么

∇ f (x∗) = 0.

证明. 任取 v ∈Rn，考虑 f 在点 x = x∗ 处的泰勒展开

f (x∗ + tv) = f (x∗) + tvT∇ f (x∗) + o(t),

整理得
f (x∗ + tv)− f (x∗)

t
= vT∇ f (x∗) + o(1).
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根据 x∗ 的最优性，在上式中分别对 t取点 0处的左、右极限可知

lim
t→0+

f (x∗ + tv)− f (x∗)
t

= vT∇ f (x∗)⩾ 0,

lim
t→0−

f (x∗ + tv)− f (x∗)
t

= vT∇ f (x∗)⩽ 0,

即对任意的 v有 vT∇ f (x∗) = 0，由 v的任意性知 ∇ f (x∗) = 0．

注意，上面的条件仅仅是必要的．对于 f (x) = x2, x ∈ R，我们知道满
足 f ′(x) = 0的点为 x∗ = 0，并且其也是全局最优解．对于 f (x) = x3, x ∈R，
满足 f ′(x) = 0的点为 x∗ = 0，但其不是一个局部最优解．实际上，我们称
满足 ∇ f (x) = 0的点 x为 f 的稳定点（有时也称为驻点或临界点）．可以看
出，除了一阶必要条件，还需要对函数加一些额外的限制条件，才能保证最
优解的充分性．我们会在后面的小节中继续讨论．

4.2.2 二阶最优性条件

在没有额外假设时，如果一阶必要条件满足，我们仍然不能确定当前点
是否是一个局部极小点．这里考虑使用二阶信息来进一步判断给定点的最优
性．

假设 f 在点 x 的一个开邻域内是二阶连续可微的．类似于一阶必要条
件的推导，可以借助当前点处的二阶泰勒展开来逼近该函数在该点附近的
取值情况，从而来判断最优性．具体地，在点 x附近我们考虑泰勒展开

f (x + d) = f (x) +∇ f (x)Td +
1
2

dT∇2 f (x)d + o(∥d∥2).

当一阶必要条件满足时，∇ f (x) = 0，那么上面的展开式简化为

f (x + d) = f (x) +
1
2

dT∇2 f (x)d + o(∥d∥2). (4.2.2)

因此，我们有如下二阶最优性条件：

定理 4.3 假设 f 在点 x∗ 的一个开邻域内是二阶连续可微的，则以下最
优性条件成立：

二阶必要条件如果 x∗ 是 f 的一个局部极小点，那么

∇ f (x∗) = 0, ∇2 f (x∗) ⪰ 0;
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二阶充分条件如果在点 x∗ 处有

∇ f (x∗) = 0, ∇2 f (x∗) ≻ 0

成立，那么 x∗ 为 f 的一个局部极小点．

证明. 考虑 f (x)在点 x∗ 处的二阶泰勒展开(4.2.2)，这里因为一阶必要条
件成立，所以 ∇ f (x∗) = 0．反设 ∇2 f (x∗) ⪰ 0不成立，即 ∇2 f (x∗)有负的
特征值．取 d为其负特征值 λ− 对应的特征向量，通过对(4.2.2)式变形得到

f (x∗ + d)− f (x∗)
∥d∥2 =

1
2

dT

∥d∥∇
2 f (x∗)

d
∥d∥ + o(1).

这里注意
d
∥d∥ 是 d的单位化，因此

f (x∗ + d)− f (x∗)
∥d∥2 =

1
2

λ− + o(1).

当 ∥d∥充分小时， f (x∗ + d) < f (x∗)，这和点 x∗ 的最优性矛盾．因此二阶
必要条件成立．

当 ∇2 f (x) ≻ 0时，对任意的 d ̸= 0有 dT∇2 f (x∗)d ⩾ λmin∥d∥2 > 0，这
里 λmin > 0是 ∇2 f (x∗)的最小特征值．因此我们有

f (x∗ + d)− f (x∗)
∥d∥2 ⩾ 1

2
λmin + o(1).

当 ∥d∥充分小时有 f (x∗ + d)⩾ f (x∗)，即二阶充分条件成立．

由定理4.3有如下结论：设点 x̄ 满足一阶最优性条件（即 ∇ f (x̄) = 0），
且该点处的海瑟矩阵 ∇2 f (x̄) 不是半正定的，那么 x̄ 不是一个局部极小点．
进一步地，如果海瑟矩阵∇2 f (x̄)既有正特征值又有负特征值，我们称稳定
点 x̄为一个鞍点．事实上，记 d1,d2 为其正负特征值对应的特征向量，那么
对于任意充分小的 t > 0，我们都有 f (x̄ + td1) > f (x̄)且 f (x̄ + td2) < f (x̄)．

注意，二阶最优性条件给出的仍然是关于局部最优性的判断．对于给定
点的全局最优性判断，我们还需要借助实际问题的性质，比如目标函数是凸
的、非线性最小二乘问题中目标函数值为 0等．
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4.2.3 实例

我们以线性最小二乘问题为例来说明其最优性条件的具体形式．如
第3.2节中所述，线性最小二乘问题可以表示为

min
x∈Rn

f (x) def
==

1
2
∥b− Ax∥2

2,

其中 A ∈Rm×n, b ∈Rm分别是给定的矩阵和向量．易知 f (x)是可微且凸的，
因此，x∗ 为一个全局最优解当且仅当

∇ f (x∗) = AT(Ax∗ − b) = 0.

因此，线性最小二乘问题本质上等于求解线性方程组，可以利用数值代数知
识对其有效求解．
在实际中，我们还经常遇到非线性最小二乘问题，如实数情形的相位恢

复问题，其一般形式如下：

min
x∈Rn

f (x) def
==

m

∑
i=1

r2
i (x), (4.2.3)

其中非线性函数 ri(x) = (aT
i x)2 − b2

i , i = 1,2, · · · ,m．这个问题是非凸的．在
点 x ∈Rn 处，我们有

∇ f (x) = 2
m

∑
i=1

ri(x)∇ri(x) = 4
m

∑
i=1

((aT
i x)2 − b2

i )(aT
i x)ai,

∇2 f (x) = 2
m

∑
i=1

∇ri(x)∇ri(x)T + 2
m

∑
i=1

ri(x)∇2ri(x)

= 8
m

∑
i=1

(aT
i x)2aiaT

i + 4
m

∑
i=1

((aT
i x)2 − b2

i )aiaT
i

=
m

∑
i=1

(12(aT
i x)2 − 4b2

i )aiaT
i .

如果 x∗ 为问题 (4.2.3)的一个局部最优解，那么其满足一阶必要条件

∇ f (x∗) = 0,

即
m

∑
i=1

((aT
i x∗)2 − bi)(aT

i x∗)ai = 0,

以及二阶必要条件
∇2 f (x∗) ⪰ 0,
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即
m

∑
i=1

(12(aT
i x∗)2 − 4b2

i )aiaT
i ⪰ 0.

如果一个点 x# 满足二阶充分条件

∇ f (x#) = 0, ∇2 f (x#) ≻ 0,

即
m

∑
i=1

((aT
i x#)2 − bi)(aT

i x#)ai = 0,
m

∑
i=1

(12(aT
i x#)2 − 4b2

i )aiaT
i ≻ 0,

那么 x# 为问题 (4.2.3)的一个局部最优解．

4.3 无约束不可微问题的最优性理论

本节仍考虑问题 (4.2.1)：

min
x∈Rn

f (x),

但其中 f (x) 为不可微函数．很多实际问题的目标函数不是光滑的，例如
f (x) = ∥x∥1．对于此类问题，由于目标函数可能不存在梯度和海瑟矩阵，因
此第4.2节中的一阶和二阶条件不适用．此时我们必须使用其他最优性条件
来判断不可微问题的最优点．

4.3.1 凸优化问题一阶充要条件

对于目标函数是凸函数的情形，我们已经引入了次梯度的概念并给出
了其计算法则．一个自然的问题是：可以利用次梯度代替梯度来构造最优性
条件吗？答案是肯定的，实际上有如下定理：

定理 4.4 假设 f 是适当且凸的函数，则 x∗为问题 (4.2.1)的一个全局极
小点当且仅当

0 ∈ ∂ f (x∗).

证明. 先证必要性．因为 x∗ 为全局极小点，所以

f (y)⩾ f (x∗) = f (x∗) + 0T(y− x∗), ∀y ∈Rn.

因此，0 ∈ ∂ f (x∗)．
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再证充分性．如果 0 ∈ ∂ f (x∗)，那么根据次梯度的定义

f (y)⩾ f (x∗) + 0T(y− x∗) = f (x∗), ∀y ∈Rn.

因而 x∗ 为一个全局极小点．

定理4.4说明条件 0 ∈ ∂ f (x∗)是 x∗ 为全局最优解的充要条件．这个结论
比定理4.2要强，其原因是凸问题有非常好的性质，它的稳定点中不存在鞍
点．因此，可以通过计算凸函数的次梯度集合来求解其对应的全局极小点．
相较于非凸函数，凸函数的最优性分析简单，计算以及验证起来比较方便，
因此在实际建模中受到广泛的关注．

4.3.2 复合优化问题的一阶必要条件

在实际问题中，目标函数不一定是凸函数，但它可以写成一个光滑函数
与一个非光滑凸函数的和，例如第3.3节介绍的复合优化问题就具有这样的
形式．其中目标函数的光滑项可能是凸的，比如 LASSO问题、图像去噪问
题和盲反卷积问题；也可能是非凸的，例如字典学习问题和神经网络的损失
函数．因此研究此类问题的最优性条件十分必要．这里，我们考虑一般复合
优化问题

min
x∈Rn

ψ(x) def
== f (x) + h(x), (4.3.1)

其中 f 为光滑函数（可能非凸），h为凸函数（可能非光滑）．对于其任何局
部最优解，我们不加证明地给出如下一阶必要条件：

定理 4.5 (复合优化问题一阶必要条件) 令 x∗ 为问题 (4.3.1)的一个局部
极小点，那么

−∇ f (x∗) ∈ ∂h(x∗),

其中 ∂h(x∗)为凸函数 h在点 x∗ 处的次梯度集合．

定理4.5在之后我们推导复合优化问题算法性质的时候非常重要，它给
出了当目标函数一部分是非光滑凸函数时的一阶必要条件．在这里注意，由
于目标函数可能是整体非凸的，因此一般没有一阶充分条件．在第七章中我
们介绍邻近算子时会用到这个定理．
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4.3.3 实例

我们以 ℓ1 范数优化问题为例，给出其最优解的最优性条件．第一章和
第三章介绍了各种各样的 ℓ1 范数优化问题，其一般形式可以写成

min
x∈Rn

ψ(x) def
== f (x) + µ∥x∥1, (4.3.2)

其中 f (x) : Rn→ R为光滑函数，正则系数 µ > 0用来调节解的稀疏度．尽
管 ∥x∥1 不是可微的，但我们可以计算其次微分

∂i∥x∥1 =


{1}, xi > 0,

[−1,1], xi = 0,

{−1}, xi < 0.

因此，如果 x∗ 是问题 (4.3.2)的一个局部最优解，那么其满足

−∇ f (x∗) ∈ µ∂∥x∗∥1,

即

∇i f (x∗) =


−µ, x∗i > 0,

a ∈ [−µ,µ], x∗i = 0,

µ, x∗i < 0.

进一步地，如果 f (x)是凸的（比如在 LASSO问题中 f (x) =
1
2
∥Ax−

b∥2），那么满足上式的 x∗ 就是问题 (4.3.2)的全局最优解．

4.4 对偶理论

这一节以及本章之后的章节考虑一般的约束优化问题

min
x∈Rn

f (x),

s.t. ci(x)⩽ 0, i ∈ I ,

ci(x) = 0, i ∈ E ,

(4.4.1)

其中 ci 为定义在Rn或其子集上的实值函数，I 和 E 分别表示不等式约束和
等式约束对应的下标集合且各下标互不相同．这个问题的可行域定义为

X = {x ∈Rn|ci(x)⩽ 0, i ∈ I 且 ci(x) = 0, i ∈ E}.
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我们可以通过将 X 的示性函数加到目标函数中得到无约束优化问题．
但是转化后问题的目标函数是不连续的、不可微的以及不是有限的，这导致
我们难以分析其理论性质以及设计有效的算法．对于约束优化问题，可行性
问题是应该最先考虑的．因此，对其约束集合的几何性质以及代数性质的分
析尤为重要．

4.4.1 拉格朗日函数与对偶问题

研究问题 (4.4.1) 的重要工具之一是拉格朗日函数，它的基本思想是给
该问题中的每一个约束指定一个拉格朗日乘子，以乘子为加权系数将约束增
加到目标函数中．令 λi 为对应于第 i个不等式约束的拉格朗日乘子，νi 为对
应于第 i个等式约束的拉格朗日乘子．为了构造合适的对偶问题，基本原则
是对拉格朗日乘子添加合适的约束条件，使得 f (x)在问题 (4.4.1)的任意可
行点 x处大于或等于相应拉格朗日函数值．根据这个原则，我们要求 λ ⩾ 0．
记 m = |I|, p = |E |，则拉格朗日函数的具体形式 L : Rn ×Rm

+ ×Rp → R定
义为

L(x,λ,ν) = f (x) + ∑
i∈I

λici(x) + ∑
i∈E

νici(x). (4.4.2)

注意，函数 (4.4.2)中的加号也可以修改为减号，同时调整相应乘子的约束
条件使得上述下界原则满足即可．

对拉格朗日函数 L(x,λ,ν) 中的 x 取下确界可定义拉格朗日对偶函数，
这一函数将在对偶理论中起到很关键的作用．

定义 4.2 拉格朗日对偶函数g : Rm
+ ×Rp → [−∞,+∞) 是拉格朗日函

数 L(x,λ,ν)对于 λ ∈Rm
+, ν ∈Rp 关于 x取的下确界：

g(λ,ν) = inf
x∈Rn

L(x,λ,ν). (4.4.3)

固定 (λ,ν)，如果拉格朗日函数关于 x无界，那么对偶函数在 (λ,ν)处的取
值为 −∞．因为拉格朗日对偶函数是逐点定义的一族关于 (λ,ν)的仿射函数
的下确界，根据定理 2.11的(5)可知其为凹函数（无论原始问题是否为凸问
题）．这个性质是十分重要的，它能帮助我们推导出许多拥有良好性质的算
法．

对每一对满足 λ ⩾ 0的乘子对 (λ,ν)，拉格朗日对偶函数 g(λ,ν)给原优
化问题(4.4.1)的最优值 p∗ 提供了下界，且该下界依赖于参数 λ和 ν的选取．
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引理 4.1 (弱对偶原理) 对于任意的 λ ⩾ 0和 ν，拉格朗日对偶函数给出
了优化问题(4.4.1)最优值的一个下界，即

g(λ,ν)⩽ p∗, λ ⩾ 0. (4.4.4)

证明. 假设 x̃ 是问题(4.4.1)的一个可行解，即 ci(x̃) ⩽ 0, i ∈ I 和 ci(x̃) =

0, i ∈ E 对于任意的 i均成立．由于 λ ⩾ 0，则

∑
i∈I

λici(x̃) + ∑
i∈E

νici(x̃)⩽ 0. (4.4.5)

将上式代入拉格朗日函数的定义中，我们可以得到

L(x̃,λ,ν) = f (x̃) + ∑
i∈I

λici(x̃) + ∑
i∈E

νici(x̃)⩽ f (x̃), (4.4.6)

并且

g(λ,ν) = inf
x

L(x,λ,ν)⩽ L(x̃,λ,ν)⩽ f (x̃). (4.4.7)

所以对于任意的可行解 x̃，g(λ,ν)⩽ f (x̃)都成立，从而 g(λ,ν)⩽ p∗成立．

那么一个自然的问题是，从拉格朗日对偶函数获得的下界中，哪个是最
优的呢？为了求解该最优的下界，便有如下拉格朗日对偶问题：

max
λ⩾0,ν

g(λ,ν) = max
λ⩾0,ν

inf
x∈Rn

L(x,λ,ν). (4.4.8)

向量 λ和 ν也称为问题(4.4.1)的对偶变量或者拉格朗日乘子向量．由于其目
标函数的凹性和约束集合的凸性，拉格朗日对偶问题是一个凸优化问题（见
注 1.1）．当 g(λ,ν) =−∞时，对偶函数提供的 p∗的下界变得没有实际意义．
只有当 g(λ,ν)>−∞时，对偶函数生成的关于原始问题最优解 p∗的下界才
是非平凡的．因此我们规定拉格朗日对偶函数的定义域

dom g = {(λ,ν) | λ ⩾ 0, g(λ,ν) > −∞}.

当 (λ,ν) ∈ dom g 时，称其为对偶可行解．记对偶问题的最优值为 q∗．称
p∗ − q∗(⩾ 0)为对偶间隙．如果对偶间隙为 0(p∗ = q∗)，称强对偶原理成立．
假设 (λ∗,ν∗)是使得对偶问题取得最优值的解，称其为对偶最优解或者最优
拉格朗日乘子．

推导拉格朗日对偶问题最重要的是能把拉格朗日对偶函数的具体形式
方便地写出来．需要指出的是，拉格朗日对偶问题的写法并不唯一．如果问
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题 (4.4.1)中有些约束，比如对应于下标集 I1 = {i1, i2, · · · , iq}的不等式约束，
比较简单，则可以不把这些约束松弛到拉格朗日函数里．此时拉格朗日函数
为

L(x, s,ν) = f (x) + ∑
i∈I\I1

sici(x) + ∑
i∈E

νici(x), s ⩾ 0, ci(x)⩽ 0, i ∈ I1, (4.4.9)

相应地，对偶问题为

max
s⩾0,ν

{
inf

x∈Rn
L(x, s,ν), s.t. ci(x)⩽ 0, i ∈ I1

}
. (4.4.10)

对于强对偶原理满足的凸问题，不同写法的拉格朗日对偶问题是等价的．

4.4.2 带广义不等式约束优化问题的对偶

问题 (4.4.1)中的不等式约束 ci(x), i ∈ I 都是实值函数的形式．在许多
实际应用中，我们还会遇到大量带广义不等式约束的优化问题，例如自变量
x可能取值于半正定矩阵空间中．对于这类约束我们不易将其化为 ci(x)⩽ 0

的形式，此时又该如何构造拉格朗日对偶函数呢？

1. 适当锥和广义不等式

定义广义不等式需要利用适当锥的概念．

定义 4.3 (适当锥) 称满足如下条件的锥 K为适当锥（proper cone）：

(1) K是凸锥；

(2) K是闭集；

(3) K是实心的（solid），即 int K ̸= ∅；

(4) K是尖的（pointed），即对任意非零向量 x，若 x ∈ K，则 −x /∈ K，也
即 K中无法容纳直线．

适当锥 K可以诱导出广义不等式，它定义了全空间上的偏序关系：

x ⪯K y ⇐⇒ y− x ∈ K.

类似地，可以定义严格广义不等式：

x ≺K y ⇐⇒ y− x ∈ int K.
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本书常用的是 K = Rn
+（非负锥）和 K = Sn

+（半正定锥）．当 K = Rn
+ 时，

x ⪯K y是我们之前经常使用的记号 x ⩽ y，即 x每个分量小于等于 y的对应
分量；当 K = Sn

+时，X ⪯K Y的含义为 Y− X ⪰ 0，即 Y− X是半正定矩阵．

广义不等式满足许多我们熟悉的性质，例如自反性、反对称性、传递性，
这里不详细展开．

2. 对偶锥

在构造拉格朗日对偶函数时，针对不等式约束 ci(x) ⩽ 0我们引入拉格
朗日乘子 λi ⩾ 0，之后将 λici(x)（⩽ 0）作为拉格朗日函数中的一项．那么
对于广义不等式，应该如何对拉格朗日乘子提出限制呢？此时需要借助对偶
锥的概念．

定义 4.4 (对偶锥) 令 K为全空间Ω的子集，称集合

K∗ = {y ∈Ω | ⟨x,y⟩⩾ 0, ∀x ∈ K}

为其对偶锥，其中 ⟨·, ·⟩是Ω上的一个内积．

正如其定义所说，对偶锥是一个锥（哪怕原始集合 K不是锥）．我们在
图 4.1中给出了 R2 平面上的一个例子．图中深色区域表示锥 K，根据对偶
锥的定义，K∗ 中的向量和 K中所有向量夹角均为锐角或直角．因此，对偶
锥 K∗ 为图 4.1的浅色区域．注意，在这个例子中 K也为 K∗ 一部分．

图 4.1 R2 平面上的锥 K及其对偶锥 K∗
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如果 K = Rn
+,Ω = Rn 并且定义 ⟨x,y⟩= xTy，那么易知 K∗ = Rn

+．假设
K = Sn

+,Ω = Sn 并且定义 ⟨X,Y⟩ = Tr(XYT)，可以证明（见习题 4.3）

⟨X,Y⟩⩾ 0, ∀X ∈ Sn
+ ⇐⇒ Y ∈ Sn

+,

即半正定锥的对偶锥仍为半正定锥．此外，称满足 K = K∗ 的锥 K为自对偶
锥，因此非负锥和半正定锥都是自对偶锥．
直观来说，对偶锥 K∗ 中向量和原锥 K中向量的内积恒非负，这一性质

可以被用来构造拉格朗日对偶函数．

3. 广义不等式约束优化问题拉格朗日函数的构造

如果将不等式约束函数换成向量函数，并且推广定义相应的广义不等
式约束，我们可以得到如下形式的优化问题：

min
x∈Rn

f (x),

s.t. ci(x) ⪯Ki 0, i ∈ I ,

ci(x) = 0, i ∈ E ,

(4.4.11)

其中 f : Rn→R, ci : Rn→R, i ∈ E 为实值函数，ci : Rn→Rki , ki ∈N+, i ∈ I
为向量值函数，Ki 为某种适当锥且 ⪯Ki 表示由锥 Ki 定义的广义不等式．因
此，问题 (4.4.1)是在问题 (4.4.11)中取 ki = 1, Ki = R+, ∀i ∈ I 时的特殊情
形．

根据 Ki, i ∈ I 的对偶锥 K∗i，我们对广义不等式约束分别引入乘子 λi ∈
K∗i , i ∈ I，对等式约束引入乘子 νi ∈R, i ∈ E，构造如下拉格朗日函数：

L(x,λ,ν) = f (x) + ∑
i∈I
⟨ci(x),λi⟩+ ∑

i∈E
νici(x), λi ∈ K∗i ,νi ∈R.

容易验证 L(x,λ,ν) ⩽ f (x), ∀ x ∈ X , λi ∈ K∗i ,νi ∈ R．式我们定义拉格朗日
对偶函数

g(λ,ν) = inf
x∈Rn

L(x,λ,ν).

因此，对偶问题为
max

λi∈K∗i , νi∈R
g(λ,ν).

对偶问题在最优化理论中扮演着重要角色．每个优化问题都对应一个对
偶问题．相比原始问题，对偶问题总是凸的，其最优值给出了原始问题最优
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值（极小化问题）的一个下界．如果原始问题满足一定的条件，我们可以从
理论上证明原始问题和对偶问题的最优值是相等的．当原始问题的约束个数
比决策变量维数更小时，对偶问题的决策变量维数会比原始问题的小，从而
可能在相对较小的决策空间中求解．因此，对于对偶问题的研究非常必要．
接下来我们会给出一些例子来说明如何求出给定问题的对偶问题．

4.4.3 实例

这一小节用四个例子说明拉格朗日对偶问题应当如何计算，并简要从
对偶理论的角度分析这些问题具有的性质．

1. 线性规划问题的对偶

考虑如下线性规划问题：

min
x

cTx,

s.t. Ax = b,

x ⩾ 0.

(4.4.12)

对于等式约束 Ax = b，我们引入拉格朗日乘子 ν；对于非负约束 x ⩾ 0，我
们引入拉格朗日乘子 s ⩾ 0．根据上述准则，可构造如下拉格朗日函数：

L(x, s,ν) = cTx + νT(Ax− b)− sTx = −bTν + (ATν− s + c)Tx,

其拉格朗日对偶函数为

g(s,ν) = inf
x

L(x, s,ν) =

−bTν, ATν− s + c = 0,

−∞, 其他.

注意到只需考虑 ATν− s + c = 0情形，其余情况对应于不可行情形，因此
线性规划问题(4.4.12)的对偶问题是

max
s,ν

− bTν,

s.t. ATν− s + c = 0,

s ⩾ 0.
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经过变量代换 y = −ν后，上述问题等价于常见的形式

max
s,y

bTy,

s.t. ATy + s = c,

s ⩾ 0.

(4.4.13)

如果问题(4.4.12)的拉格朗日函数直接写为

L(x, s,y) = cTx− yT(Ax− b)− sTx = bTy + (c− ATy− s)Tx,

其中 y为等式约束 Ax = b的乘子以及 s ⩾ 0为非负约束 x ⩾ 0的乘子，则
对偶问题(4.4.13)可以直接导出．
线性规划问题(4.4.12)的对偶问题也可以通过保留约束 x ⩾ 0写出．对于

等式约束 Ax = b，引入乘子 y，则相应的拉格朗日函数为

L(x,y) = cTx− yT(Ax− b) = bTy + (c− ATy)Tx.

而对偶问题需要将 x ⩾ 0添加到约束里：

max
y

{
inf

x
bTy + (c− ATy)Tx, s.t. x ⩾ 0

}
.

简化后得出：
max

y
bTy,

s.t. ATy ⩽ c.
(4.4.14)

事实上，由对偶问题(4.4.13)也可以消掉变量 s得到(4.4.14)．
下面我们推导问题(4.4.14)的对偶问题．先通过极小化目标函数的相反

数将其等价地转化为如下极小化问题（另一种方式是直接构造极大化问题
的拉格朗日函数，通过引入乘子并确定其符号使得构造的拉格朗日函数为
bTy的一个上界，之后再求拉格朗日函数关于 x的上确界得对偶函数）：

min
y

− bTy,

s.t. ATy ⩽ c.

对于不等式约束 ATy ⩽ c，我们引入拉格朗日乘子 x ⩾ 0，则相应的拉格朗
日函数为

L(y, x) = −bTy + xT(ATy− c) = −cTx + (Ax− b)Ty.
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因此得到对偶函数

g(x) = inf
y

L(y, x) =

−cTx, Ax = b,

−∞, 其他,

相应的对偶问题是
max

x
− cTx,

s.t. Ax = b,

x ⩾ 0.

(4.4.15)

观察到问题 (4.4.15)与问题 (4.4.12)完全等价，这表明线性规划问题与其对
偶问题互为对偶．

2. ℓ1 正则化问题的对偶

对于 ℓ1 正则化问题

min
x∈Rn

1
2
∥Ax− b∥2 + µ∥x∥1, (4.4.16)

其中 A ∈Rm×n,b ∈Rm分别为给定的矩阵和向量，µ为正则化参数来控制稀
疏度．通过引入 Ax− b = r，可以将问题 (4.4.16)转化为如下等价的形式：

min
x∈Rn ,r∈Rm

1
2
∥r∥2 + µ∥x∥1, s.t. Ax− b = r, (4.4.17)

其拉格朗日函数为

L(x,r,λ) =
1
2
∥r∥2 + µ∥x∥1 − ⟨λ, Ax− b− r⟩

=
1
2
∥r∥2 + λTr + µ∥x∥1 − (ATλ)Tx + bTλ.

利用二次函数最小值的性质及 ∥ · ∥1 的对偶范数的定义，我们有

g(λ) = inf
x,r

L(x,r,λ) =

bTλ− 1
2
∥λ∥2, ∥ATλ∥∞ ⩽ µ,

−∞, 其他.

那么对偶问题为

max bTλ− 1
2
∥λ∥2, s.t. ∥ATλ∥∞ ⩽ µ.
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3. 半定规划问题的对偶问题

考虑标准形式的半定规划问题

min
X∈Sn

⟨C, X⟩,

s.t. ⟨Ai, X⟩ = bi, i = 1,2, · · · ,m,

X ⪰ 0,

(4.4.18)

其中 Ai ∈ Sn, i = 1,2, · · · ,m, C ∈ Sn,b ∈Rm．对于等式约束和半正定锥约束
分别引入乘子 y ∈Rm 和 S ∈ Sn

+，拉格朗日函数可以写为

L(X,y,S) = ⟨C, X⟩ −
m

∑
i=1

yi(⟨Ai, X⟩ − bi)− ⟨S, X⟩ , S ⪰ 0,

则对偶函数为

g(y,S) = inf
X

L(X,y,S) =


bTy,

m

∑
i=1

yi Ai − C + S = 0,

−∞, 其他.

因此，对偶问题为
min
y∈Rm

− bTy,

s.t.
m

∑
i=1

yi Ai − C + S = 0,

S ⪰ 0.

(4.4.19)

它也可以写成不等式形式

min
y∈Rm

− bTy,

s.t.
m

∑
i=1

yi Ai ⪯ C.
(4.4.20)

对于对偶问题(4.4.20)，我们还可以求其对偶问题．对不等式约束引入乘
子 X ∈ Sn 并且 X ⪰ 0，拉格朗日函数为

L(y, X) = −bTy + ⟨X,

(
m

∑
i=1

yi Ai

)
− C⟩,

=
m

∑
i=1

yi(−bi + ⟨Ai, X⟩)− ⟨C, X⟩.
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因为上式对 y是仿射的，故对偶函数可以描述为

g(X) = inf
y

L(y, X) =

−⟨C, X⟩, ⟨Ai, X⟩ = bi, i = 1,2, · · · ,m,

−∞, 其他.

因此，对偶问题可以写成

min
X∈Sn

⟨C, X⟩,

s.t. ⟨Ai, X⟩ = bi, i = 1,2, · · · ,m,

X ⪰ 0.

(4.4.21)

这就是问题 (4.4.18)，即半定规划问题与其对偶问题互为对偶．

4.5 一般约束优化问题的最优性理论

4.5.1 一阶最优性条件

类似于无约束优化问题，约束优化问题 (4.4.1) 的最优性条件要从下降
方向开始讨论．因为决策变量限制在可行域当中，所以只需要关注“可行”
的方向．先引入可行域的几何性质．

1. 切锥和约束品性

在给出最优性条件之前，我们先介绍一些必要的概念．与无约束优化问
题类似，首先需要定义问题 (4.4.1)的下降方向．这里因为约束的存在，我们
只考虑可行方向，即可行序列对应的极限方向．特别地，称这样的方向为切
向量．

定义 4.5 (切锥) 给定可行域X 及其内一点 x，若存在可行序列 {zk}∞
k=1⊂

X 逼近 x（即 lim
k→∞

zk = x）以及正标量序列 {tk}∞
k=1, tk→ 0满足

lim
k→∞

zk − x
tk

= d,

则称向量 d为 X 在点 x处的一个切向量．点 x处的所有切向量构成的集合
称为切锥，用 TX (x)表示．
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我们以 R2 上的约束集合为例来直观地给出切锥的几何结构．图 4.2(a)

中深色区域 X 表示两个不等式约束，其在点 x处的切锥 TX (x)为图中浅色
区域．注意，X 也为 TX (x)的一部分．图 4.2(b)中则是考虑等式约束，这里
可行域 X 是图 4.2(a)中可行域的边界．根据切锥的定义，此时 TX (x)对应
点 x处与 X 相切的两条射线．

(a) 不等式约束 (b) 等式约束

图 4.2 R2 上的约束和切锥

有了切锥的定义之后，可以从几何上刻画问题 (4.4.1)的最优性条件．与
无约束优化类似，我们要求切锥（可行方向集合）不包含使得目标函数值下
降的方向．具体地，有下面的一阶必要条件，称为几何最优性条件．

定理 4.6 (几何最优性条件 [120]) 假设可行点 x∗ 是问题 (4.4.1)的一个
局部极小点．如果 f (x)和 ci(x), i ∈ I ∪ E 在点 x∗ 处是可微的，那么

dT∇ f (x∗)⩾ 0, ∀d ∈ TX (x∗)

等价于

TX (x∗) ∩ {d | ∇ f (x∗)Td < 0} = ∅.

证明. 采用反证法．假设在点 x∗ 处有 TX (x∗) ∩ {d | ∇ f (x∗)Td < 0} ̸= ∅，
令 d ∈ TX (x∗) ∩ {d | ∇ f (x∗)Td < 0}．根据切向量的定义，存在 {tk}∞

k=1 和
{dk}∞

k=1使得 x∗ + tkdk ∈ X，其中 tk→ 0且 dk→ d．由于∇ f (x∗)Td < 0，对
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于充分大的 k，我们有

f (x∗ + tkdk) = f (x∗) + tk∇ f (x∗)Tdk + o(tk)

= f (x∗) + tk∇ f (x∗)Td + tk∇ f (x∗)T(dk − d) + o(tk)

= f (x∗) + tk∇ f (x∗)Td + o(tk)

< f (x∗).

这与 x∗ 的局部极小性矛盾．

因为切锥是根据可行域的几何性质来定义的，其计算往往是不容易的．
因此，我们需要寻找代数方法来计算可行方向，进而更容易地判断最优性条
件．我们给出另一个容易计算的可行方向集合的定义，即线性化可行方向锥．

定义 4.6 (线性化可行方向锥) 对于可行点 x ∈ X，该点处的积极集
（active set）A(x)定义为两部分下标的集合，一部分是等式约束对应的下标，
另外一部分是不等式约束中等号成立的约束对应的下标，即

A(x) = E ∪ {i ∈ I : ci(x) = 0}.

进一步地，点 x处的线性化可行方向锥定义为

F (x) =

d

∣∣∣∣∣ dT∇ci(x) = 0, ∀ i ∈ E ,

dT∇ci(x)⩽ 0, ∀ i ∈ A(x) ∩ I


图 4.3 直观地展示了 R2 中的不等式约束集合和线性化可行方向锥

F (x)．在点 x 处，已知两个不等式约束的等号均成立．而 F (x) 中的向
量应保证和 ∇ci(x), i = 1,2的夹角为钝角或直角．

直观来说，线性化可行方向锥中的向量应该保证和等式约束中函数的梯
度垂直，这样才能尽量保证 ci(x), i ∈ E 的值不变；而对积极集 A(x) ∩ I 中
的指标 i，沿着该向量 ci(x)的值不能增加，因此线性化可行方向对 ci(x), i ∈
A(x) ∩ I 可以是一个下降方向；而对非积极集中的约束，无需提出任何对
线性化可行方向的要求．

线性化可行方向锥一般比切锥要大，实际上我们有如下结果：

命题 4.1 设 ci(x), i ∈ E ∪ I 一阶连续可微，则对任意可行点 x有

TX (x) ⊆ F (x).
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ppqq

图 4.3 R2 上的约束集合和线性化可行方向锥

以上命题的结论反过来是不成立的，我们给出具体的例子．考虑问题

min
x∈R

f (x) = x,

s.t. c(x) = −x + 3 ⩽ 0.
(4.5.1)

根据切锥的定义，可以算出点 x∗ = 3处的切锥为 TX (x∗) = {d |d ⩾ 0}，如图
4.4所示．对于线性化可行方向锥，由于 c′(x∗) =−1，故 F (x∗) = {d : d ⩾ 0}．
此时，我们有 TX (x∗) = F (x∗)．

x

f(x)

x∗ TX(x∗)

图 4.4 问题 (4.5.1)的切锥

将问题 (4.5.1)的约束变形为

c(x) = (−x + 3)3 ⩽ 0.
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因为可行域没有改变，所以在点 x∗ = 3 处，切锥 TX (x∗) = {d : d ⩾ 0} 不
变．对于线性化可行方向锥，由于 c′(x∗) =−3(x∗ − 3)2 = 0，所以 F (x∗) =

{d | d ∈ R}．此时，F (x∗) ⊃ TX (x∗)（严格包含）．这个例子告诉我们线性
化可行方向锥 F (x)不但受到问题可行域 X 的影响，还会受到 X 的代数表
示方式的影响．在不改变 X 的条件下改变定义 X 的等式（不等式）的数学
形式会影响 F (x)包含的元素．而切锥 TX (x)的定义直接依赖于可行域 X，
因此它不受到 X 代数表示方式的影响．
线性化可行方向锥容易计算和使用，但会受到问题形式的影响；切锥比

较直接地体现了可行域 X 的性质，但比较难计算．为了刻画线性化可行方
向锥 F (x)与切锥 TX (x)之间的关系，我们引入约束品性这个概念．简单来
说，大部分的约束品性都是为了保证在最优点 x∗ 处，F (x∗) = TX (x∗)．这
一性质使得我们能够使用 F (x)代替 TX (x)，进而更方便地研究约束最优化
问题的最优性条件．这里给出一些常用的约束品性的定义．

定义 4.7 (线性无关约束品性) 给定可行点 x及相应的积极集 A(x)．如
果积极集对应的约束函数的梯度，即 ∇ci(x), i ∈ A(x)，是线性无关的，则
称线性无关约束品性（LICQ）在点 x处成立．

当 LICQ成立时，切锥和线性化可行方向锥是相同的．

引理 4.2 给定任意可行点 x ∈ X，如果在该点处 LICQ 成立，则有
TX (x) = F (x)．

关于 LICQ的一个常用推广是 Mangasarian–Fromovitz约束品性，简
称为MFCQ．

定义 4.8 (MFCQ) 给定可行点 x及相应的积极集 A(x)．如果存在一个
向量 w ∈Rn ，使得

∇ci(x)Tw < 0, ∀i ∈ A(x) ∩ I ,

∇ci(x)Tw = 0, ∀i ∈ E ,

并且等式约束对应的梯度集 {∇ci(x), i ∈ E}是线性无关的，则称MFCQ在
点 x处成立．

可以验证MFCQ是 LICQ的一个弱化版本，即由 LICQ可以推出MFCQ，
但是反过来不成立．在 MFCQ 成立的情况下，我们也可以证明 TX (x) =

F (x)，参见 [145]引理 8.2.12．
另外一个用来保证 TX (x) = F (x)的约束品性是线性约束品性．
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定义 4.9 (线性约束品性) 如果所有的约束函数 ci(x), i ∈ I ∪ E 都是线
性的，则称线性约束品性成立．

当线性约束品性成立时，也有 TX (x) = F (x)．因此对只含线性约束的
优化问题，例如线性规划、二次规划，很自然地有 TX (x) = F (x),∀ x．我
们无需再关注约束函数的梯度是否线性无关．一般来说，线性约束品性和
LICQ之间没有互相包含的关系．

2. Karush-Kuhn-Tucker（KKT）条件

基于几何最优性条件，即定理 4.6，我们想要得到一个计算上更易验证
的形式．切锥和线性化可行方向锥的联系给我们提供了一种方式．具体地，
在定理 4.6中，如果在局部最优解 x∗ 处有

TX (x∗) = F (x∗)

成立（如果 LICQ在点 x∗ 处成立，上式自然满足），那么集合d

∣∣∣∣∣∣∣∣
dT∇ f (x∗) < 0,

dT∇ci(x∗) = 0, i ∈ E ,

dT∇ci(x∗)⩽ 0, i ∈ A(x∗) ∩ I

 (4.5.2)

是空集．(4.5.2)式的验证仍然是非常麻烦的，我们需要将其转化为一个更直
接的方式．这里介绍一个重要的引理，称为 Farkas引理．证明见 [98]引理 12.4．

引理 4.3 (Farkas 引理) 设 p 和 q 为两个非负整数，给定向量组 {ai ∈
Rn, i = 1,2, · · · , p}, {bi ∈Rn, i = 1,2, · · · ,q}和 c ∈Rn．满足以下条件：

dTai = 0, i = 1,2, · · · , p, (4.5.3)

dTbi ⩾ 0, i = 1,2, · · · ,q, (4.5.4)

dTc < 0 (4.5.5)

的 d不存在当且仅当存在 λi, i = 1,2, · · · , p和 µi ⩾ 0, i = 1,2, · · · ,q，使得

c =
p

∑
i=1

λiai +
q

∑
i=1

µibi. (4.5.6)

利用 Farkas引理，在 (4.5.3) – (4.5.5)式中取 ai = ∇ci(x∗), i ∈ E，bi =

∇ci(x∗), i ∈ A(x∗) ∩ I 以及 c = −∇ f (x∗)，集合 (4.5.2) 是空集等价于下式
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成立：
−∇ f (x∗) = ∑

i∈E
λ∗i∇ci(x∗) + ∑

i∈A(x∗)∩I
λ∗i∇ci(x∗), (4.5.7)

其中 λ∗i ∈R, i ∈ E , λ∗i ⩾ 0, i ∈A(x∗)∩ I．如果补充定义 λ∗i = 0, i ∈ I\A(x∗),

那么
−∇ f (x∗) = ∑

i∈I∪E
λ∗i∇ci(x∗),

这恰好对应于拉格朗日函数关于 x 的一阶最优性条件．另外，对于任意的
i ∈ I，我们注意到

λ∗i ci(x∗) = 0.

上式称为互补松弛条件．这个条件表明对不等式约束，以下两种情况至少出
现一种：乘子 λ∗i = 0，或 ci(x∗) = 0（即 i ∈ A(x∗) ∩ I）．当以上两种情况恰
好只有一种满足时，我们也称此时严格互补松弛条件成立．一般来说，具有
严格互补松弛条件的最优值点有比较好的性质，算法能够很快收敛．
综上所述，我们有如下一阶必要条件，也称作 KKT条件，并称满足条

件(4.5.8)的变量对 (x∗,λ∗)为 KKT对．

定理 4.7 (KKT条件 [98]) 假设 x∗是问题 (4.4.1)的一个局部最优点．如
果

TX (x∗) = F (x∗)

成立，那么存在拉格朗日乘子 λ∗i 使得如下条件成立：

稳定性条件 ∇x L(x∗,λ∗) =∇ f (x∗) + ∑
i∈I∪E

λ∗i∇ci(x∗) = 0,

原始可行性条件 ci(x∗) = 0, ∀i ∈ E ,

原始可行性条件 ci(x∗)⩽ 0, ∀i ∈ I ,

对偶可行性条件 λ∗i ⩾ 0, ∀i ∈ I ,

互补松弛条件 λ∗i ci(x∗) = 0, ∀i ∈ I .

(4.5.8)

证明. 因为 TX (x∗) = F (x∗)，根据定理 4.6，(4.5.2)式对应的集合为空集．
因此，由 Farkas引理可知，存在乘子 λ∗i ∈R, i ∈ E , λ∗i ⩾ 0, i ∈A(x∗)∩ I，使
得 (4.5.7)式成立．令 λ∗i = 0, i ∈ I\A(x∗)，结合 x∗的可行性，我们有 (4.5.8)

式成立．

我们称满足(4.5.8)式的点 x∗为 KKT点．注意，上面的定理只给出了切
锥与线性化可行方向锥相同时的最优性条件．也就是说，如果在局部最优点
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x∗处 TX (x∗) ̸= F (x∗)，那么 x∗不一定是 KKT点．同样地，因为 KKT条件
只是必要的，所以 KKT点不一定是局部最优点．

4.5.2 二阶最优性条件

对于问题 (4.4.1)，如果存在一个点 x∗满足 KKT条件，我们知道沿着任
意线性化可行方向目标函数的一阶近似不会下降．此时一阶条件无法判断
x∗ 是否是最优值点，需要利用二阶信息来进一步判断在其可行邻域内的目
标函数值．具体地，假设 TX (x∗) = F (x∗)，要判断满足 dT∇ f (x∗) = 0的线
性化可行方向 d是否为 f (x∗)的下降方向．我们以拉格朗日函数在这些方向
上的曲率信息为桥梁来判断点 x∗ 处的最优性．下面给出临界锥的定义．

定义 4.10 (临界锥) 设 (x∗,λ∗)满足 KKT条件(4.5.8)，定义临界锥为

C(x∗,λ∗) = {d ∈ F (x∗) | ∇ci(x∗)Td = 0, ∀i ∈ A(x∗) ∩ I 且 λ∗i > 0},

其中 F (x∗)为点 x∗ 处的线性化可行方向锥．

临界锥是线性化可行方向锥 F (x∗) 的子集，沿着临界锥中的方向进行
优化，所有等式约束和 λ∗i > 0对应的不等式约束（此时这些不等式约束中
的等号均成立）都会尽量保持不变．注意，对一般的 d ∈ F (x∗)我们仅仅能
保证 dT∇ci(x∗)⩽ 0．
利用上述定义，可得如下结论：

d ∈ C(x∗,λ∗)⇒ λ∗i∇ci(x∗)Td = 0, ∀i ∈ E ∪ I .

更进一步地，

d ∈ C(x∗,λ∗)⇒ dT∇ f (x∗) = ∑
i∈E∪I

λ∗i dT∇ci(x∗) = 0.

也就是说，临界锥定义了依据一阶导数不能判断是否为下降或上升方向的
线性化可行方向，必须使用高阶导数信息加以判断．这里给出如下的二阶最
优性条件，其具体证明可以在 [98]中的定理 12.5以及定理 12.6中找到：

定理 4.8 (二阶必要条件) 假设 x∗ 是问题 (4.4.1)的一个局部最优解，并
且 TX (x∗) = F (x∗) 成立．令 λ∗ 为相应的拉格朗日乘子，即 (x∗,λ∗) 满足
KKT条件，那么

dT∇2
xx L(x∗,λ∗)d ⩾ 0, ∀d ∈ C(x∗,λ∗).
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定理 4.9 (二阶充分条件) 假设在可行点 x∗ 处，存在一个拉格朗日乘子
λ∗，使得 (x∗,λ∗)满足 KKT条件．如果

dT∇2
xx L(x∗,λ∗)d > 0, ∀d ∈ C(x∗,λ∗), d ̸= 0,

那么 x∗ 为问题 (4.4.1)的一个严格局部极小解．

我们比对无约束优化问题的二阶最优性条件（定理4.3）不难发现，约
束优化问题的二阶最优性条件也要求某种“正定性”，但只需要考虑临界锥
C(x∗,λ∗) 中的向量而无需考虑全空间的向量．因此有些教材中又将其称为
“投影半正定性”．

为了更深刻地理解约束优化的最优性理论，我们考虑一个具体的例子．
给定如下约束优化问题：

min x2
1 + x2

2, s.t.
x2

1

4
+ x2

2 − 1 = 0,

其拉格朗日函数为

L(x,λ) = x2
1 + x2

2 + λ(
x2

1

4
+ x2

2 − 1).

该问题可行域在任意一点 x = (x1, x2)
T 处的线性化可行方向锥为

F (x) = {(d1,d2) |
x1

4
d1 + x2d2 = 0}.

因为只有一个等式约束且其对应函数的梯度非零，故有 LICQ 成立，且在
KKT对 (x,λ)处有 C(x,λ) = F (x)．可以计算出其 4个 KKT对

(xT,λ) = (2,0,−4), (−2,0,−4), (0,1,−1) 和 (0,−1,−1).

我们考虑第一个 KKT对 y = (2,0,−4)T和第三个 KKT对 z = (0,1,−1)T．计
算可得，

∇2
xx L(y) =

[
0 0

0 −6

]
, C(y) = {(d1,d2) | d1 = 0}.

取 d = (0,1)，则
dT∇2

xx L(y)d = −6 < 0,

因此 y不是局部最优点．类似地，对于 KKT对 z = (0,1,−1)，

∇2
xx L(z) =

3
2

0

0 0

 , C(z) = {(d1,d2) | d2 = 0}.



106 第四章 最优性理论

对于任意的 d = (d1,0)且 d1 ̸= 0，

dT∇2
xx L(z)d =

3
2

d2
1 > 0.

因此，z为一个严格局部最优点．

4.6 带约束凸优化问题的最优性理论

在实际问题中，优化问题 (4.4.1)的目标函数和约束函数往往是凸的（可
能不可微）．因此，凸优化问题的最优性条件的研究具有重要意义．这里考
虑如下形式的凸优化问题：

min
x∈D

f (x),

s.t. ci(x)⩽ 0, i = 1,2, · · · ,m,

Ax = b,

(4.6.1)

其中 f (x) 为适当的凸函数，ci(x), i = 1,2, · · · ,m 是凸函数且 dom ci = Rn，
以及 A ∈ Rp×n,b ∈ Rp 是已知的．我们用集合 D 表示自变量 x 的自然定义
域，即

D = dom f = {x | f (x) < +∞}.

自变量 x除了受到自然定义域的限制以外，还需要受到约束的限制．我们定
义可行域

X = {x ∈ D : ci(x)⩽ 0, i = 1,2, · · · ,m; Ax = b}.

在这里注意，由于凸优化问题的可行域是凸集，因此等式约束只可能是线性
约束．凸优化问题 (4.6.1)有很多好的性质．一个自然的问题是：我们能否像
研究无约束问题那样找到该问题最优解的一阶充要条件？如果这样的条件
存在，它在什么样的约束品性下成立？本节将比较具体地回答这一问题．

4.6.1 Slater约束品性与强对偶原理

在通常情况下，优化问题的对偶间隙都是大于 0的，即强对偶原理不满
足．但是，对于很多凸优化问题，在特定约束品性满足的情况下可以证明强
对偶原理．简单直观的一种约束品性是存在满足所有约束条件的严格可行
解．首先，我们给出集合 D的相对内点集 relintD的定义．
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定义 4.11 (相对内点集) 给定集合 D，记其仿射包为 affineD（见定
义2.14）．集合 D的相对内点集定义为

relintD = {x ∈ D | ∃ r > 0, 使得 B(x,r) ∩ affineD ⊆ D}.

相对内点是内点的推广，我们知道若 x是集合 D ⊆Rn 的内点，则存在
一个以 x为球心的 n维球含于集合 D．若 D本身的“维数”较低，则 D不
可能有内点；但如果在它的仿射包 affineD中考虑，则 D可能有相对内点．
借助相对内点的定义，我们给出 Slater约束品性．

定义 4.12 (Slater约束品性) 若对凸优化问题 (4.6.1)，存在 x ∈ relintD
满足

ci(x) < 0, i = 1,2, · · · ,m, Ax = b,

则称对此问题 Slater约束品性满足．有时也称该约束品性为Slater条件．

Slater约束品性实际上是要求自然定义域 D 的相对内点中存在使得不
等式约束严格成立的点．对于很多凸优化问题，自然定义域 D 的仿射包
affineD = Rn，在这种情况下 Slater条件中的相对内点就是内点．

注 4.1 当一些不等式约束是仿射函数时，Slater条件可以适当放宽．不
妨假设前 k 个不等式约束是仿射函数，此时 Slater 约束品性可变为：存在
x ∈ relintD满足

ci(x)⩽ 0, i = 1,2, · · · ,k; ci(x) < 0, i = k + 1,k + 2 · · · ,m; Ax = b,

即对线性不等式约束无需要求其存在严格可行点．

若凸优化问题 (4.6.1)满足 Slater条件，一个很重要的结论就是强对偶
原理成立．此外当对偶问题最优值 d∗ > −∞时，对偶问题的最优解可以取
到，即存在对偶可行解 (λ∗,ν∗)，满足 g(λ∗,ν∗) = d∗ = p∗．实际上我们有下
面的定理：

定理 4.10 (强对偶原理 [20]第 5.3.2小节) 如果凸优化问题(4.6.1)满足 Slater

条件，则强对偶原理成立．

4.6.2 一阶充要条件

对于一般的约束优化问题，当问题满足特定约束品性时，我们知道KKT

条件是局部最优解处的必要条件．而对于凸优化问题，当 Slater条件满足时，
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KKT条件则变为局部最优解的充要条件（根据凸性，局部最优解也是全局
最优解）．实际上我们有如下定理．

定理 4.11 (凸问题 KKT条件) 对于凸优化问题 (4.6.1)，如果 Slater条
件成立，那么 x∗,λ∗ 分别是原始、对偶全局最优解当且仅当

稳定性条件 0 ∈ ∂ f (x∗) + ∑
i∈I

λ∗i ∂ci(x∗) + ∑
i∈E

λ∗i ai,

原始可行性条件 Ax∗ = b,

原始可行性条件 ci(x∗)⩽ 0, ∀i ∈ I ,

对偶可行性条件 λ∗i ⩾ 0, ∀i ∈ I ,

互补松弛条件 λ∗i ci(x∗) = 0, ∀i ∈ I .

(4.6.2)

其中 ai 是矩阵 AT 的第 i列．

在这里条件 (4.6.2) 和条件(4.5.8) 略有不同．在凸优化问题中没有假设
f (x)和 ci(x)是可微函数，因此我们在这里使用的是次梯度．当 f (x)和 ci(x)

都是凸可微函数时，条件 (4.6.2)就是条件 (4.5.8)．
定理 4.11的充分性比较容易说明．实际上，设存在 (x̄, λ̄)满足 KKT条

件 (4.6.2)，我们考虑凸优化问题的拉格朗日函数

L(x,λ) = f (x) + ∑
i∈I

λici(x) + ∑
i∈E

λi(aT
i x− bi),

当固定 λ = λ̄ 时，注意到 λ̄i ⩾ 0, i ∈ I 以及 λ̄i(aT
i x), i ∈ E 是线性函数可知

L(x, λ̄)是关于 x 的凸函数．由凸函数全局最优点的一阶充要性可知，此时
x̄就是 L(x, λ̄)的全局极小点．根据拉格朗日对偶函数的定义，

L(x̄, λ̄) = inf
x∈D

L(x, λ̄) = g(λ̄).

根据原始可行性条件 Ax̄ = b以及互补松弛条件 λ̄ici(x̄) = 0, i ∈ I 可以得到

L(x̄, λ̄) = f (x̄) + 0 + 0 = f (x̄).

根据弱对偶原理，

L(x̄, λ̄) = f (x̄)⩾ p∗ ⩾ d∗ ⩾ g(λ̄). (4.6.3)

由于 L(x̄, λ̄) = g(λ̄)，(4.6.3)式中的不等号皆为等号，因此我们有 p∗ = d∗且
x̄, λ̄分别是原始问题和对偶问题的最优解．
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定理 4.11 的充分性说明，若能直接求解出凸优化问题 (4.6.1) 的 KKT

对，则其就对应 (4.6.1)的最优解．注意，在充分性部分的证明中，我们没有
使用 Slater条件，这是因为在证明的一开始假设了 KKT点是存在的．Slater

条件的意义在于当问题 (4.6.1)最优解存在时，其相应 KKT条件也会得到满
足．换句话说，当 Slater条件不满足时，即使原始问题存在全局极小值点，
也可能不存在 (x∗,λ∗)满足 KKT条件(4.6.2)．

定理4.11的必要性证明比较复杂，我们在此书中不作具体讨论．

4.7 约束优化最优性理论应用实例

这一部分，我们以实例的方式更进一步地解释光滑凸优化问题、非光滑
凸优化问题以及光滑非凸优化问题的最优性条件．

4.7.1 仿射空间的投影问题

考虑优化问题

min
x∈Rn

1
2
∥x− y∥2

2,

s.t. Ax = b,

其中 A ∈Rm×n, b ∈Rm 以及 y ∈Rn 为给定的矩阵和向量．这里不妨设矩阵
A是行满秩的（否则，可以按照 A的行之间的相关性消除约束冗余，从而使
得消去后的 Ã是行满秩的）．这个问题可以看成仿射平面 {x ∈Rn | Ax = b}
的投影问题．

对于等式约束，我们引入拉格朗日乘子 λ ∈Rm，构造拉格朗日函数

L(x,λ) =
1
2
∥x− y∥2 + λT(Ax− b).

因为只有仿射约束，故 Slater条件满足．x∗为一个全局最优解，当且仅当存
在 λ∗ ∈Rm 使得 x∗ − y + ATλ = 0,

Ax∗ = b.

由上述 KKT条件第一式，等号左右两边同时左乘 A可得

Ax∗ − Ay + AATλ = 0.
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注意到 Ax∗ = b以及 AAT 是可逆矩阵，因此可解出乘子

λ = (AAT)−1(Ay− b),

将 λ代回 KKT条件第一式可知

x∗ = y− AT(AAT)−1(Ay− b).

因此，点 y到集合 {x | Ax = b}的投影为 y− AT(AAT)−1(Ay− b)．

4.7.2 线性规划问题

考虑线性规划问题
min
x∈Rn

cTx,

s.t. Ax = b,

x ⩾ 0,

(4.7.1)

其中 A ∈Rm×n,b ∈Rm, c ∈Rn 分别为给定的矩阵和向量．
线性规划问题(4.7.1)的拉格朗日函数为

L(x, s,ν) = cTx + νT(Ax− b)− sTx

= −bTν + (ATν− s + c)Tx, s ⩾ 0,

其中 s ∈ Rn,ν ∈ Rm．由于线性规划是凸问题且满足 Slater条件，因此对于
任意一个全局最优解 x∗，我们有如下 KKT条件：

c + ATν∗ − s∗ = 0,

Ax∗ = b,

x∗ ⩾ 0,

s∗ ⩾ 0,

s∗ ⊙ x∗ = 0,

(4.7.2)

其中 ⊙表示向量的 Hadamard积，即 (x⊙ y)i = xiyi．上述 KKT条件也是
充分的，即满足上式的 x∗ 也为问题(4.7.1)的全局最优解，并且 s∗,ν∗ 也为其
对偶问题的全局最优解．
我们可以进一步说明线性规划问题的解和其对偶问题的解之间的关系．

设原始问题和对偶问题最优解处函数值分别为 p∗ 和 d∗，则根据 p∗ 取值情
况有如下三种可能：
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(1) 如果 −∞ < p∗ <+∞（有界），那么原始问题可行而且存在最优解．由
Slater条件知强对偶原理成立，因此有 d∗ = p∗，即对偶问题也是可行
的且存在最优解．

(2) 如果 p∗ = −∞，那么原始问题可行，但目标函数值无下界．由弱对偶
原理知 d∗ ⩽ p∗ =−∞，即 d∗ =−∞．因为对偶问题是对目标函数极大
化，所以此时对偶问题不可行．

(3) 如果 p∗ =+∞，那么原始问题无可行解．注意到 Slater条件对原始问题
不成立，此时对偶问题既可能函数值无界（对应 d∗ =+∞），也可能无
可行解（对应 d∗ =−∞）．我们指出，此时不可能出现 −∞ < d∗ <+∞

的情形，这是因为如果对偶问题可行且存在最优解，那么可对对偶问
题应用强对偶原理，进而导出原始问题也存在最优解，这与 p∗ = +∞

矛盾．

最后，我们将原始问题和对偶问题解的关系总结在表 4.1中．可以看到，
针对线性规划问题及其对偶问题，解的情况只有四种可能的组合．

表 4.1 线性规划原始问题和对偶问题的对应关系

原始问题
对偶问题

有界 无界 不可行

有界 ✓ × ×
无界 × × ✓
不可行 × ✓ ✓

4.8 总结

本章介绍了约束和无约束优化问题的最优性理论，并对于凸优化问题
的理论给出了进一步的分析．关于一般优化问题的理论，更多内容以及本章
省略的证明和细节可以在 [98,120]中找到．

对于非光滑非凸问题的最优性条件，我们一般借助其 Fréchet 次微分
来研究．当函数光滑的时候，该次微分就是正常的梯度．对非光滑凸函数，
Fréchet 次微分就是其次梯度的集合．对于非光滑非凸的情形，我们则用
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Fréchet次微分来判断最优性条件（考虑无约束的情形，任一局部最优解 x∗

处的 Fréchet次微分必定包含零向量）．相关内容读者可以参考 [91]．

优化问题的对偶问题与其目标函数的共轭函数的极值问题在某种程度
上是等价的．对于更多形式的广义不等式约束优化问题及其拉格朗日函数对
偶推导，以及更详细的凸优化问题的理论，读者可以参考 [20,112]．

本章凸优化问题的最优性理论部分的编写参考了 [20,113]，一般光滑问
题的最优性理论的编写参考了 [98]，对偶理论的编写参考了 Lieven Vanden-

berghe教授的课件，更多细节和解释可以在其中找到．

最后，我们在表 4.2和表 4.3中总结本章涉及的无约束优化问题和约束
优化问题的最优性条件和所需的约束品性（仅约束优化问题），其中“---”表
示无需考虑（凸问题）或本书未进行讨论（非凸问题）的条件．在实际应用
中读者需要根据问题种类使用合适的最优性条件对问题进行理论分析和算
法构建．

表 4.2 无约束优化问题及其最优性条件

问题 一阶条件 二阶条件

可微问题 ∇ f (x∗) = 0（必要）
∇2 f (x∗) ⪰ 0（必要）
∇2 f (x∗) ≻ 0（充分）

凸问题 0 ∈ ∂ f (x∗)（充要） —

复合优化问题 −∇ f (x∗) ∈ ∂h(x∗)（必要） —

表 4.3 约束优化问题的最优性条件和相应约束品性

问题 一阶条件 二阶条件 约束品性

一般问题 KKT条件（必要）
定理 4.8（必要）
定理 4.9（充分）1

LICQ2

凸问题 KKT条件（充要） — Slater

习题 5

4.1 考虑优化问题

min
x∈Rn

xT Ax + 2bTx,
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其中 A ∈ Sn, b ∈Rn．为了保证该问题最优解存在，A,b需要满足什么
性质？

4.2 试举例说明对无约束光滑优化问题，二阶必要条件不是充分的，二阶
充分条件也不是必要的（见定理4.3）．

4.3 证明下列锥是自对偶锥：

(a) 半正定锥 {X | X ⪰ 0}（全空间为 Sn）；

(b) 二次锥 {(x, t) ∈Rn+1 | t ⩾ ∥x∥2}（全空间为 Rn+1）．

4.4 考虑优化问题

min
x∈Rn

xT Ax + 2bTx, s.t. ∥x∥2 ⩽ ∆,

其中 A ∈ Sn
++, b ∈Rn, ∆ > 0．求出该问题的最优解．

4.5 考虑函数 f (x) = 2x2
1 + x2

2 − 2x1x2 + 2x3
1 + x4

1，求出其所有一阶稳定点，
并判断它们是否为局部最优点（极小或极大）、鞍点或全局最优点？

4.6 给出下列优化问题的显式解：

(a) min
x∈Rn

cTx, s.t. Ax = b，其中 A ∈Rm×n, b ∈Rm;

(b) min
x∈Rn

∥x∥2, s.t. Ax = b;

(c) min
x∈Rn

cTx, s.t. 1Tx = 1, x ⩾ 0;

(d) min
X∈Rm×n

∥X∥∗ +
1
2
∥X−Y∥2

F，其中 Y ∈Rm×n 是已知的．

4.7 计算下列优化问题的对偶问题．

(a) min
x∈Rn

∥x∥1, s.t. Ax = b;

(b) min
x∈Rn

∥Ax− b∥1;

(c) min
x∈Rn

∥Ax− b∥∞;

(d) min
x∈Rn

xT Ax + 2bTx, s.t. ∥x∥2
2 ⩽ 1,其中 A为正定矩阵．

1一般约束优化问题的二阶充分条件不需要 LICQ作为前提．
2或其他可推出 TX (x∗) = F (x∗)的约束品性．
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4.8 如下论断正确吗？为什么？
对等式约束优化问题

min f (x),

s.t. ci(x) = 0, i ∈ E .

考虑与之等价的约束优化问题：

min f (x),

s.t. c2
i (x) = 0, i ∈ E .

(4.8.1)

设 x♯ 是上述问题的一个 KKT点，根据(4.5.8)式，x♯ 满足

0 =∇ f (x♯) + 2∑
i∈E

λ♯
i ci(x♯)∇ci(x♯),

0 = ci(x♯), i ∈ E ,

其中 λ♯
i 是相应的拉格朗日乘子．整理上式得∇ f (x♯) = 0．这说明对等

式约束优化问题，我们依然能给出类似无约束优化问题的最优性条件．

4.9 证明：若在点 x处线性约束品性（见定义 4.9）满足，则有 TX (x) =F (x)．

4.10 考虑优化问题

min
x∈R2

x1,

s.t. 16− (x1 − 4)2 − x2
2 ⩾ 0,

x2
1 + (x2 − 2)2 − 4 = 0.

求出该优化问题的 KKT点，并判断它们是否是局部极小点、鞍点以及
全局极小点？

4.11 考虑等式约束的最小二乘问题

min
x∈Rn

∥Ax− b∥2
2, s.t. Gx = h,

其中 A ∈Rm×n 且 rank(A) = n，G ∈Rp×n 且 rank(G) = p．

(a) 写出该问题的对偶问题；

(b) 给出原始问题和对偶问题的最优解的显式表达式．
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4.12 考虑优化问题

min
x∈Rn

xT Ax + 2bTx, s.t. ∥x∥2 ⩽ 1,

其中 A ∈ Sn, b ∈Rn．写出该问题的对偶问题，以及对偶问题的对偶问
题．

4.13 考虑支持向量机问题

min
x∈Rn ,ξ

1
2
∥x∥2

2 + µ
m

∑
i=1

ξi,

s.t. biaT
i x ⩾ 1− ξi, i = 1,2, · · · ,m,

ξi ⩾ 0, i = 1,2, · · · ,m,

其中 µ > 0为常数且 bi ∈ R, ai ∈ Rn, i = 1,2, · · · ,m是已知的．写出该
问题的对偶问题．

4.14 考虑优化问题

min
x∈R,y>0

e−x, s.t.
x2

y
⩽ 0.

(a) 证明这是一个凸优化问题，求出最小值并判断 Slater条件是否成
立；

(b) 写出该问题的对偶问题，并求出对偶问题的最优解以及对偶间隙．
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第五章 无约束优化算法

本章考虑如下无约束优化问题：

min
x∈Rn

f (x), (5.0.1)

其中 f (x)是 Rn→ R的函数．无约束优化问题是众多优化问题中最基本的
问题，它对自变量 x的取值范围不加限制，所以无需考虑 x的可行性．对于
光滑函数，我们可以较容易地利用梯度和海瑟矩阵的信息来设计算法；对于
非光滑函数，我们可以利用次梯度来构造迭代格式．很多无约束优化问题的
算法思想可以推广到其他优化问题上，因此掌握如何求解无约束优化问题
的方法是设计其他优化算法的基础．
无约束优化问题的优化算法主要分为两大类：线搜索类型的优化算法

和信赖域类型的优化算法．它们都是对函数 f (x)在局部进行近似，但处理
近似问题的方式不同．线搜索类算法根据搜索方向的不同可以分为梯度类算
法、次梯度算法、牛顿算法、拟牛顿算法等．一旦确定了搜索的方向，下一
步即沿着该方向寻找下一个迭代点．而信赖域算法主要针对 f (x)二阶可微
的情形，它是在一个给定的区域内使用二阶模型近似原问题，通过不断直接
求解该二阶模型从而找到最优值点．我们在本章中将初步介绍这些算法的思
想和具体执行过程，并简要分析它们的性质．

5.1 线搜索方法

对于优化问题(5.0.1)，我们将求解 f (x) 的最小值点的过程比喻成下山
的过程．假设一个人处于某点 x 处， f (x) 表示此地的高度，为了寻找最低
点，在点 x处需要确定如下两件事情：第一，下一步该向哪一方向行走；第
二，沿着该方向行走多远后停下以便选取下一个下山方向．以上这两个因素
确定后，便可以一直重复，直至到达 f (x)的最小值点．

117
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线搜索类算法的数学表述为：给定当前迭代点 xk，首先通过某种算法
选取向量 dk，之后确定正数 αk，则下一步的迭代点可写作

xk+1 = xk + αkdk. (5.1.1)

我们称 dk 为迭代点 xk 处的搜索方向，αk 为相应的步长．这里要求 dk 是一
个下降方向，即 (dk)T∇ f (xk) < 0．这个下降性质保证了沿着此方向搜索函
数 f 的值会减小．线搜索类算法的关键是如何选取一个好的方向 dk ∈Rn 以
及合适的步长 αk．

在本节中，我们将回答如何选取 αk 这一问题．这是因为选取 dk 的方法
千差万别，但选取 αk 的方法在不同算法中非常相似．首先构造辅助函数

ϕ(α) = f (xk + αdk),

其中 dk 是给定的下降方向，α > 0是该辅助函数的自变量．函数 ϕ(α)的几
何含义非常直观：它是目标函数 f (x)在射线 {xk + αdk : α > 0}上的限制．
注意到 ϕ(α)是一个一元函数，而我们研究一元函数相对比较方便．

线搜索的目标是选取合适的 αk 使得 ϕ(αk)尽可能减小．但这一工作并
不容易：αk 应该使得 f 充分下降，与此同时不应在寻找 αk 上花费过多的计
算量．我们需要权衡这两个方面．一个自然的想法是寻找 αk 使得

αk = argmin
α>0

ϕ(α),

即 αk 为最佳步长．这种线搜索算法被称为精确线搜索算法．需要指出的是，
使用精确线搜索算法时我们可以在多数情况下得到优化问题的解，但选取
αk 通常需要很大计算量，在实际应用中较少使用．另一个想法不要求 αk 是
ϕ(α)的最小值点，而是仅仅要求 ϕ(αk)满足某些不等式性质．这种线搜索方
法被称为非精确线搜索算法．由于非精确线搜索算法结构简单，在实际应用
中较为常见，接下来我们介绍该算法的结构．

5.1.1 线搜索准则

在非精确线搜索算法中，选取 αk 需要满足一定的要求，这些要求被称
为线搜索准则．这里指出，线搜索准则的合适与否直接决定了算法的收敛
性，若选取不合适的线搜索准则将会导致算法无法收敛．为此我们给出一个
例子．
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例 5.1 考虑一维无约束优化问题

min
x

f (x) = x2,

迭代初始点 x0 = 1．由于问题是一维的，下降方向只有 {−1,+1}两种．我们
选取 dk = −sign(xk)，且只要求选取的步长满足迭代点处函数值单调下降，
即 f (xk + αkdk) < f (xk)．考虑选取如下两种步长：

αk,1 =
1

3k+1 , αk,2 = 1 +
2

3k+1 ,

通过简单计算可以得到

xk
1 =

1
2

(
1 +

1
3k

)
, xk

2 =
(−1)k

2

(
1 +

1
3k

)
.

显然，序列 { f (xk
1)}和序列 { f (xk

2)}均单调下降，但序列 {xk
1}收敛的点不

是极小值点，序列 {xk
2}则在原点左右振荡，不存在极限．

出现上述情况的原因是在迭代过程中函数值 f (xk) 的下降量不够充分，
以至于算法无法收敛到极小值点．为了避免这种情况发生，必须引入一些更
合理的线搜索准则来确保迭代的收敛性．

1. Armijo准则

我们首先引入 Armijo准则，它是一个常用的线搜索准则．引入 Armijo

准则的目的是保证每一步迭代充分下降．

定义 5.1 (Armijo准则) 设 dk 是点 xk 处的下降方向，若

f (xk + αdk)⩽ f (xk) + c1α∇ f (xk)Tdk, (5.1.2)

则称步长 α满足 Armijo准则，其中 c1 ∈ (0,1)是一个常数．

Armijo准则(5.1.2)有非常直观的几何含义，它指的是点 (α,ϕ(α)) 必须
在直线

l(α) = ϕ(0) + c1α∇ f (xk)Tdk

的下方．如图 5.1所示，区间 [0,α1]中的点均满足 Armijo准则．我们注意
到 dk 为下降方向，这说明 l(α)的斜率为负，选取符合条件(5.1.2)的 α确实
会使得函数值下降．在实际应用中，参数 c1通常选为一个很小的正数，例如
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α

ϕ(α)

ϕ(0)

l(α) = ϕ(0) + c1α∇f(xk)Tdk

α1

图 5.1 Armijo准则

c1 = 10−3，这使得Armijo准则非常容易得到满足．但是仅仅使用Armijo准
则并不能保证迭代的收敛性，这是因为 α = 0显然满足条件(5.1.2)，而这意味
着迭代序列中的点固定不变，研究这样的步长是没有意义的．为此，Armijo

准则需要配合其他准则共同使用．
在优化算法的实现中，寻找一个满足Armijo准则的步长是比较容易的，

一个最常用的算法是回退法．给定初值 α̂，回退法通过不断以指数方式缩小
试探步长，找到第一个满足Armijo准则(5.1.2)的点．具体来说，回退法选取

αk = γj0 α̂,

其中

j0 = min{j = 0,1, · · · | f (xk + γjα̂dk)⩽ f (xk) + c1γjα̂∇ f (xk)Tdk},

参数 γ ∈ (0,1)为一个给定的实数．回退法的基本过程如算法5.1所示．

算法 5.1线搜索回退法

1. 选择初始步长 α̂，参数 γ, c ∈ (0,1)．初始化 α← α̂．
2. while f (xk + αdk) > f (xk) + cα∇ f (xk)Tdk do

3. 令 α← γα．
4. end while

5. 输出 αk = α．

该算法被称为回退法是因为 α 的试验值是由大至小的，它可以确保输
出的 αk 能尽量地大．此外算法5.1不会无限进行下去，因为 dk 是一个下降方
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向，当 α充分小时，Armijo准则总是成立的．在实际应用中我们通常也会
给 α设置一个下界，防止步长过小．

2. Goldstein准则

为了克服 Armijo 准则的缺陷，我们需要引入其他准则来保证每一步
的 αk 不会太小．既然 Armijo 准则只要求点 (α,ϕ(α)) 必须处在某直线下
方，我们也可使用相同的形式使得该点必须处在另一条直线的上方．这就是
Armijo-Goldstein准则，简称 Goldstein准则．

定义 5.2 (Goldstein准则) 设 dk 是点 xk 处的下降方向，若

f (xk + αdk)⩽ f (xk) + cα∇ f (xk)Tdk, (5.1.3a)

f (xk + αdk)⩾ f (xk) + (1− c)α∇ f (xk)Tdk, (5.1.3b)

则称步长 α满足 Goldstein准则，其中 c ∈
(

0,
1
2

)
.

同样，Goldstein 准则 (5.1.3) 也有非常直观的几何含义，它指的是点
(α,ϕ(α))必须在两条直线

l1(α) = ϕ(0) + cα∇ f (xk)Tdk,

l2(α) = ϕ(0) + (1− c)α∇ f (xk)Tdk

之间．如图5.2所示，区间 [α1,α2]中的点均满足 Goldstein准则．同时我们
也注意到 Goldstein准则确实去掉了过小的 α．

α

ϕ(α)

ϕ(0)

l1(α) = ϕ(0) + cα∇f(xk)Tdk

l2(α) = ϕ(0) + (1− c)α∇f(xk)Tdk

α1 α2

图 5.2 Goldstein准则
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3. Wolfe准则

Goldstein准则能够使得函数值充分下降，但是它可能避开了最优的函
数值．如图5.2所示，一维函数 ϕ(α)的最小值点并不在满足 Goldstein准则
的区间 [α1,α2]中．为此我们引入 Armijo-Wolfe准则，简称Wolfe准则．

定义 5.3 (Wolfe准则) 设 dk 是点 xk 处的下降方向，若

f (xk + αdk)⩽ f (xk) + c1α∇ f (xk)Tdk, (5.1.4a)

∇ f (xk + αdk)Tdk ⩾ c2∇ f (xk)Tdk, (5.1.4b)

则称步长 α满足Wolfe准则，其中 c1, c2 ∈ (0,1)为给定的常数且 c1 < c2．

在准则(5.1.4)中，第一个不等式(5.1.4a)即是 Armijo准则，而第二个不
等式(5.1.4b)则是Wolfe准则的本质要求．注意到∇ f (xk + αdk)Tdk恰好就是
ϕ(α)的导数，Wolfe准则实际要求 ϕ(α)在点 α处切线的斜率不能小于 ϕ′(0)

的 c2倍．如图5.3所示，在区间 [α1,α2]中的点均满足Wolfe准则．注意到在
ϕ(α)的极小值点 α∗处有 ϕ′(α∗) =∇ f (xk + α∗dk)Tdk = 0，因此 α∗永远满足
条件(5.1.4b)．而选择较小的 c1可使得 α∗同时满足条件(5.1.4a)，即Wolfe准
则在绝大多数情况下会包含线搜索子问题的精确解．在实际应用中，参数 c2

通常取为 0.9．

α

ϕ(α)

ϕ(0)

l(α) = ϕ(0) + c1α∇f(xk)Tdk

α2α1

c2∇f(xk)Tdk

图 5.3 Wolfe准则

4. 非单调线搜索准则

以上介绍的三种准则都有一个共同点：使用这些准则产生的迭代点列
都是单调的．在实际应用中，非单调算法有时会有更好的效果．这就需要我
们应用非单调线搜索准则，这里介绍其中两种．
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定义 5.4 (Grippo [61]) 设 dk 是点 xk 处的下降方向，M > 0为给定的
正整数．以下不等式可作为一种线搜索准则：

f (xk + αdk)⩽ max
0⩽j⩽min{k,M}

f (xk−j) + c1α∇ f (xk)Tdk, (5.1.5)

其中 c1 ∈ (0,1)为给定的常数．

准则(5.1.5)和 Armijo准则非常相似，区别在于 Armijo准则要求下一次
迭代的函数值 f (xk+1)相对于本次迭代的函数值 f (xk)有充分下降，而准则
(5.1.5)只需要下一步函数值相比前面至多 M步以内迭代的函数值有下降就
可以了．显然这一准则的要求比 Armijo准则更宽，它也不要求 f (xk)的单
调性．
另一种非单调线搜索准则的定义更加宽泛．

定义 5.5 (Zhang, Hager [137]) 设 dk 是点 xk 处的下降方向，以下不等
式可作为一种线搜索准则：

f (xk + αdk)⩽ Ck + c1α∇ f (xk)Tdk, (5.1.6)

其中 Ck 满足递推式 C0 = f (x0),Ck+1 =
1

Qk+1 (ηQkCk + f (xk+1))，序列 {Qk}

满足 Q0 = 1, Qk+1 = ηQk + 1，参数 η, c1 ∈ (0,1)．

我们可以用以下的方式理解这个准则：变量 Ck 实际上是本次搜索准则
的参照函数值，即充分下降性质的起始标准；而下一步的标准 Ck+1 则是函
数值 f (xk+1)和 Ck 的凸组合，并非仅仅依赖于 f (xk+1)，而凸组合的两个系
数由参数 η决定．可以看到当 η = 0时，此准则就是 Armijo准则．

5.1.2 线搜索算法

本小节介绍在实际中使用的线搜索算法．之前的讨论已经初步介绍了
回退法（算法5.1），并指出该算法可以用于寻找 Armijo准则(5.1.2)的步长．
实际上只要修改一下算法的终止条件，回退法就可以被用在其他线搜索准
则之上，例如之前我们提到的两种非单调线搜索准则(5.1.5)和(5.1.6)．回退
法的实现简单、原理直观，所以它是最常用的线搜索算法之一．然而，回退
法的缺点也很明显：第一，它无法保证找到满足 Wolfe 准则的步长，即条
件(5.1.4b)不一定成立，但对一些优化算法而言，找到满足Wolfe准则的步
长是十分必要的；第二，回退法以指数的方式缩小步长，因此对初值 α̂和参
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数 γ的选取比较敏感，当 γ过大时每一步试探步长改变量很小，此时回退
法效率比较低，当 γ过小时回退法过于激进，导致最终找到的步长太小，错
过了选取大步长的机会．下面简单介绍其他类型的线搜索算法．
为了提高回退法的效率，我们有基于多项式插值的线搜索算法．假设

初始步长 α̂0 已给定，如果经过验证，α̂0 不满足 Armijo准则，下一步就需
要减小试探步长．和回退法不同，我们不直接将 α̂0 缩小常数倍，而是基于
ϕ(0),ϕ′(0),ϕ(α̂0) 这三个信息构造一个二次插值函数 p2(α)，即寻找二次函
数 p2(α)满足

p2(0) = ϕ(0), p′2(0) = ϕ′(0), p2(α̂0) = ϕ(α̂0).

由于二次函数只有三个参数，以上三个条件可以唯一决定 p2(α)，而且不难
验证 p2(α)的最小值点恰好位于 (0, α̂0)内．此时取 p2(α)的最小值点 α̂1 作
为下一个试探点，利用同样的方式不断递归下去直至找到满足 Armijo准则
的点．
基于插值的线搜索算法可以有效减少试探次数，但仍然不能保证找到

的步长满足Wolfe准则．为此，Fletcher提出了一个用于寻找满足Wolfe准
则的算法 [45]．这个算法比较复杂，有较多细节，这里不展开叙述，读者可
以参考 [45,98]．

5.1.3 收敛性分析

这一小节给出使用不同线搜索准则导出的算法的收敛性．此收敛性建立
在一般的线搜索类算法的框架上，因此得到的结论也比较弱．不过它可以帮
助我们理解线搜索类算法收敛的本质要求．

定理 5.1 (Zoutendijk) 考虑一般的迭代格式(5.1.1)，其中 dk 是搜索方
向，αk 是步长，且在迭代过程中Wolfe准则 (5.1.4)满足．假设目标函数 f 下
有界、连续可微且梯度 L-利普希茨连续，即

∥∇ f (x)−∇ f (y)∥⩽ L∥x− y∥, ∀ x,y ∈Rn,

那么
∞

∑
k=0

cos2 θk∥∇ f (xk)∥2 < +∞, (5.1.7)

其中 cosθk 为负梯度 −∇ f (xk)和下降方向 dk 夹角的余弦，即

cosθk =
−∇ f (xk)Tdk

∥∇ f (xk)∥∥dk∥ .
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不等式(5.1.7)也被称为 Zoutendijk条件．

证明. 由条件(5.1.4b)，(
∇ f (xk+1)−∇ f (xk)

)T
dk ⩾ (c2 − 1)∇ f (xk)Tdk.

由柯西不等式和梯度 L-利普希茨连续性质，(
∇ f (xk+1)−∇ f (xk)

)T
dk ⩽ ∥∇ f (xk+1)−∇ f (xk)∥∥dk∥⩽ αkL∥dk∥2.

结合上述两式可得

αk ⩾
c2 − 1

L
∇ f (xk)Tdk

∥dk∥2 .

注意到 ∇ f (xk)Tdk < 0，将上式代入条件(5.1.4a)，则

f (xk+1)⩽ f (xk) + c1
c2 − 1

L

(
∇ f (xk)Tdk

)2

∥dk∥2 .

根据 θk 的定义，此不等式可等价表述为

f (xk+1)⩽ f (xk) + c1
c2 − 1

L
cos2 θk∥∇ f (xk)∥2.

再关于 k求和，我们有

f (xk+1)⩽ f (x0)− c1
1− c2

L

k

∑
j=0

cos2 θj∥∇ f (xj)∥2.

又因为函数 f 是下有界的，且由 0 < c1 < c2 < 1可知 c1(1− c2) > 0，因此
当 k→∞时，

∞

∑
j=0

cos2 θj∥∇ f (xj)∥2 < +∞.

定理 5.1指出，只要迭代点满足Wolfe准则，对梯度利普希茨连续且下
有界函数总能推出(5.1.7)式成立．实际上采用 Goldstein准则也可推出类似
的条件．Zoutendijk定理刻画了线搜索准则的性质，配合下降方向 dk 的选
取方式我们可以得到最基本的收敛性．

推论 5.1 (线搜索算法的收敛性) 对于迭代法(5.1.1)，设 θk 为每一步负
梯度 −∇ f (xk)与下降方向 dk 的夹角，并假设对任意的 k，存在常数 γ > 0，
使得

θk <
π

2
− γ, (5.1.8)
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则在定理5.1成立的条件下，有

lim
k→∞
∇ f (xk) = 0.

证明. 假设结论不成立，即存在子列 {kl}和正常数 δ > 0，使得

∥∇ f (xkl )∥⩾ δ, l = 1,2, · · · .

根据 θk 的假设，对任意的 k，

cosθk > sinγ > 0.

我们仅考虑和式(5.1.7)的第 kl 项，有
∞

∑
k=0

cos2 θk∥∇ f (xk)∥2 ⩾
∞

∑
l=1

cos2 θkl∥∇ f (xkl )∥2

⩾
∞

∑
l=1

(sin2 γ) · δ2→ +∞,

这显然和定理5.1矛盾．因此必有

lim
k→∞
∇ f (xk) = 0.

推论5.1建立在 Zoutendijk 条件之上，它的本质要求是关系(5.1.8)，即
每一步的下降方向 dk 和负梯度方向不能趋于正交．这个条件的几何直观明
显：当下降方向 dk 和梯度正交时，根据泰勒展开的一阶近似，目标函数值
f (xk) 几乎不发生改变．因此我们要求 dk 与梯度正交方向夹角有一致的下
界．后面会介绍多种 dk 的选取方法，在选取 dk 时条件(5.1.8)总得到满足．
总的来说，推论5.1仅仅给出了最基本的收敛性，而没有更进一步回答

算法的收敛速度．这是由于算法收敛速度极大地取决于 dk 的选取．接下来
我们将着重介绍如何选取下降方向 dk．

5.2 梯度类算法

本节介绍梯度类算法，其本质是仅仅使用函数的一阶导数信息选取下
降方向 dk．这其中最基本的算法是梯度下降法，即直接选择负梯度作为下降
方向 dk．梯度下降法的方向选取非常直观，实际应用范围非常广，因此它在
优化算法中的地位可相当于高斯消元法在线性方程组算法中的地位．此外我
们也会介绍 BB方法．该方法作为一种梯度法的变形，虽然理论性质目前仍
不完整，但由于它有优秀的数值表现，也是在实际应用中使用较多的一种算
法．
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5.2.1 梯度下降法

对于光滑函数 f (x)，在迭代点 xk 处，我们需要选择一个较为合理的 dk

作为下降方向．注意到 ϕ(α) = f (xk + αdk)有泰勒展开

ϕ(α) = f (xk) + α∇ f (xk)Tdk +O(α2∥dk∥2),

根据柯西不等式，当 α 足够小时，取 dk = −∇ f (xk) 会使得函数下降最快．
因此梯度法就是选取 dk = −∇ f (xk)的算法，它的迭代格式为

xk+1 = xk − αk∇ f (xk). (5.2.1)

步长 αk 的选取可依赖于上一节的线搜索算法，也可直接选取固定的 αk．
为了直观地理解梯度法的迭代过程，我们以二次函数为例来展示该过

程．

例 5.2 (二次函数的梯度法) 设二次函数 f (x,y) = x2 + 10y2，初始点
(x0,y0)取为 (10,1)，取固定步长 αk = 0.085．我们使用梯度法(5.2.1)进行 15

次迭代，结果如图5.4所示．

−10 −5 0 5 10
−4

−2

0

2

4

图 5.4 梯度法的前 15次迭代

实际上，对正定二次函数有如下收敛定理（证明见 [86]）：

定理 5.2 考虑正定二次函数

f (x) =
1
2

xT Ax− bTx,

其最优值点为 x∗．若使用梯度法(5.2.1)并选取 αk 为精确线搜索步长，即

αk =
∥∇ f (xk)∥2

∇ f (xk)T A∇ f (xk)
, (5.2.2)
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则梯度法关于迭代点列 {xk}是 Q-线性收敛的，即

∥xk+1 − x∗∥2
A ⩽

(
λ1 − λn

λ1 + λn

)2

∥xk − x∗∥2
A,

其中 λ1,λn 分别为 A的最大、最小特征值，∥x∥A
def
==
√

xT Ax为由正定矩阵
A诱导的范数．

定理5.2指出使用精确线搜索的梯度法在正定二次问题上有 Q-线性收敛
速度．线性收敛速度的常数和矩阵 A最大特征值与最小特征值之比有关．从
等高线角度来看，这个比例越大则 f (x)的等高线越扁平，图5.4中迭代路径
折返频率会随之变高，梯度法收敛也就越慢．这个结果其实说明了梯度法的
一个很重大的缺陷：当目标函数的海瑟矩阵条件数较大时，它的收敛速度会
非常缓慢．

接下来我们介绍当 f (x)为梯度利普希茨连续的凸函数时，梯度法(5.2.1)的
收敛性质．

定理 5.3 (梯度法在凸函数上的收敛性) 设函数 f (x)为凸的梯度 L-利普
希茨连续函数， f ∗ = f (x∗) = inf

x
f (x)存在且可达．如果步长 αk 取为常数 α

且满足 0 < α ⩽ 1
L

,那么由迭代 (5.2.1)得到的点列 {xk}的函数值收敛到最优

值，且在函数值的意义下收敛速度为 O
(

1
k

)
．

证明. 因为函数 f 是利普希茨可微函数，对任意的 x，根据(2.2.3)式，

f (x− α∇ f (x))⩽ f (x)− α

(
1− Lα

2

)
∥∇ f (x)∥2. (5.2.3)

现在记 x̃ = x− α∇ f (x)并限制 0 < α ⩽ 1
L
，我们有

f (x̃)⩽ f (x)− α

2
∥∇ f (x)∥2

⩽ f ∗ +∇ f (x)T(x− x∗)− α

2
∥∇ f (x)∥2

= f ∗ +
1

2α

(
∥x− x∗∥2 − ∥x− x∗ − α∇ f (x)∥2)

= f ∗ +
1

2α
(∥x− x∗∥2 − ∥x̃− x∗∥2),

其中第一个不等式是由于(5.2.3)式，第二个不等式为 f 的凸性．在上式中取
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x = xi−1, x̃ = xi 并将不等式对 i = 1,2, · · · ,k求和得到
k

∑
i=1

( f (xi)− f ∗)⩽ 1
2α

k

∑
i=1

(
∥xi−1 − x∗∥2 − ∥xi − x∗∥2)

=
1

2α

(
∥x0 − x∗∥2 − ∥xk − x∗∥2)

⩽ 1
2α
∥x0 − x∗∥2.

根据(5.2.3)式得知 f (xi)是非增的，所以

f (xk)− f ∗ ⩽ 1
k

k

∑
i=1

( f (xi)− f ∗)⩽ 1
2kα
∥x0 − x∗∥2.

如果函数 f 还是 m-强凸函数，则梯度法的收敛速度会进一步提升为
Q-线性收敛．
在给出收敛性证明之前，我们需要以下的引理来揭示凸的梯度 L-利普

希茨连续函数的另一个重要性质．

引理 5.1 设函数 f (x)是 Rn 上的凸可微函数，则以下结论等价：

(1) f 的梯度为 L-利普希茨连续的；

(2) 函数 g(x) def
==

L
2

xTx− f (x)是凸函数；

(3) ∇ f (x)有余强制性，即对任意的 x,y ∈Rn，有

(∇ f (x)−∇ f (y))T(x− y)⩾ 1
L
∥∇ f (x)−∇ f (y)∥2. (5.2.4)

证明. (1) =⇒ (2) 即证 g(x)的单调性．对任意 x,y ∈Rn，

(∇g(x)−∇g(y))T(x− y) = L∥x− y∥2 − (∇ f (x)−∇ f (y))T(x− y)

⩾ L∥x− y∥2 − ∥x− y∥∥∇ f (x)−∇ f (y)∥⩾ 0.

因此 g(x)为凸函数．
(2) =⇒ (3) 构造辅助函数

fx(z) = f (z)−∇ f (x)Tz,

fy(z) = f (z)−∇ f (y)Tz,
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容易验证 fx 和 fy 均为凸函数．根据已知条件，gx(z) =
L
2

zTz− fx(z)关于 z

是凸函数．根据凸函数的性质，我们有

gx(z2)⩾ gx(z1) +∇gx(z1)
T(z2 − z1), ∀ z1,z2 ∈Rn.

整理可推出 fx(z) 有二次上界，且对应的系数也为 L．注意到 ∇ fx(x) = 0，
这说明 x是 fx(z)的最小值点．再由推论 2.1的证明过程，

fx(y)− fx(x) = f (y)− f (x)−∇ f (x)T(y− x)

⩾ 1
2L
∥∇ fx(y)∥2 =

1
2L
∥∇ f (y)−∇ f (x)∥2.

同理，对 fy(z)进行类似的分析可得

f (x)− f (y)−∇ f (y)T(x− y)⩾ 1
2L
∥∇ f (y)−∇ f (x)∥2.

将以上两式不等号左右分别相加，可得余强制性(5.2.4)．
(3) =⇒ (1) 由余强制性和柯西不等式，

1
L
∥∇ f (x)−∇ f (y)∥2 ⩽ (∇ f (x)−∇ f (y))T(x− y)

⩽ ∥∇ f (x)−∇ f (y)∥∥x− y∥,

整理后即可得到 f (x)是梯度 L-利普希茨连续的．

引理 5.1 说明在 f 为凸函数的条件下，梯度 L-利普希茨连续、二次上
界、余强制性三者是等价的，知道其中一个性质就可推出剩下两个．接下来
给出梯度法在强凸函数下的收敛性．

定理 5.4 (梯度法在强凸函数上的收敛性) 设函数 f (x) 为 m-强凸的梯
度 L-利普希茨连续函数， f ∗ = f (x∗) = inf

x
f (x)存在且可达．如果步长 α满

足 0 < α ⩽ 2
m + L

,那么由梯度下降法(5.2.1)迭代得到的点列 {xk}收敛到 x∗，
且为 Q-线性收敛．

证明. 首先根据 f 强凸且 ∇ f 利普希茨连续，可得

g(x) = f (x)− m
2

xTx

为凸函数且
L−m

2
xTx− g(x)为凸函数．由引理5.1可得 g(x)是梯度 (L−

m)-利普希茨连续的．再次利用引理5.1可得关于 g(x)的余强制性

(∇g(x)−∇g(y))T(x− y)⩾ 1
L−m

∥∇g(x)−∇g(y)∥2. (5.2.5)
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代入 g(x)的表达式，可得

(∇ f (x)−∇ f (y))T(x− y)

⩾ mL
m + L

∥x− y∥2 +
1

m + L
∥∇ f (x)−∇ f (y)∥2. (5.2.6)

然后我们估计在固定步长下梯度法的收敛速度．设步长 α ∈
(

0,
2

m + L

]
，

则

∥xk+1 − x∗∥2 = ∥xk − α∇ f (xk)− x∗∥2

= ∥xk − x∗∥2 − 2α∇ f (xk)T(xk − x∗) + α2∥∇ f (xk)∥2

⩽
(

1− α
2mL

m + L

)
∥xk − x∗∥2 + α

(
α− 2

m + L

)
∥∇ f (xk)∥2

⩽
(

1− α
2mL

m + L

)
∥xk − x∗∥2.

其中第一个不等式是对 xk, x∗ 应用(5.2.6)式并注意到 ∇ f (x∗) = 0．因此，

∥xk − x∗∥2 ⩽ ck∥x0 − x∗∥2, c = 1− α
2mL

m + L
< 1,

即在强凸函数的条件下，梯度法是 Q-线性收敛的．

5.2.2 Barzilai-Borwein方法

由上一小节可以知道，当问题的条件数很大，也即问题比较病态时，梯
度下降法的收敛性质会受到很大影响．Barzilai-Borwein (BB)方法是一种特
殊的梯度法，经常比一般的梯度法有着更好的效果．从形式上来看，BB方
法的下降方向仍是点 xk 处的负梯度方向 −∇ f (xk)，但步长 αk 并不是直接
由线搜索算法给出的．考虑梯度下降法的格式:

xk+1 = xk − αk∇ f (xk),

这种格式也可以写成
xk+1 = xk − Dk∇ f (xk),

其中 Dk = αk I．BB方法选取的 αk 是如下两个最优问题之一的解:

min
α

∥αyk−1 − sk−1∥2, (5.2.7)

min
α

∥yk−1 − α−1sk−1∥2, (5.2.8)
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其中引入记号 sk−1 def
== xk − xk−1 以及 yk−1 def

==∇ f (xk)−∇ f (xk−1)．在这里
先直接写出问题(5.2.7)和(5.2.8)，它们的实际含义将在第5.5小节中给出合理
的解释．

容易验证问题(5.2.7)和(5.2.8)的解分别为

αk
BB1

def
==

(sk−1)Tyk−1

(yk−1)Tyk−1 和 αk
BB2

def
==

(sk−1)Tsk−1

(sk−1)Tyk−1 , (5.2.9)

因此可以得到 BB方法的两种迭代格式：

xk+1 = xk − αk
BB1∇ f (xk), (5.2.10a)

xk+1 = xk − αk
BB2∇ f (xk). (5.2.10b)

我们从表达式(5.2.9)注意到，计算两种 BB步长的任何一种仅仅需要函数相
邻两步的梯度信息和迭代点信息，不需要任何线搜索算法即可选取算法步
长．因为这个特点，BB 方法的使用范围特别广泛．对于一般的问题，通
过(5.2.9)式计算出的步长可能过大或过小，因此我们还需要将步长做上界和
下界的截断，即选取 0 < αm < αM 使得

αm ⩽ αk ⩽ αM.

还需注意的是，BB方法本身是非单调方法，有时也配合非单调收敛准则使
用以获得更好的实际效果．算法5.2给出了一种 BB方法的框架．

算法 5.2非单调线搜索的 BB方法

1. 给定 x0，选取初值 α > 0，整数 M ⩾ 0，c1, β, ε ∈ (0,1)，k = 0．
2. while ∥∇ f (xk)∥ > ε do

3. while f (xk − α∇ f (xk))⩾ max
0⩽j⩽min(k,M)

f (xk−j)− c1α∥∇ f (xk)∥2 do

4. 令 α← βα．
5. end while

6. 令 xk+1 = xk − α∇ f (xk)．
7. 根据公式(5.2.9)之一计算 α，并做截断使得 α ∈ [αm,αM]．
8. k← k + 1．
9. end while

我们仍然使用例 5.2来说明 BB方法的迭代过程．
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例 5.3 (二次函数的 BB方法) 设二次函数 f (x,y) = x2 + 10y2，并使用
BB方法进行迭代，初始点为 (−10,−1)，结果如图5.5所示．为了方便对比，
我们也在此图中描绘了梯度法的迭代过程．可以很明显看出 BB方法的收敛
速度较快，在经历 15次迭代后已经接近最优值点．从等高线也可观察到 BB

方法是非单调方法．

−10 −5 0 5 10
−4

−2

0

2

4 梯度下降法

BB 方法

图 5.5 梯度法与 BB方法的前 15次迭代

实际上，对于正定二次函数，BB方法有 R-线性收敛速度．对于一般问
题，BB方法的收敛性还需要进一步研究．但即便如此，使用 BB方法的步长
通常都会减少算法的迭代次数．因此在编写算法时，选取 BB方法的步长是
常用加速策略之一．

5.2.3 应用举例

1. LASSO问题求解

本小节利用梯度法来求解 LASSO问题．这个问题的原始形式为

min f (x) =
1
2
∥Ax− b∥2 + µ∥x∥1.

LASSO问题的目标函数 f (x)不光滑，在某些点处无法求出梯度，因此不能
直接对原始问题使用梯度法求解．考虑到目标函数的不光滑项为 ∥x∥1，它
实际上是 x 各个分量绝对值的和，如果能找到一个光滑函数来近似绝对值
函数，那么梯度法就可以被用在 LASSO问题的求解上．在实际应用中，我
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们可以考虑如下一维光滑函数：

lδ(x) =


1
2δ

x2, |x| < δ,

|x| − δ

2
, 其他.

(5.2.11)

定义(5.2.11)实际上是 Huber损失函数的一种变形，当 δ→ 0时，光滑函数
lδ(x)和绝对值函数 |x|会越来越接近．图5.6展示了当 δ取不同值时 lδ(x)的
图形．

−4 −2 0 2 4
0

1

2

3

4

x

y

δ = 0
δ = 0.2
δ = 1
δ = 2

图 5.6 当 δ取不同值时 lδ(x)的图形

因此，我们构造光滑化 LASSO问题为

min fδ(x) =
1
2
∥Ax− b∥2 + µLδ(x), (5.2.12)

其中 δ为给定的光滑化参数，在这里

Lδ(x) =
n

∑
i=1

lδ(xi),

即对 x的每个分量作用光滑函数 (5.2.11)再整体求和．容易计算出 fδ(x)的
梯度为

∇ fδ(x) = AT(Ax− b) + µ∇Lδ(x),

其中 ∇Lδ(x)是逐个分量定义的：

(∇Lδ(x))i =

sign(xi), |xi| > δ,
xi

δ
, |xi|⩽ δ.
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显然 fδ(x)的梯度是利普希茨连续的，且相应常数为 L = ∥AT A∥2 +
µ

δ
．根

据定理5.3，固定步长需不超过
1
L
才能保证算法收敛，如果 δ过小，那么我

们需要选取充分小的步长 αk 使得梯度法收敛．

图 5.7展示了光滑化 LASSO问题的求解结果．在MATLAB环境中，我
们用如下方式生成 A,b：

1 m = 512; n = 1024;

2 A = randn(m, n);

3 u = sprandn(n, 1, r);

4 b = A * u;

其中 r 用来控制真解 u 的稀疏度（u 中非零元个数与总元素个数的比值为
r）．这里取稀疏度 r = 0.1，正则化参数 µ = 10−3．只要

| fδ(xk)− fδ(xk−1)| < 10−8, 或者 ∥∇ fδ(x)∥ < 10−6

或者最大迭代步数达到 3000，则算法停止．为了加快算法的收敛速度，可以
采用连续化策略来从较大的正则化参数 µ0逐渐减小到 µ．具体地，对于每一
个 µt，我们调用带 BB步长的光滑化梯度法（这里光滑化参数 δt = 10−3µt）
来求解对应的子问题．每个子问题的终止条件设为

| fδ(xk)− fδ(xk−1)| < 10−4−t, 或者 ∥∇ fδ(x)∥ < 10−1−t.

当 µt 的子问题求解完之后，设置

µt+1 = max{µtη,µ} , (5.2.13)

其中 η 为缩小因子，这里取为 0.1．第6.1.4小节将给出连续化策略合理性的
解释．
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图 5.7 光滑化 LASSO问题求解迭代过程
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(a) 精确解
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(b) 梯度法解

图 5.8 光滑化 LASSO问题求解结果

可以看到，在连续化策略的帮助下，光滑化梯度法在 400步左右收敛到
LASSO问题的解．
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5.3 次梯度算法

上一节讨论了梯度下降法，使用该方法的前提为目标函数 f (x)是一阶
可微的．在实际应用中经常会遇到不可微的函数，对于这类函数我们无法在
每个点处求出梯度，但往往它们的最优值都是在不可微点处取到的．为了能
处理这种情形，这一节介绍次梯度算法．

5.3.1 次梯度算法结构

现在我们在问题(5.0.1)中假设 f (x)为凸函数，但不一定可微．对凸函数
可以在定义域的内点处定义次梯度 g ∈ ∂ f (x)．类比梯度法的构造，我们有
如下次梯度算法的迭代格式：

xk+1 = xk − αkgk, gk ∈ ∂ f (xk), (5.3.1)

其中 αk > 0为步长．它通常有如下四种选择：

(1) 固定步长 αk = α；

(2) 固定 ∥xk+1 − xk∥，即 αk∥gk∥为常数；

(3) 消失步长 αk→ 0且
∞

∑
k=0

αk = +∞；

(4) 选取 αk 使其满足某种线搜索准则．

次梯度算法(5.3.1)的构造虽然是受梯度法(5.2.1)的启发，但在很多方面
次梯度算法有其独特性质．首先，我们知道次微分 ∂ f (x)是一个集合，在次
梯度算法的构造中只要求从这个集合中选出一个次梯度即可，但在实际中
不同的次梯度取法可能会产生截然不同的效果；其次，对于梯度法，判断一
阶最优性条件只需要验证 ∥∇ f (x∗)∥ 是否充分小即可，但对于次梯度算法，
根据第四章的定理4.4，有 0 ∈ ∂ f (x∗)，而这个条件在实际应用中往往是不易
直接验证的，这导致我们不能使用定理4.4作为次梯度算法的停机条件；此
外，步长选取在次梯度法中的影响非常大，下一小节将讨论在不同步长取法
下次梯度算法的收敛性质．

5.3.2 收敛性分析

本小节讨论次梯度算法的收敛性．首先我们列出 f (x)所要满足的基本
假设．
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假设 5.1 对无约束优化问题(5.0.1)，目标函数 f (x)满足：

(1) f 为凸函数；

(2) f 至少存在一个有限的极小值点 x∗，且 f (x∗) > −∞；

(3) f 的次梯度是有界的，即

∥g∥⩽ G, ∀ g ∈ ∂ f (x), x ∈Rn
mi

.

1. 不同步长下的收敛性

对于次梯度算法，一个重要的观察就是它并不是一个下降方法，即无法
保证 f (xk+1) < f (xk)，这给收敛性的证明带来了困难．不过我们可以分析
f (x)历史迭代的最优点所满足的性质，实际上有如下定理．

定理 5.5 (次梯度算法的收敛性) 在假设5.1的条件下，设 {αk > 0}为任
意步长序列，{xk}是由算法(5.3.1)产生的迭代序列，则对任意的 k ⩾ 0，有

2

(
k

∑
i=0

αi

)
( f̂ k − f ∗)⩽ ∥x0 − x∗∥2 +

k

∑
i=0

α2
i G2, (5.3.2)

其中 x∗是 f (x)的一个全局极小值点，f ∗ = f (x∗)，f̂ k为前 k次迭代 f (x)的
最小值，即

f̂ k = min
0⩽i⩽k

f (xi).

证明. 该证明的关键是估计迭代点 xk 与最小值点 x∗ 之间的距离满足的关
系．根据迭代格式(5.3.1)，

∥xi+1 − x∗∥2 = ∥xi − αigi − x∗∥2

= ∥xi − x∗∥2 − 2αi
〈

gi, xi − x∗
〉
+ α2

i ∥gi∥2

⩽ ∥xi − x∗∥2 − 2αi( f (xi)− f ∗) + α2
i G2.

(5.3.3)

这里最后一个不等式是根据次梯度的定义和 ∥gi∥⩽ G．将(5.3.3)式移项，等
价于

2αi( f (xi)− f ∗)⩽ ∥xi − x∗∥2 − ∥xi+1 − x∗∥2 + α2
i G2. (5.3.4)
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对(5.3.4)式两边关于 i求和（从 0到 k），有

2
k

∑
i=0

αi( f (xi)− f ∗)⩽ ∥x0 − x∗∥2 − ∥xk+1 − x∗∥2 + G2
k

∑
i=0

α2
i

⩽ ∥x0 − x∗∥2 + G2
k

∑
i=0

α2
i .

根据 f̂ k 的定义容易得出

k

∑
i=0

αi( f (xi)− f ∗)⩾
(

k

∑
i=0

αi

)
( f̂ k − f ∗).

结合以上两式可得到结论(5.3.2)．

定理 5.5揭示了次梯度算法的一些关键性质：次梯度算法的收敛性非常
依赖于步长的选取；次梯度算法是非单调算法，可以配套非单调线搜索准
则(5.1.5)和 (5.1.6)一起使用．根据定理 5.5可以直接得到不同步长取法下次
梯度算法的收敛性，证明留给读者完成．

推论 5.2 在假设5.1的条件下，次梯度算法的收敛性满足（ f̂ k 的定义和
定理5.5中的定义相同）：

(1) 取 αi = t为固定步长，则

f̂ k − f ∗ ⩽ ∥x
0 − x∗∥2

2kt
+

G2t
2

;

(2) 取 αi 使得 ∥xi+1 − xi∥固定，即 αi∥gi∥ = s为常数，则

f̂ k − f ∗ ⩽ G∥x0 − x∗∥2

2ks
+

Gs
2

;

(3) 取 αi 为消失步长，即 αi→ 0且
∞

∑
i=0

αi = +∞，则

f̂ k − f ∗ ⩽
∥x0 − x∗∥2 + G2

k

∑
i=0

α2
i

2
k

∑
i=0

αi

;

进一步可得 f̂ k 收敛到 f ∗．
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从推论5.2可以看到，无论是固定步长还是固定 ∥xk+1 − xk∥，次梯度算
法均没有收敛性，只能收敛到一个次优的解，这和梯度法的结论有很大的不

同；只有当 αk 取消失步长时 f̂ k 才具有收敛性．一个常用的取法是 αk =
1
k
，

这样不但可以保证其为消失步长，还可以保证
∞

∑
i=0

α2
i 有界．

2. 收敛速度和步长的关系

在推论 5.2 中，通过适当选取步长 αi 可以获得对应次梯度算法的收敛
速度．在这里我们假设 ∥x0 − x∗∥⩽ R，即初值和最优解之间的距离有上界．
假设总迭代步数 k是给定的，根据推论 5.2的第一个结论，

f̂ k − f ∗ ⩽ ∥x
0 − x∗∥2

2kt
+

G2t
2

⩽ R2

2kt
+

G2t
2

.

在固定步长下，由平均值不等式得知当 t满足

R2

2kt
=

G2t
2

, 即 t =
R

G
√

k

时，我们有估计

f̂ k − f ∗ ⩽ GR√
k

.

以上分析表明要使得目标函数值达到 ε的精度，即 f̂ k − f ∗ ⩽ ε，必须取迭代

步数 k = O
(

1
ε2

)
且固定步长 αk 要满足 t = O

(
1√
k

)
．注意这里的固定步

长依赖于最大迭代步数，这和之前构造梯度法的步长是不太一样的．从上面
的取法中还可以看出对于满足假设5.1的函数 f，最大迭代步数可以作为判
定迭代点是否最优的一个终止准则．
类似地，根据推论 5.2的第二个结论以及平均值不等式，在固定 ∥xi+1−

xi∥的条件下可以取 s =
R√

k
，同样会得到估计

f̂ k − f ∗ ⩽ GR√
k

.

如果我们知道 f (x)的更多信息，则可以利用这些信息来选取步长．例
如在某些应用中可预先知道 f ∗ 的值（但不知道最小值点），根据(5.3.3)式，
当

αi =
f (xi)− f ∗

∥gi∥2
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时，不等式右侧达到极小，这等价于

( f (xi)− f ∗)2

∥gi∥2 ⩽ ∥xi − x∗∥2 − ∥xi+1 − x∗∥2.

递归地利用上式并结合 ∥x0 − x∗∥⩽ R和 ∥gi∥⩽ G，可以得到

f̂ k − f ∗ ⩽ GR√
k

.

注意，此时步长的选取已经和最大迭代数无关，它仅仅依赖于当前点处的函
数值与最优值的差和次梯度模长．

5.3.3 应用举例

1. LASSO问题求解

考虑 LASSO问题

min f (x) =
1
2
∥Ax− b∥2 + µ∥x∥1, (5.3.5)

容易得知 f (x)的一个次梯度为

g = AT(Ax− b) + µsign(x),

其中 sign(x)是关于 x逐分量的符号函数．因此 LASSO问题的次梯度算法
为

xk+1 = xk − αk(AT(Axk − b) + µsign(xk)),

步长 αk 可选为固定步长或消失步长．

对于 µ = 10−2,10−3，我们采用连续化次梯度算法进行求解．停机准则
和参数 µ的连续化设置与第5.2节中的光滑化梯度法一致，且若 µt > µ，则

取固定步长
1

λmax(AT A)
；若 µt = µ，则取步长

1
λmax(AT A) · (max{k,100} − 99)

,

其中 k为迭代步数．迭代收敛过程见图5.9．可以看到，次梯度算法在 1000

步左右收敛，比上一节中的光滑化梯度法慢一些．
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图 5.9 LASSO问题在不同正则化参数下的求解结果

5.4 牛顿类算法

梯度法仅仅依赖函数值和梯度的信息（即一阶信息），如果函数 f (x)充
分光滑，则可以利用二阶导数信息构造下降方向 dk．牛顿类算法就是利用二
阶导数信息来构造迭代格式的算法．由于利用的信息变多，牛顿法的实际表
现可以远好于梯度法，但是它对函数 f (x)的要求也相应变高．本节首先介
绍经典牛顿法的构造和性质，然后介绍一些修正的牛顿法和实际应用．

5.4.1 经典牛顿法

对二次连续可微函数 f (x)，考虑 f (x)在迭代点 xk 处的二阶泰勒展开

f (xk + dk) = f (xk) +∇ f (xk)Tdk +
1
2
(dk)T∇2 f (xk)dk + o(∥dk∥2). (5.4.1)

我们的目的是根据这个二阶近似来选取合适的下降方向 dk．如果忽略(5.4.1)式
中的高阶项，并将等式右边看成关于 dk 的函数求其稳定点，可以得到

∇2 f (xk)dk = −∇ f (xk). (5.4.2)

方程(5.4.2)也被称为牛顿方程，容易得出当 ∇2 f (xk) 非奇异时，更新方向
dk = −∇2 f (xk)−1∇ f (xk)．一般称满足方程(5.4.2)的 dk 为牛顿方向．因此经
典牛顿法的更新格式为

xk+1 = xk −∇2 f (xk)−1∇ f (xk). (5.4.3)
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注意，在格式(5.4.3)中，步长 αk 恒为 1，即可以不额外考虑步长的选取．我
们也称步长为 1的牛顿法为经典牛顿法．

5.4.2 收敛性分析

经典牛顿法(5.4.3)有很好的局部收敛性质．实际上我们有如下定理：

定理 5.6 (经典牛顿法的收敛性) 假设目标函数 f 是二阶连续可微的函
数，且海瑟矩阵在最优值点 x∗的一个邻域 Nδ(x∗)内是利普希茨连续的，即
存在常数 L > 0使得

∥∇2 f (x)−∇2 f (y)∥⩽ L∥x− y∥, ∀x,y ∈ Nδ(x∗).

如果函数 f (x)在点 x∗处满足∇ f (x∗) = 0,∇2 f (x∗)≻ 0，则对于迭代法(5.4.3)有
如下结论:

(1) 如果初始点离 x∗ 足够近，则牛顿法产生的迭代点列 {xk}收敛到 x∗；

(2) {xk}收敛到 x∗ 的速度是 Q-二次的；

(3) {∥∇ f (xk)∥}Q-二次收敛到 0．

证明. 从牛顿法的定义(5.4.3)和最优值点 x∗ 的性质 ∇ f (x∗) = 0可得

xk+1 − x∗ = xk −∇2 f (xk)−1∇ f (xk)− x∗

=∇2 f (xk)−1[∇2 f (xk)(xk − x∗)− (∇ f (xk)−∇ f (x∗))].
(5.4.4)

根据泰勒公式，可得

∇ f (xk)−∇ f (x∗) =
∫ 1

0
∇2 f (xk + t(x∗ − xk))(xk − x∗)dt,

因此我们有估计

∥∇2 f (xk)(xk − x∗)− (∇ f (xk)−∇ f (x∗))∥

=
∥∥∫ 1

0
[∇2 f (xk + t(x∗ − xk))−∇2 f (xk)](xk − x∗)dt

∥∥
⩽
∫ 1

0
∥∇2 f (xk + t(x∗ − xk))−∇2 f (xk)∥∥xk − x∗∥dt

⩽∥xk − x∗∥2
∫ 1

0
Ltdt

=
L
2
∥xk − x∗∥2,

(5.4.5)
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其中第二个不等式是由于海瑟矩阵的局部利普希茨连续性．又因为∇2 f (x∗)

是非奇异的且 f 二阶连续可微，因此存在 r，使得对任意满足 ∥x− x∗∥ ⩽ r

的点 x均有 ∥∇2 f (x)−1∥⩽ 2∥∇2 f (x∗)−1∥．结合(5.4.4)式与(5.4.5)式可得:

∥xk+1 − x∗∥

⩽∥∇2 f (xk)−1∥∥∇2 f (xk)(xk − x∗)− (∇ f (xk)−∇ f (x∗))∥

⩽L∥∇2 f (x∗)−1∥∥xk − x∗∥2.

(5.4.6)

因此，当初始点 x0 满足

∥x0 − x∗∥⩽ min
{

δ,r,
1

2L∥∇2 f (x∗)−1∥

}
def
== δ̂

时，可保证迭代点列一直处于邻域 Nδ̂(x∗)中，因此 {xk} Q-二次收敛到 x∗．
由牛顿方程(5.4.2)可知

∥∇ f (xk+1)∥ = ∥∇ f (xk+1)−∇ f (xk)−∇2 f (xk)dk∥

=
∥∥∫ 1

0
∇2 f (xk + tdk)dkdt−∇2 f (xk)dk

∥∥
⩽
∫ 1

0
∥∇2 f (xk + tdk)−∇2 f (xk)∥∥dk∥dt

⩽ L
2
∥dk∥2 ⩽ 1

2
L∥∇2 f (xk)−1∥2∥∇ f (xk)∥2

⩽ 2L∥∇2 f (x∗)−1∥2∥∇ f (xk)∥2.

(5.4.7)

这证明了梯度的范数 Q-二次收敛到 0.

定理5.6表明经典牛顿法是收敛速度很快的算法，但它的收敛是有条件
的：第一，初始点 x0 必须距离问题的解充分近，即牛顿法只有局部收敛性，
当 x0 距问题的解较远时，牛顿算法在多数情况下会失效；第二，海瑟矩阵
∇2 f (x∗)需要为正定矩阵，有例子表明，若 ∇2 f (x∗)是奇异的半正定矩阵，
牛顿算法的收敛速度可能仅达到 Q-线性．在定理 5.6的证明中还可以看出，
问题的条件数并不会在很大程度上影响牛顿法的收敛速度，利普希茨常数 L

在迭代后期通常会被 ∥xk − x∗∥抵消．但对于病态问题，牛顿法的收敛域可
能会变小，这对初值选取有了更高的要求．

以上总结了牛顿法的特点，我们可以知道牛顿法适用于优化问题的高
精度求解，但它没有全局收敛性质．因此在实际应用中，人们通常会使用梯
度类算法先求得较低精度的解，而后调用牛顿法来获得高精度的解．
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5.4.3 修正牛顿法

尽管我们提出了算法 (5.4.3) 并分析了其理论性质，在实际应用中此格
式几乎是不能使用的．经典牛顿法有如下缺陷：

(1) 每一步迭代需要求解一个 n维线性方程组，这导致在高维问题中计算
量很大．海瑟矩阵 ∇2 f (xk)既不容易计算又不容易储存．

(2) 当∇2 f (xk)不正定时，由牛顿方程 (5.4.2)给出的解 dk的性质通常比较
差．例如可以验证当海瑟矩阵正定时，dk 是一个下降方向，而在其他
情况下 dk 不一定为下降方向．

(3) 当迭代点距最优值较远时，直接选取步长 αk = 1会使得迭代极其不稳
定，在有些情况下迭代点列会发散．

为了克服这些缺陷，我们必须对经典牛顿法做出某种修正或变形，使其
成为真正可以使用的算法．这里介绍带线搜索的修正牛顿法，其基本思想是
对牛顿方程中的海瑟矩阵∇2 f (xk)进行修正，使其变成正定矩阵；同时引入
线搜索以改善算法稳定性．它的一般框架见算法 5.3．该算法的关键在于修

算法 5.3带线搜索的修正牛顿法

1. 给定初始点 x0．
2. for k = 0,1,2, · · · do

3. 确定矩阵 Ek 使得矩阵 Bk def
==∇2 f (xk) + Ek 正定且条件数较小．

4. 求解修正的牛顿方程 Bkdk = −∇ f (xk)得方向 dk．
5. 使用任意一种线搜索准则确定步长 αk．
6. 更新 xk+1 = xk + αkdk．
7. end for

正矩阵 Ek 如何选取．一个最直接的取法是取 Ek = τk I，即取 Ek 为单位矩阵
的常数倍．根据矩阵理论可以知道，当 τk 充分大时，总可以保证 Bk 是正定
矩阵．然而 τk 不宜取得过大，这是因为当 τk 趋于无穷时，dk 的方向会接近
负梯度方向．比较合适的取法是先估计∇2 f (xk)的最小特征值，再适当选择
τk．除此之外，Ek 可以采用修正 Cholesky分解进行隐式更新，读者可参考
[52]．
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5.4.4 非精确牛顿法

在经典牛顿法中，计算牛顿方向 dk 依赖于求解线性方程组．当 n较大
但 ∇2 f (xk)有稀疏结构时，需要通过迭代法来求解牛顿方程(5.4.2)．我们知
道迭代法求解线性方程组总有精度误差，那么牛顿方程解的误差对牛顿法
收敛性有何影响？如何控制解的精度使得牛顿法依然能够收敛？下面将简要
回答这一问题．

考虑牛顿方程(5.4.2)的非精确解 dk，我们引入向量 rk来表示残差，则非
精确牛顿方向满足

∇2 f (xk)dk = −∇ f (xk) + rk. (5.4.8)

这里假设相对误差 ηk 满足

∥rk∥⩽ ηk∥∇ f (xk)∥. (5.4.9)

显然，牛顿法的收敛性依赖于相对误差 ηk 的选取，直观上牛顿方程求解得
越精确，非精确牛顿法的收敛性就越好．为此我们直接给出如下的定理（证
明见 [120]）：

定理 5.7 (非精确牛顿法的收敛性) 设函数 f (x)二阶连续可微，且在最
小值点 x∗ 处的海瑟矩阵正定，则在非精确牛顿法中，

(1) 若存在常数 t < 1使得 ηk 满足 0 < ηk < t,k = 1,2, · · ·，则该算法收敛速
度是 Q-线性的；

(2) 若 lim
k→∞

ηk = 0，则该算法收敛速度是 Q-超线性的；

(3) 若 ηk =O(∥∇ f (xk)∥)，则该算法收敛速度是 Q-二次的．

定理 5.7的直观含义是如果要达到更好的收敛性就必须使得牛顿方程求
解更加精确．在一般迭代法中，算法的停机准则通常都会依赖于相对误差的
大小．定理 5.7 的第一条表明我们完全可以将这个相对误差设置为固定值，
算法依然有收敛性．和经典牛顿法相比，固定误差的非精确牛顿法仅仅有
Q-线性收敛性，但在病态问题上的表现很可能好于传统的梯度法．如果希望
非精确牛顿法能有 Q-二次收敛速度，则在迭代后期牛顿方程必须求解足够
精确，这在本质上和牛顿法并无差别．

常用的非精确牛顿法是牛顿共轭梯度法，即使用共轭梯度法求解 (5.4.2)

式．由于共轭梯度法在求解线性方程组方面有不错的表现，因此只需少数几
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步（有时可能只需要一步）迭代就可以达到定理 5.7中第一条结论需要的条
件．在多数问题上牛顿共轭梯度法都有较好的数值表现，该方法已经是求解
优化问题不可少的优化工具．

5.4.5 应用举例

本小节给出牛顿法的一个具体例子，从而说明牛顿法具体的迭代过程．
考虑二分类的逻辑回归模型：

min
x

ℓ(x) def
==

1
m

m

∑
i=1

ln(1 + exp(−biaT
i x)) + λ∥x∥2

2. (5.4.10)

在实际中，λ经常取为
1

100m
．接下来推导牛顿法，这又化为了计算目标函

数 ℓ(x)的梯度和海瑟矩阵的问题．根据向量值函数求导法，容易算出

∇ℓ(x) =
1
m

m

∑
i=1

1
1 + exp(−biaT

i x)
· exp(−biaT

i x) · (−biai) + 2λx

= − 1
m

m

∑
i=1

(1− pi(x))biai + 2λx,
(5.4.11)

其中 pi(x) =
1

1 + exp(−biaT
i x)
．再对(5.4.11)式求导可得到

∇2ℓ(x) =
1
m

m

∑
i=1

bi · ∇pi(x)aT
i + 2λI

=
1
m

m

∑
i=1

bi
−1

(1 + exp(−biaT
i x))2

· exp(−biaT
i x) · (−biaiaT

i ) + 2λI

=
1
m

m

∑
i=1

(1− pi(x))pi(x)aiaT
i + 2λI,

(5.4.12)

其中利用了 b2
i = 1以及

exp(−biaT
i x)

(1 + exp(−biaT
i x))2

= pi(x)(1− pi(x)).

实际上我们可以使用矩阵语言将以上结果用更紧凑的形式表达．引入矩
阵 A = [a1, a2, · · · , am]

T ∈Rm×n，向量 b = (b1,b2, · · · ,bm)
T，以及

p(x) = (p1(x), p2(x), · · · , pm(x))T,
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梯度和海瑟矩阵可重写为

∇ℓ(x) = − 1
m

AT(b− b⊙ p(x)) + 2λx,

∇2ℓ(x) =
1
m

ATW(x)A + 2λI,
(5.4.13)

其中W(x)为由 {pi(x)(1− pi(x))}m
i=1 生成的对角矩阵，⊙表示两个向量逐

分量的乘积．因此牛顿法可以写作

xk+1 = xk +

(
1
m
(ATW(xk)A + 2λI

)−1( 1
m

AT(b− b⊙ p(xk))− 2λxk
)

.

当变量规模不是很大时，可以利用正定矩阵的 Cholesky分解来求解牛顿方
程；当变量规模较大时，可以使用共轭梯度法进行不精确求解．

这里采用 LIBSVM [29] 网站的数据集，见表5.1．对于不同的数据集均

表 5.1 数据集信息

名称 m n

a9a 16281 122

ijcnn1 91701 22

CINA 3206 132

调用牛顿法求解，其迭代过程见图 5.10．其中，我们采用不精确的共轭梯度
法求解牛顿方程，使得如下条件成立：

∥∇2ℓ(xk)dk +∇ℓ(xk)∥2 ⩽ min
{
∥∇ℓ(xk)∥2

2,0.1∥∇ℓ(xk)∥2
}

.

从图5.10中可以看到，在精确解附近梯度范数具有 Q-超线性收敛性．
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图 5.10 梯度范数随迭代步的变化

5.5 拟牛顿类算法

牛顿法在理论上和实践中均取得很好的效果．然而对于大规模问题，函
数的海瑟矩阵计算代价特别大或者难以得到，即便得到海瑟矩阵我们还需
要求解一个大规模线性方程组．那么能否使用海瑟矩阵或其逆矩阵的近似来
进行牛顿迭代呢？拟牛顿法便是这样的算法，它能够在每一步以较小的计算
代价生成近似矩阵，并且使用近似矩阵代替海瑟矩阵而产生的迭代序列仍
具有超线性收敛的性质．

拟牛顿方法不计算海瑟矩阵 ∇2 f (x)，而是构造其近似矩阵 Bk 或其逆
的近似矩阵 Hk．我们希望 Bk 或 Hk 仍然保留海瑟矩阵的部分性质，例如使
得 dk 仍然为下降方向．那么拟牛顿矩阵应该满足一些什么性质？如何构造
它们呢？

5.5.1 割线方程

首先回顾牛顿法的推导过程．设 f (x)是二次连续可微函数，根据泰勒
展开，向量值函数 ∇ f (x)在点 xk+1 处的近似为

∇ f (x) =∇ f (xk+1) +∇2 f (xk+1)(x− xk+1) +O(∥x− xk+1∥2). (5.5.1)
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令 x = xk, sk = xk+1 − xk 及 yk =∇ f (xk+1)−∇ f (xk)，得到

∇2 f (xk+1)sk +O(∥sk∥2) = yk. (5.5.2)

忽略高阶项 ∥sk∥2，我们希望海瑟矩阵的近似矩阵 Bk+1 满足方程

yk = Bk+1sk, (5.5.3)

或者其逆的近似矩阵 Hk+1 满足方程

sk = Hk+1yk, (5.5.4)

并称(5.5.3)式和(5.5.4)式为割线方程．
还可以从另一个角度理解割线方程(5.5.3)．我们知道，牛顿法本质上是

对目标函数 f (x) 在迭代点 xk 处做二阶近似然后求解．考虑在点 xk+1 处的
二阶近似

mk+1(d) = f (xk+1) +∇ f (xk+1)Td +
1
2

dTBk+1d, (5.5.5)

我们要求 mk+1(d)在 d =−sk和 d = 0处的梯度与 f (x)在 x = xk和 x = xk+1

处的梯度分别保持一致．注意到∇mk+1(0) =∇ f (xk+1)是自然满足的，为了
使得第一个条件满足只需

∇mk+1(−sk) =∇ f (xk+1)− Bk+1sk =∇ f (xk), (5.5.6)

整理即可得到(5.5.3)式．
另外，注意到近似矩阵 Bk 的正定性是一个很关键的因素，在(5.5.3)式

两边同时左乘 (sk)T 可得 (sk)TBk+1sk = (sk)Tyk，因此条件

(sk)Tyk > 0 (5.5.7)

为 Bk+1 正定的一个必要条件．我们额外要求条件(5.5.7)在迭代过程中始终
满足，这个条件也称为曲率条件．对于一般的目标函数 f (x)，需要使用
Wolfe准则线搜索来保证曲率条件(5.5.7)成立．实际上，根据Wolfe准则的
条件(5.1.4b)有 ∇ f (xk+1)Tsk ⩾ c2∇ f (xk)Tsk，两边同时减去 ∇ f (xk)Tsk，

(yk)Tsk ⩾ (c2 − 1)∇ f (xk)Tsk > 0,

这是因为 c2 < 1以及 sk = αkdk 是下降方向．仅仅使用 Armijo准则不能保证
曲率条件成立．
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在通常情况下，近似矩阵 Bk+1或 Hk+1是由上一步迭代加上一个修正得
到的，并且要求满足割线方程(5.5.3)．这一小节先给出拟牛顿方法的一般框
架（算法5.4），下一小节将讨论一些具体的矩阵更新方式．

算法 5.4拟牛顿算法框架

1. 给定 x0 ∈Rn,初始矩阵 B0 ∈Rn×n（或 H0），令 k = 0．
2. while未达到停机准则 do

3. 计算方向 dk = −(Bk)−1∇ f (xk)或 dk = −Hk∇ f (xk)．
4. 通过线搜索找到合适的步长 αk > 0，令 xk+1 = xk + αkdk．
5. 更新海瑟矩阵的近似矩阵 Bk+1 或其逆矩阵的近似 Hk+1．
6. k← k + 1．
7. end while

在实际应用中基于 Hk 的拟牛顿法更加实用，这是因为根据 Hk 计算下
降方向 dk 不需要求解线性方程组，而求解线性方程组在大规模问题上是非
常耗时的．但基于 Bk 的拟牛顿法有比较好的理论性质，产生的迭代序列比
较稳定．如果有办法快速求解线性方程组，我们也可采用基于 Bk 的拟牛顿
法．此外在某些场景下，比如有些带约束的优化问题的算法设计，由于需要
用到海瑟矩阵的近似，Bk 的使用也很常见．

5.5.2 拟牛顿矩阵更新方式

这一小节介绍一些常见的拟牛顿矩阵的更新方式．

1. 秩一更新 (SR1)

秩一更新 (SR1)公式是结构最简单的拟牛顿矩阵更新公式．设 Bk 是第
k步的近似海瑟矩阵，我们通过对 Bk 进行秩一修正得到 Bk+1，使其满足割
线方程(5.5.3)．为此使用待定系数法求出修正矩阵，并设

Bk+1 = Bk + auuT, (5.5.8)

其中 u ∈Rn, a ∈R待定．根据割线方程(5.5.3)，

Bk+1sk = (Bk + auuT)sk = yk,

进而得到
(a · uTsk)u = yk − Bksk.
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注意到 a · uTsk 是一个标量，因此 u 和 yk − Bksk 方向相同．不妨令 u =

yk − Bksk，代入原方程可知

a((yk − Bksk)Tsk)(yk − Bksk) = yk − Bksk.

如果假设 (yk − Bksk)Tsk ̸= 0，可以得到 a =
1

(yk − Bksk)Tsk，最终得到更新

公式为

Bk+1 = Bk +
(yk − Bksk)(yk − Bksk)T

(yk − Bksk)Tsk . (5.5.9)

我们称(5.5.9)式为基于 Bk 的 SR1公式．由完全一样的过程我们可以根据割
线方程(5.5.4)得到基于 Hk 的 SR1公式：

Hk+1 = Hk +
(sk − Hkyk)(sk − Hkyk)T

(sk − Hkyk)Tyk . (5.5.10)

SR1公式虽然结构简单，但是有一个重大缺陷：它不能保证矩阵在迭代
过程中保持正定．容易验证 (yk − Bksk)Tsk > 0是 Bk+1正定的一个充分条件，
但这个条件在迭代过程中未必得到满足．因此在实际中较少使用 SR1公式．

另一个比较有趣的观察是公式(5.5.9)和(5.5.10)在形式上互为对偶．将公
式(5.5.9)里的变量作如下替换：

Bk→ Hk, sk↔ yk,

即可得到公式(5.5.10)．

2. BFGS公式

为了克服 SR1公式的缺陷，现在考虑对 Bk 的秩二更新．同样地，采用
待定系数法来推导此公式．设

Bk+1 = Bk + auuT + bvvT, (5.5.11)

其中 u,v ∈Rn，a,b ∈R待定．根据割线方程(5.5.3)，

Bk+1sk = (Bk + auuT + bvvT)sk = yk,

整理可得

(a · uTsk)u + (b · vTsk)v = yk − Bksk.
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我们通过选取 u 和 v 让以上等式成立即可．实际上，u,v 有非常多的取法，
一种最直接的取法是让上面等式左右两边的两项分别对应相等，即

u = yk, a · uTsk = 1,

v = Bksk, b · vTsk = −1.

因此得到更新方式

Bk+1 = Bk +
yk(yk)T

(sk)Tyk −
Bksk(Bksk)T

(sk)TBksk . (5.5.12)

格式(5.5.12)被称为基于 Bk的 BFGS公式，它是由 Broyden，Fletcher，Gold-

farb，Shanno四人名字的首字母组成．

为了推导基于 Hk 的 BFGS公式，我们需要如下的 Sherman-Morrison-

Woodbury（简称 SMW）公式来给出原矩阵和其在秩-k更新后的矩阵的逆
矩阵之间的关系．

命题 5.1 (SMW公式 ) 设 A ∈Rn×n为一可逆矩阵，给定矩阵U ∈Rn×k，
C ∈Rk×k，V ∈Rk×n且 C可逆．那么 A +UCV可逆当且仅当 C−1 +VA−1U

可逆，且此时 A + UCV 的逆矩阵可以表示为

(A + UCV)−1 = A−1 − A−1U(C−1 + VA−1U)−1VA−1. (5.5.13)

根据 SMW公式并假设 Hk = (Bk)−1，可立即推出基于 Hk 的 BFGS公
式：

Hk+1 = (I − ρkyk(sk)T)THk(I − ρkyk(sk)T) + ρksk(sk)T, (5.5.14)

其中 ρk =
1

(sk)Tyk．容易看出，若要 BFGS公式更新产生的矩阵 Hk+1 正定，

一个充分条件是不等式(5.5.7)成立且上一步更新矩阵 Hk 正定．在问题求解
过程中，条件(5.5.7)不一定会得到满足，此时应该使用Wolfe准则的线搜索
来迫使条件(5.5.7)成立．

BFGS公式是目前最有效的拟牛顿更新格式之一，它有比较好的理论性
质，实现起来也并不复杂．对格式(5.5.14)进行改动可得到有限内存 BFGS格
式 (L-BFGS)，它是常用的处理大规模优化问题的拟牛顿类算法，我们将在
本节的末尾介绍这一算法．



154 第五章 无约束优化算法

3. DFP公式

在 BFGS公式的推导中，如果利用割线方程(5.5.4)对 Hk 推导秩二修正
的拟牛顿修正，我们将得到基于 Hk 的拟牛顿矩阵更新

Hk+1 = Hk − Hkyk(Hkyk)T

(yk)THkyk +
sk(sk)T

(yk)Tsk . (5.5.15)

这种迭代格式首先由 Davidon发现，此后由 Fletcher以及 Powell进一步发
展，因此被称为 DFP公式．根据 SMW公式可得其关于 Bk 的更新格式

Bk+1 = (I − ρksk(yk)T)TBk(I − ρksk(yk)T) + ρkyk(yk)T, (5.5.16)

其中 ρk 的定义同(5.5.14)式．
可以看到，DFP公式(5.5.15)(5.5.16)和 BFGS公式(5.5.12)(5.5.14)分别呈

对偶关系．将 BFGS格式(5.5.14)中的 Hk换成 Bk，sk与 yk对换便得到了DFP

格式(5.5.16)．
遗憾的是，尽管 DFP格式在很多方面和 BFGS格式存在对偶关系，但

从实际效果来看，DFP格式整体上不如 BFGS格式．因此在实际使用中人们
更多使用 BFGS格式．

5.5.3 拟牛顿法的全局收敛性

本小节介绍拟牛顿法的收敛性质．首先我们利用 Zoutendijk条件得到
拟牛顿法基本的收敛性，之后简要介绍收敛速度．

定理 5.8 (BFGS全局收敛性 [98]定理 6.5) 假设初始矩阵 B0 是对称正定矩
阵，目标函数 f (x)是二阶连续可微函数，且下水平集

L = {x ∈Rn | f (x)⩽ f (x0)}

是凸的，并且存在正数 m以及 M使得对于任意的 z ∈Rn 以及任意的 x ∈ L
有

m∥z∥2 ⩽ zT∇2 f (x)z ⩽ M∥z∥2, (5.5.17)

则采用 BFGS 格式(5.5.12) 并结合 Wolfe 线搜索的拟牛顿算法全局收敛到
f (x)的极小值点 x∗．

定理5.8叙述了 BFGS格式的全局收敛性，但没有说明以什么速度收敛．
下面这个定理介绍了在一定条件下 BFGS格式会达到Q-超线性收敛速度．这
里只给出定理结果，详细的证明过程可参考 [98]．
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定理 5.9 (BFGS收敛速度) 设 f (x)二阶连续可微，在最优点 x∗ 的一个
邻域内海瑟矩阵利普希茨连续，且使用 BFGS 迭代格式收敛到 f 的最优值
点 x∗．若迭代点列 {xk}满足

∞

∑
k=1

∥xk − x∗∥ < +∞, (5.5.18)

则 {xk}以 Q-超线性收敛到 x∗．

正如我们预期的，由于仅仅使用了海瑟矩阵的近似矩阵，拟牛顿法只能
达到 Q-超线性收敛速度，这个速度和牛顿法相比较慢．但由于拟牛顿法不
需要每一步都计算海瑟矩阵，它在整体计算开销方面可能远远小于牛顿法，
因此在实际问题中较为实用．同样地，定理5.9的结果建立在序列 {xk}本身
收敛的前提之上，而对于强凸函数，定理5.8保证了序列 {xk}是全局收敛的．
如果函数的性质稍差，则拟牛顿法可能只有局部的收敛性．

5.5.4 有限内存 BFGS方法

拟牛顿法虽然克服了计算海瑟矩阵的困难，但是它仍然无法应用在大
规模优化问题上．一般来说，拟牛顿矩阵 Bk 或 Hk 是稠密矩阵，而存储稠密
矩阵要消耗 O(n2) 的内存，这对于大规模问题显然是不可能实现的．在本
小节介绍的有限内存 BFGS方法（L-BFGS）解决了这一存储问题，从而使
得人们在大规模问题上也可应用拟牛顿类方法加速迭代的收敛．

L-BFGS方法是根据 BFGS公式(5.5.12)(5.5.14)变形而来的．为了推导方
便，我们以 Hk 的更新公式(5.5.14)为基础来推导相应的 L-BFGS公式．首先
引入新的记号重写(5.5.14)式：

Hk+1 = (Vk)THkVk + ρksk(sk)T, (5.5.19)

其中

ρk =
1

(yk)Tsk , Vk = I − ρkyk(sk)T. (5.5.20)

观察到(5.5.19)式有类似递推的性质，为此我们可将(5.5.19)式递归地展开 m
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次，其中 m是一个给定的整数：

Hk

=(Vk−m · · ·Vk−1)THk−m(Vk−m · · ·Vk−1)+

ρk−m(Vk−m+1 · · ·Vk−1)Tsk−m(sk−m)T(Vk−m+1 · · ·Vk−1)+

ρk−m+1(Vk−m+2 · · ·Vk−1)Tsk−m+1(sk−m+1)T(Vk−m+2 · · ·Vk−1)+

· · ·+ ρk−1sk−1(sk−1)T.

(5.5.21)

为了达到节省内存的目的，(5.5.19)式不能无限展开下去，但这会产生一个问
题：Hk−m还是无法显式求出．一个很自然的想法就是用 Hk−m的近似矩阵来
代替 Hk−m 进行计算，近似矩阵的选取方式非常多，但基本原则是要保证近
似矩阵具有非常简单的结构．假定我们给出了 Hk−m 的一个近似矩阵 Ĥk−m，
(5.5.21)式便可以用于计算拟牛顿迭代．

在拟牛顿迭代中，实际上并不需要计算 Hk 的显式形式，只需要利用
Hk∇ f (xk)来计算迭代方向 dk．为此先直接给出一个利用展开式(5.5.21)直接
求解 Hk∇ f (xk)的算法，见算法 5.5．该算法的设计非常巧妙，它充分利用

算法 5.5 L-BFGS双循环递归算法

1. 初始化 q←∇ f (xk)．
2. for i = k− 1,k− 2, · · · ,k−m do

3. 计算并保存 αi← ρi(si)Tq．
4. 更新 q← q− αiyi．
5. end for

6. 初始化 r← Ĥk−mq，其中 Ĥk−m 是 Hk−m 的近似矩阵．
7. for i = k−m,k−m + 1, · · · ,k− 1 do

8. 计算 β← ρi(yi)Tr．
9. 更新 r← r + (αi − β)si．

10. end for

11. 输出 r，即 Hk∇ f (xk)．

了(5.5.21)式的结构来尽量节省计算 Hk∇ f (xk) 的开销．由于其主体结构包
含了方向相反的两个循环，因此它也被称为双循环递归算法．
我们现在给出算法5.5的一个比较直观的执行过程．在(5.5.21)式中，等

式左右两边同时右乘 ∇ f (xk)，若只观察等式右侧，则需要计算

Vk−1∇ f (xk), Vk−2Vk−1∇ f (xk), · · · , Vk−m · · ·Vk−2Vk−1∇ f (xk).
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这些结果可以递推地进行，无需重复计算．另一个比较重要的观察是，在计算
Vk−l · · ·Vk−1∇ f (xk)的过程中恰好同时计算了上一步的 ρk−l(sk−l)T[Vk−l+1

· · ·Vk−1∇ f (xk)]，这是一个标量，对应着算法5.5的 αi．因此执行完第一个循
环后，我们得到了 αi,q，公式(5.5.21)变成了如下形式：

Hk∇ f (xk) =(Vk−m · · ·Vk−1)THk−mq+

(Vk−m+1 · · ·Vk−1)Tsk−mαk−m+

(Vk−m+2 · · ·Vk−1)Tsk−m+1αk−m+1 + · · ·+ sk−1αk−1.

(5.5.22)

公式(5.5.22)已经简化了不少，接下来算法5.5的第二个循环就是自上而下合
并每一项．以合并前两项为例，它们有公共的因子 (Vk−m+1 · · ·Vk−1)T，提取
出来之后前两项的和可以写为

(Vk−m+1 · · ·Vk−1)T((Vk−m)Tr + αk−msk−m)

=(Vk−m+1 · · ·Vk−1)T(r + (αk−m − β)sk−m),

这正是第二个循环的迭代格式．注意合并后(5.5.22)式的结构仍不变，因此可
递归地计算下去，最后变量 r就是我们期望的结果 Hk∇ f (xk)．

算法5.5双循环约需要 4mn次乘法运算与 2mn次加法运算，若近似矩阵
Ĥk−m 是对角矩阵，则额外需要 n次乘法运算．由于 m不会很大，因此该算
法的复杂度是 O(mn)．算法所需要的额外存储为临时变量 αi，它的大小是
O(m)．综上所述，L-BFGS双循环算法是非常高效的．

近似矩阵 Ĥk−m 的取法可以是对角矩阵 Ĥk−m = γk I，其中

γk =
(sk−1)Tyk−1

(yk−1)Tyk−1 . (5.5.23)

注意，这恰好是 BB方法的第一个步长，见(5.2.9)式．

正因为 L-BFGS方法的出现，人们可以使用拟牛顿类算法求解优化问题．
虽然有关 L-BFGS方法的收敛性质依然很有限，但在实际应用中 L-BFGS方
法很快成为了应用最广泛的拟牛顿类算法．比较有趣的是，尽管 DFP公式
和 BFGS公式呈对偶关系，但极少有人研究有限内存的 DFP格式，这也使
得 BFGS格式在地位上比 DFP格式略胜一筹．
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算法 5.6 L-BFGS方法

1. 选择初始点 x0，参数 m > 0，k← 0．
2. while未达到收敛准则 do

3. 选取近似矩阵 Ĥk−m．
4. 使用算法5.5计算下降方向 dk = −Hk∇ f (xk)．
5. 使用线搜索算法计算满足Wolfe准则的步长 αk．
6. 更新 xk+1 = xk + αkdk．
7. if k > m then

8. 从内存空间中删除 sk−m,yk−m．
9. end if

10. 计算并保存 sk = xk+1 − xk，yk =∇ f (xk+1)−∇ f (xk)．
11. k← k + 1．
12. end while

5.5.5 应用举例

1. 逻辑回归问题

考虑逻辑回归问题

min
x

ℓ(x) def
==

1
m

m

∑
i=1

ln(1 + exp(−biaT
i x)) + λ∥x∥2

2, (5.5.24)

这里，选取 λ =
1

100m
．目标函数的导数计算可以参考上一节．同样地，我

们选取 LIBSVM上的数据集，调用 L-BFGS（内存长度取为 5）求解代入数
据集后的问题(5.5.24)，其迭代收敛过程见图 5.11．

从 ijcnn数据集的迭代结果可以看到，当靠近最优解时，L-BFGS方法
的迭代点列呈 Q-线性收敛．对于 a9a和 CINA数据集，由于对应的海瑟矩
阵的谱分布不同，图中的迭代还没有进入 LBFGS算法的线性收敛区域，因
而会产生一些抖动，但总体是呈下降趋势．

5.6 信赖域算法

本节介绍信赖域算法．它和线搜索算法都是借助泰勒展开来对目标函数
进行局部近似，但它们看待近似函数的方式不同．在线搜索算法中，我们先
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图 5.11 逻辑回归问题

利用近似模型求出下降方向，然后给定步长；而在信赖域类算法中，我们直
接在一个有界区域内求解这个近似模型，而后迭代到下一个点．因此信赖域
算法实际上是同时选择了方向和步长．

5.6.1 信赖域算法框架

我们对信赖域算法给一个直观的数学表达．根据带拉格朗日余项的泰勒
展开，

f (xk + d) = f (xk) +∇ f (xk)Td +
1
2

dT∇2 f (xk + td)d,

其中 t ∈ (0,1)为和 d有关的正数．和牛顿法相同，我们利用 f (x)的一个二
阶近似来刻画 f (x)在点 x = xk 处的性质：

mk(d) = f (xk) +∇ f (xk)Td +
1
2

dTBkd, (5.6.1)

其中 Bk 是对称矩阵．这里要求 Bk 是海瑟矩阵的近似矩阵，如果 Bk 恰好是
函数 f (x)在点 x = xk 处的海瑟矩阵，那么当 f (x)充分光滑时，mk(d)的逼
近误差是 O(∥d∥3)．

我们使用了二阶泰勒展开来近似目标函数 f (x)，但还需要考虑到泰勒
展开是函数的局部性质，它仅仅对模长较小的 d 有意义．当 d 过长时，模
型(5.6.1)便不再能刻画 f (x)的特征，为此需要对模型(5.6.1)添加约束．我们
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仅在如下球内考虑 f (x)的近似：

Ωk = {xk + d | ∥d∥⩽ ∆k},

其中 ∆k > 0是一个和迭代有关的参数．我们称 Ωk 为信赖域，∆k 为信赖域
半径．从命名方式也可看出，信赖域就是我们相信 mk(d)能很好地近似 f (x)

的区域，而 ∆k 表示了这个区域的大小．因此信赖域算法每一步都需要求解
如下子问题

min
d∈Rn

mk(d), s.t. ∥d∥⩽ ∆k. (5.6.2)

dk
TR

dk
N

信赖域
f(x)

mk(d)

图 5.12 信赖域算法一步迭代

图5.12显示了子问题(5.6.2)的求解过程．图中实线表示 f (x) 的等高线，
虚线表示 mk(d)的等高线（这里有关系 d = x− xk），dk

N 表示求解无约束问
题得到的下降方向（若 Bk 为海瑟矩阵则 dk

N 为牛顿方向），dk
TR 表示求解信

赖域子问题(5.6.2)得到的下降方向，可以看到二者明显是不同的．信赖域算
法正是限制了 d的大小，使得迭代更加保守，因此可以在牛顿方向很差时发
挥作用．
在子问题(5.6.2)中仍需要确定信赖域半径 ∆k．实际上，选取信赖域半径

非常关键，它决定了算法的收敛性．考虑到信赖域半径是“对模型 mk(d)相
信的程度”，如果 mk(d)对函数 f (x)近似较好，就应该扩大信赖域半径，在
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更大的区域内使用这个近似，反之就应该减小信赖域半径重新计算．我们引
入如下定义来衡量 mk(d)近似程度的好坏：

ρk =
f (xk)− f (xk + dk)

mk(0)−mk(dk)
, (5.6.3)

其中 dk 为求解子问题(5.6.2)得到的迭代方向．根据 ρk 的定义我们知道，它
是函数值实际下降量与预估下降量（即二阶近似模型下降量）的比值．如果
ρk 接近于 1，说明用 mk(d)来近似 f (x)是比较成功的，我们应该扩大 ∆k；
如果 ρk 非常小甚至为负，就说明我们过分地相信了二阶模型 mk(d)，此时
应该缩小 ∆k．使用这个机制可以动态调节 ∆k，让二阶模型 mk(d)的定义域
处于一个合适的范围．

算法 5.7信赖域算法

1. 给定最大半径 ∆max，初始半径 ∆0，初始点 x0，k← 0．
2. 给定参数 0 ⩽ η < ρ̄1 < ρ̄2 < 1，γ1 < 1 < γ2．
3. while未达到收敛准则 do

4. 计算子问题(5.6.2)得到迭代方向 dk．
5. 根据(5.6.3)式计算下降率 ρk．
6. 更新信赖域半径：

∆k+1 =


γ1∆k, ρk < ρ̄1,

min{γ2∆k,∆max}, ρk > ρ̄2 以及 ∥dk∥ = ∆k,

∆k, 其他.

7. 更新自变量：

xk+1 =

xk + dk, ρk > η,

xk, 其他.

/* 只有下降比例足够大才更新 */

8. k← k + 1．
9. end while

算法 5.7给出完整的信赖域方法．该算法虽然有一些参数，但是它对这些
参数的取值并不敏感．实际中可取 ρ̄1 = 0.25, ρ̄2 = 0.75以及 γ1 = 0.25,γ2 = 2．
注意，信赖域半径 ∆k 不会无限增长，一是因为它有上界的控制，二是如果
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信赖域约束不起作用（即二次模型最优值处于信赖域内），我们也无需增加
信赖域半径．只有当 mk(d)近似足够好并且信赖域约束起作用时，才需要增
加 ∆k．

在算法 5.7 中只剩下一个关键问题没有说明：如何求解信赖域子问
题(5.6.2)？下一个小节将给出两种方法．

5.6.2 信赖域子问题求解

在多数实际应用中，信赖域子问题(5.6.2)的解是无法显式写出的．为了
求出迭代方向 dk，我们需要设计算法快速或近似求解子问题(5.6.2)．

1. 迭代法

信赖域子问题是一个仅仅涉及二次函数的约束优化问题，那么能否用
约束优化问题的最优性条件来求解子问题的解呢？下面的定理给出了子问
题的最优解 p∗ 需要满足的条件：

定理 5.10 d∗ 是信赖域子问题

min m(d) = f + gTd +
1
2

dTBd, s.t. ∥d∥⩽ ∆ (5.6.4)

的全局极小解当且仅当 d∗ 是可行的且存在 λ ⩾ 0使得

(B + λI)d∗ = −g, (5.6.5a)

λ(∆− ∥d∗∥) = 0, (5.6.5b)

(B + λI) ⪰ 0. (5.6.5c)

证明. 先证明必要性．实际上，我们可以利用 KKT条件来直接写出 d∗ 所
满足的关系．问题(5.6.4)的拉格朗日函数为

L(d,λ) = f + gTd +
1
2

dTBd− λ

2
(∆2 − ∥d∥2),

其中乘子 λ ⩾ 0．根据 KKT条件，d∗ 是可行解，且

∇dL(d∗,λ) = (B + λI)d∗ + g = 0.

此外还有互补条件
λ

2
(∆2 − ∥d∗∥2) = 0,
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以上两式整理后就是(5.6.5a)式和(5.6.5b)式．为了证明(5.6.5c)式，我们任取
d满足 ∥d∥ = ∆，根据最优性，有

m(d)⩾ m(d∗) = m(d∗) +
λ

2
(∥d∗∥2 − ∥d∥2).

利用(5.6.5a)式消去 g，代入上式整理可知

(d− d∗)T(B + λI)(d− d∗)⩾ 0,

由任意性可知 B + λI 半正定．
再证明充分性．定义辅助函数

m̂(d) = f + gTd +
1
2

dT(B + λI)d = m(d) +
λ

2
dTd,

由条件 (5.6.5c)可知 m̂(d)关于 d是凸函数．根据条件 (5.6.5a)，d∗满足凸函
数一阶最优性条件，结合定理 4.4可推出 d∗是 m̂(d)的全局极小值点，进而
对任意可行解 d，我们有

m(d)⩾ m(d∗) +
λ

2
(∥d∗∥2 − ∥d∥2).

由互补条件 (5.6.5b)可知 λ(∆2 − ∥d∗∥2) = 0，代入上式消去 ∥d∗∥2 得

m(d)⩾ m(d∗) +
λ

2
(∆2 − ∥d∥2)⩾ m(d∗).

定理5.10提供了问题维数 n较小时寻找 d∗的一个方法．根据 (5.6.5a)式，
最优解是以 λ为参数的一族向量．我们定义

d(λ) = −(B + λI)−1g, (5.6.6)

则只需要寻找合适的 λ 使得(5.6.5b)式和(5.6.5c)式成立即可．根据互补条
件(5.6.5b)，当 λ > 0时必有 ∥d(λ)∥ = ∆；根据半正定条件(5.6.5c)，λ须大
于等于 B 的最小特征值的相反数．现在研究 ∥d(λ)∥ 随 λ 变化的性质．设
B 有特征值分解 B = QΛQT，其中 Q = [q1,q2, · · · ,qn] 是正交矩阵，Λ =

Diag(λ1,λ2, · · · ,λn)是对角矩阵，λ1 ⩽ λ2 ⩽ · · ·⩽ λn是 B的特征值．为了方
便，以下仅考虑 λ1 ⩽ 0且 λ1 是单特征根的情形．其他情形可类似分析．显
然，B + λI 有特征值分解 B + λI = Q(Λ + λI)QT．对 λ > −λ1 ⩾ 0，我们
可直接写出 d(λ)的表达式：

d(λ) = −Q(Λ + λI)−1QTg = −
n

∑
i=1

qT
i g

λi + λ
qi. (5.6.7)
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这正是 d(λ)的正交分解，由正交性可容易求出

∥d(λ)∥2 =
n

∑
i=1

(qT
i g)2

(λi + λ)2 . (5.6.8)

根据(5.6.8)式可知当 λ > −λ1 且 qT
1 g ̸= 0时，∥d(λ)∥2 是关于 λ的严格减函

数，且有
lim
λ→∞
∥d(λ)∥ = 0, lim

λ→−λ1+
∥d(λ)∥ = +∞.

根据连续函数介值定理，∥d(λ)∥ = ∆的解必存在且唯一．一个典型的例子
如图 5.13所示．

−λ3 −λ2 −λ1 −λ∗

∆2

λ∗

λ

∥d
(λ
)∥

2

图 5.13 ∥d(λ)∥2 随 λ的变化关系

根据上面的分析，寻找 λ∗ 已经转化为一个一元方程求根问题，我们可
以使用牛顿法求解．在得到最优解 λ∗ 后，根据(5.6.5a)式即可求出迭代方向
d∗，这里略去细节，感兴趣的读者可参考 [98]．
此外，在上面的分析中我们假定了 qT

1 g ̸= 0，在实际中这个条件未必满
足．当 qT

1 g = 0时，(5.6.8)式将没有和 λ1相关的项．此时未必存在 λ∗ >−λ1

使得 ∥d(λ∗)∥=∆成立．记M = lim
λ→−λ1+

∥d(λ)∥，当M ⩾∆时，仍然可以根据

介值定理得出 λ∗(> −λ1)的存在性；而当 M < ∆时，无法利用前面的分析
求出 λ∗和 d∗，此时信赖域子问题变得比较复杂．实际上，qT

1 g = 0且 M < ∆

的情形被人们称为“困难情形 (hard case)”．此情形发生时，区间 (−λ1,+∞)

中的点无法使得 (5.6.5b)成立，而定理 5.10的结果说明 λ∗ ∈ [−λ1,+∞)，因
此必有 λ∗ = −λ1．
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为了求出 d∗，可以利用（奇异）线性方程组 (5.6.5a)解的结构，其通解
可以写为

d(α) = −
n

∑
i=2

qT
i g

λi − λ1
qi + αq1, α ∈R.

由正交性，

∥d(α)∥2 = α2 +
n

∑
i=2

(qT
i g)2

(λi − λ1)2 .

注意在困难情形中有M =

√
n

∑
i=2

(qT
i g)2

(λi − λ1)2 <∆，因此必存在 α∗使得 ∥d(α∗)∥=

∆．这就求出了 d∗ 的表达式．

2. 截断共轭梯度法

我们再介绍一种信赖域子问题的求解方法．既然问题(5.6.2)的解不易求
出，能否写出它的一个近似解呢？Steihaug [117] 在 1983 年对共轭梯度法
进行了改造，使其成为能求解问题(5.6.2)的算法．此算法能够应用在大规
模问题中，是一种非常有效的信赖域子问题的求解方法．我们知道，子问
题(5.6.2)和一般的二次极小化问题相差一个约束，如果先不考虑其中的约束
∥d∥⩽ ∆而直接使用共轭梯度法求解，在迭代过程中应该能找到合适的迭代
点作为信赖域子问题的近似解．这就是截断共轭梯度法的基本思想．
为了介绍截断共轭梯度法，我们简要回顾一下标准共轭梯度法的迭代

过程．对于二次极小化问题

min
s

q(s) def
== gTs +

1
2

sTBs,

给定初值 s0 = 0,r0 = g, p0 = −g，共轭梯度法的迭代过程为

αk+1 =
∥rk∥2

(pk)TBpk ,

sk+1 = sk + αk pk,

rk+1 = rk + αkBpk,

βk =
∥rk+1∥2

∥rk∥2 ,

pk+1 = −rk+1 + βk pk,

其中迭代序列 {sk}最终的输出即为二次极小化问题的解，算法的终止准则
是判断 ∥rk∥是否足够小．截断共轭梯度法则是给标准的共轭梯度法增加了
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两条终止准则，并对最后一步的迭代点 sk 进行修正来得到信赖域子问题的
解．考虑到矩阵 B不一定是正定矩阵，在迭代过程中可能会产生如下三种情
况：

(1) (pk)TBpk ⩽ 0，即 B不是正定矩阵．我们知道共轭梯度法不能处理非正
定的线性方程组，遇到这种情况应该立即终止算法．但根据这个条件
也找到了一个负曲率方向，此时只需要沿着这个方向走到信赖域边界
即可．

(2) (pk)TBpk > 0但 ∥sk+1∥⩾ ∆，这表示若继续进行共轭梯度法迭代，则点
sk+1 将处于信赖域之外或边界上，此时必须马上停止迭代，并在 sk 和
sk+1 之间找一个近似解．

(3) (pk)TBpk > 0且 ∥rk+1∥充分小，这表示若共轭梯度法成功收敛到信赖
域内．子问题(5.6.2)和不带约束的二次极小化问题是等价的．

从上述终止条件来看截断共轭梯度法仅仅产生了共轭梯度法的部分迭代点，
这也是该方法名字的由来．
算法5.8给出截断共轭梯度法的迭代过程，其中的三个判断分别对应了

之前叙述的三种情况．注意，在不加限制时，下一步迭代点总是为 sk+1 =

sk + αk pk．当情况 (1)发生时，只需要沿着 pk 走到信赖域边界；当情况 (2)

发生时，由于 ∥sk∥ < ∆,∥sk + αk pk∥ ⩾ ∆，由连续函数介值定理可得 τ 必定
存在且处于区间 (0,αk]内．

5.6.3 收敛性分析

本小节简要介绍信赖域算法的收敛性结果．我们将着重于介绍定理的条
件和最终结论，而略去较为烦琐的证明部分．

1. 柯西点

为了估计求解每个信赖域子问题得到的函数值改善情况，我们引入柯
西点的定义．

定义 5.6 (柯西点) 设 mk(d)是 f (x)在点 x = xk 处的二阶近似，常数 τk

为如下优化问题的解：

min mk(−τ∇ f (xk)),

s.t. ∥τ∇ f (xk)∥⩽ ∆k, τ ⩾ 0.
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算法 5.8截断共轭梯度法 (Steihaug-CG)

1. 给定精度 ε > 0，初始化 s0 = 0,r0 = g, p0 = −g，k← 0．
2. if ∥p0∥⩽ ε then

3. 算法停止，输出 s = 0．
4. end if

5. loop

6. if (pk)TBpk ⩽ 0 then

7. 计算 τ > 0使得 ∥sk + τpk∥ = ∆．
8. 算法停止，输出 s = sk + τpk．
9. end if

10. 计算 αk =
∥rk∥2

(pk)TBpk，更新 sk+1 = sk + αk pk．

11. if ∥sk+1∥⩾ ∆ then

12. 计算 τ > 0使得 ∥sk + τpk∥ = ∆．
13. 算法停止，输出 s = sk + τpk．
14. end if

15. 计算 rk+1 = rk + αkBpk．
16. if ∥rk+1∥ < ε∥r0∥ then

17. 算法停止，输出 s = sk+1．
18. end if

19. 计算 βk =
∥rk+1∥2

∥rk∥2 ，更新 pk+1 = −rk+1 + βk pk．

20. k← k + 1．
21. end loop

则称 xk
C

def
== xk + dk

C 为柯西点，其中 dk
C = −τk∇ f (xk)．

根据柯西点的定义，它实际上是对 mk(d) 进行了一次精确线搜索的梯
度法，不过这个线搜索是考虑了信赖域约束的．图5.14直观地解释了柯西点
的含义．
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dkC

−∇f(xk)

mk(d)

图 5.14 柯西点

实际上，给定 mk(d)，柯西点可以显式计算出来．为了方便我们用 gk 表
示 ∇ f (xk)，根据 τk 的定义，容易计算出其表达式为

τk =


∆k

∥gk∥ , (gk)TBkgk ⩽ 0,

min
{
∥gk∥2

(gk)TBkgk ,
∆k

∥gk∥

}
, 其他.

以上的分析表明，柯西点是信赖域子问题(5.6.2)的一个可行点，但在实
际计算中人们一般不会将柯西点作为下一步迭代点的近似．这是由于求柯西
点本质上为一个带截断步长的最速下降法，它并没有充分利用海瑟矩阵 Bk

的信息．即便如此，人们还是可以将柯西点作为信赖域子问题算法的一个评
判标准，即要求子问题算法产生的迭代点至少比柯西点要好．而容易看出，
若迭代点取为柯西点，二次模型的目标函数值依然是下降的．实际上，我们
有如下引理（证明见 [98]引理 4.3）：

引理 5.2 (柯西点的下降量) 设 dk
C 为求解柯西点产生的下降方向，则

mk(0)−mk(dk
C)⩾

1
2
∥gk∥min

{
∆k,
∥gk∥
∥Bk∥2

}
. (5.6.9)

而前一小节介绍的子问题求解方法（如迭代法，截断共轭梯度法，Dogleg

方法）得到的迭代方向 dk 均满足

mk(0)−mk(dk)⩾ c2(mk(0)−mk(dk
C)).

这也就意味着估计式

mk(0)−mk(dk)⩾ 1
2

c2∥gk∥min
{

∆k,
∥gk∥
∥Bk∥2

}
(5.6.10)
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在很多情况下都会成立．这为我们证明信赖域算法的收敛性提供了基础．

2. 全局收敛性

现在介绍信赖域算法的全局收敛性．回顾信赖域算法5.7，我们引入了
一个参数 η来确定是否应该更新迭代点．这分为两种情况：当 η = 0时，只
要原目标函数有下降量就接受信赖域迭代步的更新；当 η > 0时，只有当改
善量 ρk 达到一定程度时再进行更新．在这两种情况下得到的收敛性结果是
不同的，我们分别介绍这两种结果．
根据 [98]定理 4.5，在 η = 0的条件下有如下收敛性定理：

定理 5.11 (全局收敛性 1) 设近似海瑟矩阵 Bk 有界，即 ∥Bk∥2 ⩽ M,∀ k，
f (x)在下水平集 L= {x | f (x)⩽ f (x0)}上有下界，且∇ f (x)在 L的一个开
邻域内利普希茨连续．若 dk 为信赖域子问题的近似解且满足(5.6.10)式，算
法5.7选取参数 η = 0，则

liminf
k→∞

∥∇ f (xk)∥ = 0,

即 xk 的聚点中包含稳定点．

定理 5.11表明若无条件接受信赖域子问题的更新，则算法 5.7仅仅有子
序列的收敛性，迭代点序列本身不一定收敛．根据 [98]定理 4.6，下面的定理
则说明选取 η > 0可以改善收敛性结果．

定理 5.12 (全局收敛性 2) 在定理 5.11的条件下，若算法5.7选取参数
η > 0,且信赖域子问题近似解 dk 满足(5.6.10)式，则

lim
k→∞
∥∇ f (xk)∥ = 0.

和牛顿类算法不同，信赖域算法具有全局收敛性，因此它对迭代初值选
取的要求比较弱．而牛顿法的收敛性极大地依赖初值的选取．

3. 局部收敛性

再来介绍信赖域算法的局部收敛性．在构造信赖域子问题时利用了 f (x)

的二阶信息，它在最优点附近应该具有牛顿法的性质．特别地，当近似矩
阵 Bk 取为海瑟矩阵 ∇2 f (xk)时，根据信赖域子问题的更新方式，二次模型
mk(d)将会越来越逼近原函数 f (x)，最终信赖域约束 ∥d∥⩽∆k将会失效．此
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时信赖域方法将会和牛顿法十分接近，而根据定理5.6，牛顿法有 Q-二次收
敛的性质，这个性质很自然地会继承到信赖域算法上．

和牛顿法不同的是，在信赖域迭代算法中，我们并不知道迭代点列是否
已经接近最优点．即使信赖域半径约束已经不起作用，如果 Bk 没有取为海
瑟矩阵 ∇2 f (xk) 或者信赖域子问题没有精确求解，dk 一般也不会等于牛顿
方向 dk

N，但是它们的误差往往是越来越小的．根据 [98]定理 4.9，我们有如下
定理：

定理 5.13 设 f (x) 在最优点 x = x∗ 的一个邻域内二阶连续可微，且
∇ f (x)利普希茨连续，在最优点 x∗ 处二阶充分条件成立，即 ∇2 f (x∗) ≻ 0．
若迭代点列 {xk}收敛到 x∗，且在迭代中选取 Bk 为海瑟矩阵∇2 f (xk)，则对
充分大的 k，任意满足(5.6.10)式的信赖域子问题算法产生的迭代方向 dk 均
满足

∥dk − dk
N∥ = o(∥dk

N∥), (5.6.11)

其中 dk
N 为第 k步迭代的牛顿方向且满足假设 ∥dk

N∥⩽
∆k

2
.

定理 5.13说明若信赖域算法收敛，则当 k 充分大时，信赖域半径的约
束终将失效，且算法产生的迭代方向将会越来越接近牛顿方向．

根据定理 5.13很容易得到收敛速度的估计．

推论 5.3 (信赖域算法的局部收敛速度) 在定理5.13的条件下，信赖域算
法产生的迭代序列 {xk}具有 Q-超线性收敛速度．

证明. 根据定理5.6，对牛顿方向，

∥xk + dk
N − x∗∥ =O(∥xk − x∗∥2),

因此得到估计 ∥dk
N∥ =O(∥xk − x∗∥)．又根据定理5.13，

∥xk + dk − x∗∥⩽ ∥xk + dk
N − x∗∥+ ∥dk − dk

N∥ = o(∥xk − x∗∥).

这说明信赖域算法是 Q-超线性收敛的．

容易看出，若在迭代后期 dk = dk
N 能得到满足，则信赖域算法是 Q-二

次收敛的．很多算法都会有这样的性质，例如前面提到的截断共轭梯度法和
Dogleg方法．因此在实际应用中，截断共轭梯度法是最常用的信赖域子问
题的求解方法，使用此方法能够同时兼顾全局收敛性和局部 Q-二次收敛性．



5.7 非线性最小二乘问题算法 171

5.6.4 应用举例

考虑逻辑回归问题

min
x

1
m

m

∑
i=1

ln(1 + exp(−biaT
i x)) + λ∥x∥2

2, (5.6.12)

这里选取 λ =
1

100m
．其导数和海瑟矩阵计算参见第 5.4节．同样地，我们选

取 LIBSVM上的数据集，调用信赖域算法求解代入数据集后的问题(5.6.12)，
其迭代收敛过程见图5.15．其中使用截断共轭梯度法来求解信赖域子问题，
精度设置同第 5.4节的牛顿法一致．从图中可以看到，在精确解附近梯度范
数具有 Q-超线性收敛性质．由于这个问题是强凸的，所以选取一个较大的
初始信赖域半径（

√
n）．在数据集 a9a和 ijcnn1的求解中，信赖域子问题的

求解没有因为超出信赖域边界而停机，因此和第 5.4节中牛顿法的数值表现
一致．

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
10 -8

10 -7

10 -6

10 -5

10 -4

10 -3

10 -2

10 -1

10 0

10 1

‖∇
ℓ
(x

k
)‖

2

a9a
CINA
ijcnn1

图 5.15 逻辑回归问题

5.7 非线性最小二乘问题算法

本节研究非线性最小二乘问题的算法．非线性最小二乘问题是一类特殊
的无约束优化问题，它有非常广泛的实际应用背景．例如在统计中，我们经
常建立如下带参数的模型：

b = ϕ(a; x) + ε,
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其中 a为自变量，b为响应变量，它们之间的关系由函数 ϕ(·; x)决定且 x是
参数，ε是噪声项，即观测都是有误差的．我们的目的是要根据观测 (ai,bi)，
估计未知参数 x 的值．若 ε服从高斯分布，则使用 ℓ2 范数平方是处理高斯
噪声最好的方式：对 ℓ2 范数平方损失函数

f (x) =
1
m

m

∑
i=1

∥bi − ϕ(ai; x)∥2

进行极小化即可求出未知参数 x的估计．而对 ℓ2 范数平方损失函数求解极
小值就是一个最小二乘问题．
最小二乘问题一般属于无约束优化问题，但由于问题特殊性，人们针对

其结构设计了许多算法快速求解．一般地，设 x∗ 为最小二乘问题的解，根

据最优解处残量
m

∑
i=1

∥bi − ϕ(ai; x)∥2 的大小，可以将最小二乘问题分为小残

量问题和大残量问题．本节针对小残量问题介绍两种方法：高斯 –牛顿算法
和 LM方法．

5.7.1 非线性最小二乘问题

考虑非线性最小二乘问题的一般形式

f (x) =
1
2

m

∑
j=1

r2
j (x), (5.7.1)

其中 rj : Rn→ R是光滑函数，并且假设 m ⩾ n．我们称 rj 为残差．为了表
述问题的方便，定义残差向量 r : Rn→Rm 为

r(x) = (r1(x),r2(x), · · · ,rm(x))T.

使用这一定义，函数 f (x)可以写为 f (x) =
1
2
∥r(x)∥2

2．
问题(5.7.1)是一个无约束优化问题，可以使用前面讲过的任何一种算法

求解．为此我们直接给出 f (x)的梯度和海瑟矩阵：

∇ f (x) = J(x)Tr(x), (5.7.2a)

∇2 f (x) = J(x)T J(x) +
m

∑
i=1

ri(x)∇2ri(x), (5.7.2b)

其中 J(x) ∈ Rm×n 是向量值函数 r(x) 在点 x 处的雅可比矩阵．这里指出，

∇2 f (x)在形式上分为两部分，分别为 J(x)T J(x)和
m

∑
i=1

ri(x)∇2ri(x)．处理这
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两部分的难度是截然不同的：注意到计算∇ f (x)时需要 r(x)的雅可比矩阵，
因此海瑟矩阵的前一项是自然得到的，不需要进行额外计算；而海瑟矩阵的
第二项则需要计算每个 ∇2ri(x)，这会导致额外计算量，因此很多最小二乘
算法就是根据这个性质来设计的．

5.7.2 高斯 –牛顿算法

高斯 – 牛顿法是求解非线性最小二乘问题的经典方法，它可以看成是
结合了线搜索的牛顿法的变形．既然海瑟矩阵中有关 ri(x)的二阶导数项不
易求出，高斯 –牛顿法不去计算这一部分，直接使用 J(x)T J(x)作为海瑟矩
阵的近似矩阵来求解牛顿方程．我们用 Jk 简记 J(xk)．高斯 –牛顿法产生的
下降方向 dk 满足

(Jk)T Jkdk = −(Jk)Trk. (5.7.3)

方程(5.7.3)正是法方程的形式，而由线性代数的知识可知，不管 Jk 是否是满
秩矩阵，方程 (5.7.3)一定存在解．实际上，该方程是如下线性最小二乘问题
的最优性条件：

min
d

1
2
∥Jkd + rk∥2.

在求解线性最小二乘问题时，我们只需要对 Jk做QR分解，因此矩阵 (Jk)T Jk

无需计算出来．
高斯 –牛顿法的框架如算法5.9．为了方便理解，我们将求解线性最小

二乘问题的方法进行了展开．高斯 –牛顿法每一步的运算量是来自残差向量

算法 5.9高斯 –牛顿法

1. 给定初始值 x0，k← 0．
2. while未达到收敛准则 do

3. 计算残差向量 rk，雅可比矩阵 Jk．
4. 计算 Jk 的 QR分解：Jk = QkRk，其中 Qk ∈Rm×n, Rk ∈Rn×n．
5. 求解方程 Rkdk = −(Qk)Trk 得下降方向 dk．
6. 使用线搜索准则计算步长 αk．
7. 更新：xk+1 = xk + αkdk．
8. k← k + 1．
9. end while

rk 和雅可比矩阵 Jk，和其他算法相比，它的计算量较小．我们还注意到，若
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Jk 是满秩矩阵，则高斯 –牛顿法得到的方向 dk 总是一个下降方向，这是因
为

(dk)T∇ f (xk) = (dk)T(Jk)Trk = −∥Jkdk∥2 < 0.

这也是高斯 – 牛顿法的优点．在此之前我们介绍了牛顿法，但它并不总是
保证 dk 是下降方向．而高斯 –牛顿法使用一个半正定矩阵来近似牛顿矩阵，
可以获得较好的下降方向．
一个很自然的问题是：高斯 –牛顿法使用了近似矩阵来求解牛顿方程，

那么在什么情况下这个近似是合理的？直观上看，根据海瑟矩阵(5.7.2b)的
表达式，当 (Jk)T Jk 这一部分起主导时，所使用的近似是有意义的．一个充
分条件就是在最优点 x∗ 处 ri(x∗)的值都很小．此时高斯 –牛顿法和牛顿法
相近，它们也有很多相似的性质．如果残差向量 r(x∗)模长较大，则仅仅使
用 (Jk)T Jk 并不能很好地近似 ∇2 f (xk)，此时高斯 –牛顿法可能收敛很慢甚
至发散．
接下来给出高斯 –牛顿法的收敛性质．通过上面的描述可以注意到，雅

可比矩阵 Jk 的非奇异性是一个很关键的因素，因此我们在这个条件下建立
收敛性．假设雅可比矩阵 J(x)的奇异值一致地大于 0，即存在 γ > 0使得

∥J(x)z∥⩾ γ∥z∥, ∀ x ∈ N , ∀ z ∈Rn, (5.7.4)

其中 N 是下水平集
L = {x | f (x)⩽ f (x0)} (5.7.5)

的一个邻域，x0 是算法的初始点，且假设 L是有界的．
在前面的假设下，有如下收敛性定理：

定理 5.14 (全局收敛性) 如果每个残差函数 rj 在有界下水平集(5.7.5)的
一个邻域 N 内是利普希茨连续可微的，并且雅可比矩阵 J(x)在 N 内满足
一致满秩条件(5.7.4)，而步长满足Wolfe准则(5.1.4)，则对高斯 –牛顿法得
到的序列 {xk}有

lim
k→∞

(Jk)Trk = 0.

证明. 这里直接验证 Zoutendijk条件 (5.1.7)成立即可．首先，选择有界下
水平集 L的邻域N 足够小，从而使得存在 L > 0, β > 0，对于任何 x, x̃ ∈ N
以及任意的 j = 1,2, · · · ,m，以下条件被满足：

∥rj(x)∥⩽ β, ∥∇rj(x)∥⩽ β, (5.7.6)

|rj(x)− rj(x̃)|⩽ L∥x− x̃∥, ∥∇rj(x)−∇rj(x̃)∥⩽ L∥x− x̃∥. (5.7.7)
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易得对任意的 x∈L存在 β̃使得 ∥J(x)∥= ∥J(x)T∥⩽ β̃，及∇ f (x) = J(x)Tr(x)

是利普希茨连续函数．记 θk 是高斯 –牛顿方向 dk 与负梯度方向的夹角，则

cosθk = −
∇ f (xk)Tdk

∥dk∥∥∇ f (xk)∥ =
∥Jkdk∥2

∥dk∥∥(Jk)T Jkdk∥ ⩾
γ2∥dk∥2

β̃2∥dk∥2
=

γ2

β̃2
> 0.

根据推论 5.1即可得 ∇ f (xk)→ 0．

定理5.14的关键假设是一致满秩条件 (5.7.4)．实际上，若 Jk 不满秩，则
线性方程组 (5.7.3)有无穷多个解．如果对解的性质不提额外要求，则无法推
出 cosθk 一致地大于零．此时收敛性可能不成立．

当 (Jk)T Jk 在海瑟矩阵 (5.7.2b)中占据主导部分时，高斯 –牛顿算法可
能会有更快的收敛速度．类似于牛顿法，我们给出高斯 –牛顿法的局部收敛
性．

定理 5.15 (局部收敛性) 设 ri(x) 二阶连续可微，x∗ 是最小二乘问题
(5.7.1)的最优解，海瑟矩阵∇2 f (x)和其近似矩阵 J(x)T J(x)均在点 x∗ 的一
个邻域内利普希茨连续，则当高斯 –牛顿算法步长 αk 恒为 1时，

∥xk+1 − x∗∥⩽ C∥((J∗)T J∗)−1H∗∥∥xk − x∗∥+O(∥xk − x∗∥2), (5.7.8)

其中 H∗ =
m

∑
i=1

ri(x∗)∇2ri(x∗)为海瑟矩阵 ∇2 f (x∗)去掉 J(x∗)T J(x∗)的部分，

C > 0为常数．

证明. 根据迭代公式，

xk+1 − x∗ = xk + dk − x∗

= ((Jk)T Jk)−1((Jk)T Jk(xk − x∗) +∇ f (x∗)−∇ f (xk)).
(5.7.9)

由泰勒展开，

∇ f (xk)−∇ f (x∗) =
∫ 1

0
JT J(x∗ + t(xk − x∗))(xk − x∗)dt+∫ 1

0
H(x∗ + t(xk − x∗))(xk − x∗)dt,

其中 JT J(x)是 JT(x)J(x)的简写，H(x) =∇2 f (x)− JT J(x)为海瑟矩阵剩余
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部分．将泰勒展开式代入(5.7.9)式右边，取范数进行估计，有

∥(Jk)T Jk(xk − x∗) +∇ f (x∗)−∇ f (xk)∥

⩽
∫ 1

0
∥(JT J(xk)− JT J(x∗ + t(xk − x∗)))(xk − x∗)∥dt+∫ 1

0
∥H(x∗ + t(xk − x∗))(xk − x∗)∥dt

⩽L
2
∥xk − x∗∥2 + C∥H∗∥∥xk − x∗∥,

其中 L 是 JT J(x) 的利普希茨常数．最后一个不等式是因为我们使用 H∗ 来
近似 H(x∗ + t(xk − x∗))，由连续性，存在 C > 0以及点 x∗ 的一个邻域 N，
对任意的 x ∈ N 有 ∥H(x)∥ ⩽ C∥H(x∗)∥．将上述估计代入 (5.7.9)式即可得
到(5.7.8)式．

定理5.15指出，如果 ∥H(x∗)∥充分小，则高斯 –牛顿法可以达到 Q-线
性收敛速度；而当 ∥H(x∗)∥ = 0时，收敛速度是 Q-二次的．如果 ∥H(x∗)∥
较大，则高斯 –牛顿法很可能会失效．

5.7.3 Levenberg-Marquardt方法

1. 信赖域型 LM方法

Levenberg-Marquardt (LM) 方法是由 Levenberg 在 1944 年提出的求
解非线性最小二乘问题的方法 [77]．它本质上是一种信赖域型方法，主要应
用场合是当矩阵 (Jk)T Jk 奇异时，它仍然能给出一个下降方向．LM方法每
一步求解如下子问题：

min
d

1
2
∥Jkd + rk∥2, s.t. ∥d∥⩽ ∆k. (5.7.10)

事实上，LM方法将如下近似当作信赖域方法中的 mk:

mk(d) =
1
2
∥rk∥2 + dT(Jk)Trk +

1
2

dT(Jk)T Jkd. (5.7.11)

该方法使用 Bk = (Jk)T Jk 来近似海瑟矩阵，这个取法是从高斯 –牛顿法推广
而来的．LM方法并不直接使用海瑟矩阵来求解．以下为了方便，省去迭代
指标 k．子问题(5.7.10)是信赖域子问题，上一节讨论过这个子问题的一些好
的性质．根据定理5.10，可直接得到如下推论：
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推论 5.4 向量 d∗ 是信赖域子问题

min
d

1
2
∥Jd + r∥2, s.t. ∥d∥⩽ ∆

的解当且仅当 d∗ 是可行解并且存在数 λ ⩾ 0使得

(JT J + λI)d∗ = −JTr, (5.7.12)

λ(∆− ∥d∗∥) = 0. (5.7.13)

注意到 JT J是半正定矩阵，因此条件(5.6.5c)是自然成立的．
下面简要说明如何求解 LM子问题(5.7.10)．实际上，和信赖域子问题中

的迭代法相同，我们先通过求根的方式来确定 λ的选取，然后直接求得 LM

方程的迭代方向．由于 LM子问题的特殊性，可以不显式求出矩阵 JT J + λI

的 Cholesky分解，而仍然是借助 QR分解，进而无需算出 JT J + λI．注意，
(JT J + λI)d = −JTr实际上是最小二乘问题

min
d

∥∥∥∥∥
[

J√
λI

]
d +

[
r
]∥∥∥∥∥ (5.7.14)

的最优性条件．此问题的系数矩阵带有一定结构，每次改变 λ进行试探时，
有关 J的块是不变的，因此无需重复计算 J的QR分解．具体来说，设 J = QR

为 J的 QR分解，其中 Q ∈Rm×n, R ∈Rn×n．我们有[
J√
λI

]
=

[
QR√

λI

]
=

[
Q 0

0 I

][
R√
λI

]
.

矩阵

[
R√
λI

]
含有较多零元素，利用这个特点我们可以使用 Householder

变换或 Givens 变换来完成此矩阵的 QR 分解．如果矩阵 J 没有显式形式，
只能提供矩阵乘法，则仍然可以用截断共轭梯度法，即算法5.8来求解子问
题(5.7.10)．

LM方法的收敛性也可以直接从信赖域方法的收敛性得出，我们直接给
出收敛性定理．

定理 5.16 假设常数 η ∈
(

0,
1
4

)
，下水平集 L是有界的且每个 ri(x)在

下水平集 L 的一个邻域 N 内是利普希茨连续可微的．假设对于任意的 k，
子问题(5.7.10)的近似解 dk 满足

mk(0)−mk(dk)⩾ c1∥(Jk)Trk∥min
{

∆k,
∥(Jk)Trk∥
∥(Jk)T Jk∥

}
,
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其中 c1 > 0且 ∥dk∥⩽ γ∆k,γ ⩾ 1，则

lim
k→∞
∇ f (xk) = lim

k→∞
(Jk)Trk = 0.

2. LMF方法

信赖域型 LM 方法本质上是固定信赖域半径 ∆，通过迭代寻找满足条
件(5.7.12)的乘子 λ，每一步迭代需要求解线性方程组

(JT J + λI)d = −JTr.

这个求解过程在 LM方法中会占据相当大的计算量，能否简化这个计算呢？
在学习信赖域子问题求解方法时，我们仔细讨论了迭代法，图5.13表明，当
λ > −λ1 时，下降方向 d的模长随着 λ的增加而减小．在 LM方法中，一
个显然的结论就是 −λ1 < 0．这就意味着 ∆的大小被 λ隐式地决定，直接调
整 λ的大小就相当于调整了信赖域半径 ∆的大小．因此，我们可构造基于
λ更新的 LM方法．由于 LM方程(5.7.12)和信赖域子问题的关系由 Fletcher

在 1981年给出 [45]，因此基于 λ更新的 LM方法也被称为 LMF方法，即
每一步求解子问题：

min
d

1
2
∥Jd + r∥2

2 + λ∥d∥2
2.

在 LMF方法中，设第 k步产生的迭代方向为 dk，根据信赖域算法的思
想，我们需要计算目标函数的预估下降量和实际下降量的比值 ρk，来确定
下一步信赖域半径的大小．这一比值很容易通过公式(5.6.3)计算，其中 f (x)

和 mk(d)分别取为(5.7.1)式和(5.7.11)式．计算 ρk 后，我们根据 ρk 的大小来
更新 λk．当乘子 λk 增大时，信赖域半径会变小，反之亦然．所以 λk 的变化
策略应该和信赖域算法中 ∆k 的恰好相反．

有了上面的叙述，接下来就可以给出 LMF算法的框架了．通过比较得
知 LMF方法（算法5.10）和信赖域算法5.7的结构非常相似．算法5.10对 γ1,γ2

等参数并不敏感．但根据信赖域方法的收敛定理5.12，参数 η 可以取大于 0

的值来改善收敛结果．

和 LM方法相比，LMF方法每一次迭代只需要求解一次 LM方程，从
而极大地减少了计算量，在编程方面也更容易实现．所以 LMF方法在求解
最小二乘问题中是很常见的做法．
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算法 5.10 LMF方法

1. 给定初始点 x0，初始乘子 λ0，k← 0．
2. 给定参数 0 ⩽ η < ρ̄1 < ρ̄2 < 1，γ1 < 1 < γ2．
3. while未达到收敛准则 do

4. 求解 LM方程 ((Jk)T Jk + λI)d = −(Jk)Trk 得到迭代方向 dk．
5. 根据(5.6.3)式计算下降率 ρk．
6. 更新乘子：

λk+1 =


γ2λk, ρk < ρ̄1,

γ1λk, ρk > ρ̄2,

λk, 其他.

/* 扩大乘子（缩小信赖域半径）*/
/* 缩小乘子（扩大信赖域半径）*/

/* 乘子不变 */

7. 更新自变量：

xk+1 =

xk + dk, ρk > η,

xk, 其他.

/* 只有下降比例足够大才更新 */

8. k← k + 1．
9. end while

5.7.4 应用举例

相位恢复问题是非线性最小二乘问题的重要应用，它的原始模型为

min
x∈Cn

f (x) def
==

1
2

m

∑
j=1

(
|āT

j x|2 − bj

)2
, (5.7.15)

其中 aj ∈ Cn 是已知的采样向量，bj ∈R是观测的模长．

该问题的变量为复数，因此我们考虑使用Wirtinger导数 [27]表示其梯

度和雅可比矩阵．对于 f (x)，记 x =

[
x

x̄

]
，则

∇ f (x) =
m

∑
j=1

(
|āT

j x|2 − bj

)
aj āT

j x,
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以及

∇ f (x) =

[
∇ f (x)

∇ f (x)

]
.

那么，雅可比矩阵和高斯 –牛顿矩阵分别为

J(x) =

[
a1(āT

1 x), a2(āT
2 x), · · · , am(āT

mx)

ā1(aT
1 x̄), ā2(aT

2 x̄), · · · , ām(aT
m x̄)

]T

,

Ψ(x) def
== J(x)

T
J(x) =

m

∑
j=1

[
|āT

j x|2aj āT
j (āT

j x)2ajaT
j

(āT
j x)2 āj āT

j |āT
j x|2 ājaT

j

]
.

因此，在第 k步，高斯 –牛顿法求解方程

Ψ(xk)dk = −∇ f (xk)

以得到方向 dk；LM方法则求解正则化方程(
Ψ(xk) + λk

)
dk = −∇ f (xk), (5.7.16)

其中 λk 是与 f (xk)相关的参数．这里选取

λk =

70000n
√

n f (xk), f (xk)⩾ 1
900n

∥xk∥2
2,√

f (xk), 其他.

当 f (xk)⩾ 1
900n

∥xk∥2
2 时，参数 λk = 70000n

√
n f (xk)能够保证算法有全局

Q-线性收敛速度．同时，我们利用共轭梯度法求解线性方程(5.7.16)，使得∥∥(Ψ(xk) + λk
)

dk +∇ f (xk)
∥∥⩽ ηk∥∇ f (xk)∥,

其中 ηk > 0是人为设置的参数．

考虑编码衍射模型，其中信号采集的格式为

bj =

∣∣∣∣∣n−1

∑
t=0

xtd̄l(t)e−i2πkt/n

∣∣∣∣∣
2

, j = (l,k), 0 ⩽ k ⩽ n− 1, 1 ⩽ l ⩽ L.

上式表明，对给定的 l，我们采集在波形（waveform）dl 下信号 {xt}的衍
射图的模长．通过改变 l和相应的波形 dl，可以生成一系列编码衍射图．这
里假设 dl , l = 0,1, · · · , L是独立同分布的随机向量来模拟实际场景．具体地，



5.7 非线性最小二乘问题算法 181

令 dl(t) = c1c2，其中

c1 =



+1, 依概率0.25,

−1, 依概率0.25,

+i, 依概率0.25,

−i, 依概率0.25,

c2 =


√

2
2

, 依概率0.8,
√

3, 依概率0.2.

我们分别测试不精确求解正则化方程 (5.7.16)（ηk = 0.1）的 LM 方法
（ILM1）以及更精确（ηk = min{0.1,∥∇ f (xk)∥}）的 LM方法（ILM2），求解

Wirtinger梯度下降方法（WF）以及其加速版本Nesterov加速算法（Nes）．
真实信号 x 取为两张自然图片，分别为博雅塔和华表的图片，如图 5.16所
示．这里图片可以看成 m× n矩阵，其中行、列指标表示像素点所在位置，
取值表示像素点的灰度值．选取 L = 20，并收集相应的衍射图模长．图 5.17

给出了不同算法的收敛情况，其中横坐标为 CPU时间，纵坐标为当前迭代

点 xk 与真实信号 x的相对误差，即 min
ϕ∈[0,2π]

1
∥x∥∥x

k − xeiϕ∥．

(a) 博雅塔，图片像素为 601×541 (b) 华表，图片像素为 601×541

图 5.16 测试图片
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(b) 华表

图 5.17 相对误差和计算时间对比图

5.8 总结

本章简单介绍了若干种经典的无约束优化算法，这些算法的起源都很
早，但仍然能够流传至今并经受住时间的考验，正是因为它们在实际问题中
取得了很好的效果．虽然随着技术的进步，更高效、优美的算法不断被发展
出来，但是本章所列出的算法形式及其背后所蕴含的思想仍然有很强的指
导意义．

常用的精确线搜索算法有黄金分割法（0.618 方法）和斐波那契（Fib-

nacci）方法，读者可参考 [116] 与 [2]．有关多项式插值类型的线搜索可以
参考 [39]，满足Wolfe准则的非精确线搜索算法可参考 [45]．基于Wolfe准
则的线搜索算法有标准的子程序，直接调用即可，例如MINPACK-2 [4]．除
在直线上进行搜索外，我们还有曲线搜索方法，这类方法大多用于牛顿类
算法当中，以便产生负曲率方向．其中基于二阶 Armijo搜索准则的方法有
Goldfarb方法 [55] 和 McCormick方法 [87]；基于二阶Wolfe准则的算法
有Moré-Sorensen方法 [92]．

在梯度类算法中我们略去了非线性共轭梯度法的介绍．早期的共轭梯度
法由 Hestenes和 Stiefel在 1952年提出 [68]，主要用于求解正定线性方程
组．它的基本思想是将求解线性方程组转化为一个正定二次函数的最小值问
题．之后 Fletcher和 Reeves将其移植到了一般的非线性函数上，并给出了
FR格式 [44]．由于线性共轭梯度法有很多等价格式，移植到非线性情况会对
应不同的格式，例如 PR格式 [105]和DY格式 [33]．非线性共轭梯度法往往
比普通梯度法有更好的表现，一些有关收敛性的结果可参考 [34,51,62,140]．
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牛顿法是利用海瑟矩阵构造下降方向的算法，它有很好的局部收敛性．
但经典牛顿法不够稳定，在实际应用中我们通常使用修正牛顿法求解．比较
古老的修正策略由Goldstein在 1967年提出 [56]，当海瑟矩阵不正定时，选
取负梯度作为下降方向．这一做法完全舍弃了函数的二阶信息，不推荐使用．
而最简单的对海瑟矩阵的修正是 Goldfeld提出的加常数倍单位矩阵的做法，
即使用 Bk + τk I作为海瑟矩阵，这个策略本质上和信赖域有一定联系．修正
的 Cholesky分解法是 Gill和Murray提出的 [52]，除此以外还有基于不定
矩阵分解 [21] 的 Fletcher-Freeman算法 [46]，这些算法都能有效提高牛顿
法的稳定性．有关牛顿—共轭梯度法读者可以参考 [60,94]，使用有限差分
格式近似牛顿矩阵的方法可参考 [120]，这些算法都能有效减少牛顿法的计
算量．

在拟牛顿算法中比较重要的是 BFGS方法和 L-BFGS方法．L-BFGS方
法是可以利用在大规模无约束优化问题上的算法，更细致的讨论可以参见
[25,82,94,97]．L-BFGS算法的代码实现可参考 L-BFGS-B [90,142] 以及其在
GPU上的一种实现 [43]．对于有些问题，目标函数的海瑟矩阵是稀疏的，此
时如果直接用拟牛顿方法则会破坏稀疏性，所以我们必须根据原问题海瑟
矩阵的稀疏结构来设计稀疏的拟牛顿更新，这方面的内容可参考 [107,123]，
本书中不做讨论．

在信赖域算法中，除本书介绍的两种算法以外，还有 Powell 提出的
Dogleg方法 [106]，双折 Dogleg方法 [38] 以及 Byrd等人提出的二维子空
间法 [26]．有关截断共轭梯度法的更多性质可参考 [135]．信赖域算法近几
十年的进展总结可参阅 [136]．

高斯 –牛顿法是较常用的求解非线性最小二乘问题的算法．这个算法充
分利用了最小二乘问题的结构，是二阶算法很好的近似．我们指出，在求解
其他问题时也可利用高斯 –牛顿的思想来构造高效的算法．例如，若目标函
数的海瑟矩阵可自然地写成两部分的和：第一部分容易计算且占主要地位，
第二部分难以计算，则可以先精确计算第一部分的值，然后寻找第二部分的
近似（或完全舍弃）．这种做法的效果通常要比直接整体近似海瑟矩阵要好，
比较具体的应用可参考 [72]．

本章中部分内容编写参考了 [98]，包括线搜索方法、（拟）牛顿类算法、
信赖域算法、非线性最小二乘问题算法．信赖域算法中的截断共轭梯度法参
考了 [120]，（次）梯度算法参考了 Lieven Vandenberghe教授的课件．
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习题 6

5.1 设 f (x) 是连续可微函数，dk 是一个下降方向，且 f (x) 在射线 {xk +

αdk | α > 0} 上有下界．求证：当 0 < c1 < c2 < 1 时，总是存在满足
Wolfe准则(5.1.4a)(5.1.4b)的点．并举一个反例说明当 0 < c2 < c1 < 1

时，满足Wolfe准则的点可能不存在．

5.2 f 为正定二次函数 f (x) =
1
2

xT Ax + bTx，dk 为下降方向，xk 为当前迭
代点．试求出精确线搜索步长

αk = argmin
α>0

f (xk + αdk),

并由此推出最速下降法的步长满足(5.2.2)式（见定理5.2）．

5.3 利用定理5.5证明推论5.2．

5.4 考虑非光滑函数

f (x) = max
1⩽i⩽K

xi +
1
2
∥x∥2,

其中 x ∈Rn，K ∈ [1,n]为一个给定的正整数．

(a) 求出 f (x)的最小值点 x∗ 和对应的函数值 f ∗；

(b) 证明 f (x)在区域 {x | ∥x∥ ⩽ R def
== 1/

√
K}上是 G-利普希茨连续

的，其中 G = 1 +
1√
K
；

(c) 设初值 x0 = 0，考虑使用次梯度算法(5.3.1)对min f (x)进行求解，
步长 αk可任意选取，证明：存在一种次梯度的取法，在 k（k < K）
次迭代后，

f̂ k − f ∗ ⩾ GR
2(1 +

√
K)

,

其中 f̂ k 的定义和定理 5.5相同．并根据此例子推出次梯度算法的

收敛速度 O
(

GR√
K

)
是不能改进的．

5.5 考虑非平方 ℓ2 正则项优化问题

min f (x) =
1
2
∥Ax− b∥2

2 + µ∥x∥2,

其中 A ∈Rm×n，注意这个问题并不是岭回归问题．
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(a) 若 A为列正交矩阵，即 AT A = I，利用不可微函数的一阶最优性
条件求出该优化问题的显式解；

(b) 对一般的 A我们可以使用迭代算法来求解这个问题，试设计出不
引入次梯度的一种梯度类算法求解该优化问题．提示： f (x)仅在
一点处不可导，若这个点不是最小值点，则次梯度算法和梯度法
等价．

5.6 设函数 f (x) = ∥x∥β，其中 β > 0 为给定的常数．考虑使用经典牛顿
法(5.4.2)对 f (x)进行极小化，初值 x0 ̸= 0．证明：

(a) 若 β > 3/2且 β ̸= 2，则 xk 收敛到 0的速度为 Q-线性的；

(b) 若 0 < β < 3/2，则牛顿法发散；

(c) 试解释定理 5.6在 (a)中不成立的原因．

5.7 设矩阵 A 为 n 阶对称矩阵，dk 为给定的非零向量．若对任意满足
∥d∥= ∥dk∥的 d ∈Rn，均有 (d− dk)T A(d− dk)⩾ 0，证明：A是半正
定矩阵．

5.8 设 f (x)为正定二次函数，且假定在迭代过程中 (sk − Hkyk)Tyk > 0对
任意的 k均满足，其中 Hk 由 SR1公式(5.5.10)产生的拟牛顿矩阵．证
明：

Hkyj = sj, j = 0,1, · · · ,k− 1,

其中 k 是任意给定的整数．这个结论说明对于正定二次函数，SR1公
式产生的拟牛顿矩阵在当前点处满足割线方程，且历史迭代产生的
(sj,yj)也满足割线方程．

5.9 仿照 BFGS公式的推导过程，试利用待定系数法推导DFP公式(5.5.15)．

5.10 (小样本问题)设 J(x) ∈ Rm×n 为最小二乘问题(5.7.1)中 r(x) 在点 x 处
的雅可比矩阵，其中 m≪ n．设 J(x)行满秩，证明：

d̂ = −J(x)T(J(x)J(x)T)−1r(x)

给出了高斯 –牛顿方程(5.7.3)的一个 ℓ2 范数最小解．
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第六章 约束优化算法

本章考虑约束优化问题

min f (x),

s.t. x ∈ X ,
(6.0.1)

这里 X ⊂Rn 为问题的可行域．与无约束问题不同，约束优化问题中自变量
x不能任意取值，这导致许多无约束优化算法不能使用．例如梯度法中沿着
负梯度方向下降所得的点未必是可行点，要寻找的最优解处目标函数的梯
度也不是零向量．这使得约束优化问题比无约束优化问题要复杂许多．本章
将介绍一些罚函数法，它们将约束作为惩罚项加到目标函数中，从而转化为
我们熟悉的无约束优化问题求解．此外我们还针对线性规划这一特殊的约束
优化问题介绍内点法，它的思想可以被应用到很多一般问题的求解．

6.1 罚函数法

6.1.1 等式约束的二次罚函数法

上一章介绍了各种各样的求解无约束优化问题的方法．那么，我们能否
通过将问题 (6.0.1)变形为无约束优化问题来求解呢？为此考虑一种简单的
情况，假设问题约束中仅含等式约束，即考虑问题

min
x

f (x),

s.t. ci(x) = 0, i ∈ E ,
(6.1.1)

其中变量 x ∈ Rn，E 为等式约束的指标集，ci(x)为连续函数．在某些特殊
场合下，可以通过直接求解（非线性）方程组 ci(x) = 0消去部分变量，将
其转化为无约束问题．但对一般的函数 ci(x)来说，变量消去这一操作是不
可实现的，我们必须采用其他方法来处理这种问题．

187
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罚函数法的思想是将约束优化问题 (6.1.1)转化为无约束优化问题来进
行求解．为了保证解的逼近质量，无约束优化问题的目标函数为原约束优化
问题的目标函数加上与约束函数有关的惩罚项．对于可行域外的点，惩罚项
为正，即对该点进行惩罚；对于可行域内的点，惩罚项为 0，即不做任何惩
罚．因此，惩罚项会促使无约束优化问题的解落在可行域内．
对于等式约束问题，惩罚项的选取方式有很多，结构最简单的是二次函

数．这里给出二次罚函数的定义．

定义 6.1 (等式约束的二次罚函数) 对等式约束最优化问题 (6.1.1)，定
义二次罚函数

PE(x,σ) = f (x) +
1
2

σ ∑
i∈E

c2
i (x), (6.1.2)

其中等式右端第二项称为惩罚项，σ > 0称为罚因子．

由于这种罚函数对不满足约束的点进行惩罚，在迭代过程中点列一般
处于可行域之外，因此它也被称为外点罚函数．二次罚函数的特点如下：对
于非可行点而言，当 σ变大时，惩罚项在罚函数中的权重加大，对罚函数求
极小，相当于迫使其极小点向可行域靠近；在可行域中，PE(x,σ)的全局极
小点与约束最优化问题 (6.1.1)的最优解相同．

为了直观理解罚函数的作用，我们给出一个例子．

例 6.1 考虑优化问题

min x +
√

3y,

s.t. x2 + y2 = 1.

容易求出该问题最优解为

(
−1

2
,−
√

3
2

)T

．考虑二次罚函数

PE(x,y,σ) = x +
√

3y +
σ

2
(x2 + y2 − 1)2,

并在图6.1中绘制出 σ = 1和 σ = 10对应的罚函数的等高线．可以看出，随着
σ增大，二次罚函数 PE(x,y,σ)的最小值和原问题最小值越来越接近，但最
优点附近的等高线越来越趋于扁平，这导致求解无约束优化问题的难度变

大．此外，当 σ = 10时函数出现了一个极大值，罚函数图形在

(
−1

2
,−
√

3
2

)T

附近出现了一个鞍点．
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图 6.1 二次罚函数取不同 σ时等高线的变化

从以上例子知道，给定罚因子 σ，我们可通过求解 PE(x,σ)的最小值点
作为原问题的近似解．但实际情况并不总是这样，下面这个例子表明，当 σ

选取过小时罚函数可能无下界．

例 6.2 考虑优化问题

min −x2 + 2y2,

s.t. x = 1.

通过消去变量容易得知最优解就是 (1,0)T．但考虑罚函数

PE(x,y,σ) = −x2 + 2y2 +
σ

2
(x− 1)2,

对任意的 σ ⩽ 2，该罚函数是无界的．

出现以上现象的原因是当罚因子过小时，不可行点处的函数下降抵消
了罚函数对约束违反的惩罚．实际上所有外点罚函数法均存在这个问题，因
此 σ的初值选取不应该太小．

我们先在算法6.1中给出等式约束的二次罚函数法，之后对每一步进行
具体解释．
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算法 6.1二次罚函数法

1. 给定 σ1 > 0, x0,k← 1．罚因子增长系数 ρ > 1．
2. while未达到收敛准则 do

3. 以 xk 为初始点，求解 xk+1 = argmin
x

PE(x,σk)．

4. 选取 σk+1 = ρσk．
5. k← k + 1．
6. end while

算法6.1的执行过程比较直观：即先选取一系列指数增长的罚因子 σk，然
后针对每个罚因子求解二次罚函数 PE(x,σk)的最小值点（或局部极小值点）．
这种逐步增加罚因子的做法在实际中被广泛使用，例如在 LASSO问题求解
中这一策略被称为连续化（Continuation）．算法第三行中 argmin的含义
是如下情况之一：

(1) xk+1 是罚函数 PE(x,σk)的全局极小解；

(2) xk+1 是罚函数 PE(x,σk)的局部极小解；

(3) xk+1 不是罚函数 PE(x,σk)的严格的极小解，但近似满足一阶最优性条
件 ∇xPE(xk+1,σk) ≈ 0．

根据前面的叙述，在算法6.1中需要注意如下三点：第一，对参数 σk 的
选取需要非常小心，若 σk增长太快，则子问题不易求解（具体分析见下一小
节末尾对算法数值困难的讨论）．若增长太慢，则算法需要的外迭代数（算法
中的while循环）会增多．一个比较合理的取法是根据当前 PE(x,σk)的求解
难度来确定 σk 的增幅，若当前子问题收敛很快，可以在下一步选取较大的
σk+1，否则就不宜过分增大 σk．第二，在前面的例子中我们提到了 PE(x,σ)

在 σ较小时可能无界，此时迭代就会发散．当求解子问题时，一旦检测到迭
代点发散就应该立即终止迭代并增大罚因子．第三，子问题求解的精度必须
足够精确，为保证收敛，子问题求解误差需要趋于零．

6.1.2 收敛性分析

本小节讨论等式约束的二次罚函数法的收敛性．为了讨论方便，我们假
设对每个 σk，PE(x,σk)的最小值点都是存在的．注意这个假设对某些优化问
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题是不对的，其本质原因是因为二次罚函数的惩罚力度不够，因此我们不会
使用二次罚函数法去求解不满足此假设的优化问题．

定理 6.1 (二次罚函数法的收敛性 1) 设 xk+1 是 PE(x,σk)的全局极小解，
σk 单调上升趋于无穷，则 {xk}的每个极限点 x∗ 都是原问题的全局极小解．

证明. 设 x̄是原问题(6.1.1)的全局极小解，即

f (x̄)⩽ f (x), ∀ x满足 ci(x) = 0, i ∈ E .

由定理条件，xk+1是 PE(x,σk)的全局极小值，我们有 PE(xk+1,σk)⩽ PE(x̄,σk)，
即

f (xk+1) +
σk

2 ∑
i∈E

c2
i (xk+1)⩽ f (x̄) +

σk

2 ∑
i∈E

c2
i (x̄) = f (x̄), (6.1.3)

整理可得

∑
i∈E

c2
i (xk+1)⩽ 2

σk
( f (x̄)− f (xk+1)). (6.1.4)

设 x∗ 是 {xk} 的一个极限点，为了方便，不妨设 xk → x∗．在(6.1.4)式中令
k→∞，根据 ci(x)和 f (x)的连续性以及 σk→ +∞可知

∑
i∈E

c2
i (x∗) = 0.

这说明 x∗ 是原问题的一个可行解．由(6.1.3)式可得 f (xk+1)⩽ f (x̄)，两边取
极限得 f (x∗) ⩽ f (x̄)．由 x̄ 的最优性可知 f (x∗) = f (x̄)，即 x∗ 也是全局极
小解．

以上定理表明，若可以找到子问题的全局极小解，则它们的极限点为原
问题的最小值点．但实际应用当中，求 PE(x,σk) 的全局极小解是难以做到
的，我们只能将子问题求解到一定精度．因此定理6.1的应用场合十分有限．
下面给出另一个定理，它从最优性条件给出了迭代点列的收敛性．

定理 6.2 (二次罚函数法的收敛性 2) 设 f (x)与 ci(x), i ∈ E 连续可微，正
数序列 εk→ 0,σk→+∞，在算法6.1中，子问题的解 xk+1满足 ∥∇xPE(xk+1,σk)∥⩽
εk，而对 {xk}的任何极限点 x∗，都有 {∇ci(x∗), i ∈ E}线性无关，则 x∗ 是
等式约束最优化问题(6.1.1)的 KKT点，且

lim
k→∞

(−σkci(xk+1)) = λ∗i , ∀ i ∈ E , (6.1.5)

其中 λ∗i 是约束 ci(x∗) = 0对应的拉格朗日乘子．
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证明. 容易求出 PE(x,σk)的梯度为

∇PE(x,σk) =∇ f (x) + ∑
i∈E

σkci(x)∇ci(x). (6.1.6)

根据子问题求解的终止准则，对 xk+1 我们有∥∥∥∥∥∇ f (xk+1) + ∑
i∈E

σkci(xk+1)∇ci(xk+1)

∥∥∥∥∥⩽ εk. (6.1.7)

利用三角不等式 ∥a∥ − ∥b∥⩽ ∥a + b∥可以把(6.1.7)式变形为∥∥∥∥∥∑i∈E ci(xk+1)∇ci(xk+1)

∥∥∥∥∥⩽ 1
σk
(εk + ∥∇ f (xk+1)∥). (6.1.8)

为了方便，不妨设
{

xk}收敛于 x∗，在(6.1.8)式中不等号两边同时令 k→∞，
根据 f (x), ci(x)的连续性，

∑
i∈E

ci(x∗)∇ci(x∗) = 0.

又由于 ∇ci(x∗)线性无关，此时必有 ci(x∗) = 0,∀ i ∈ E．这表明 x∗ 实际上
是一个可行点．
以下我们说明点 x∗ 满足 KKT 条件中的梯度条件，为此需要构造拉格

朗日乘子 λ∗ = (λ∗1 ,λ∗2 , · · · ,λ∗|E |)T，其中 |E |表示 E 中元素的个数．记

∇c(x) = [∇ci(x)]i∈E , (6.1.9)

并定义 λk
i = −σkci(xk+1)，λk = (λ∗1 ,λ∗2 , · · · ,λ∗|E |)T，则梯度式 (6.1.6)可以改

写为
∇c(xk+1)λk =∇ f (xk+1)−∇PE(xk+1,σk).

由条件知∇c(x∗)是列满秩矩阵，而 xk→ x∗，因此当 k充分大时，∇c(xk+1)

应该是列满秩矩阵，进而可以利用 ∇c(xk+1)的广义逆来表示 λk：

λk = (∇c(xk+1)T∇c(xk+1))−1∇c(xk+1)T(∇ f (xk+1)−∇xPE(xk+1,σk)).

等式两侧关于 k取极限，并注意到 ∇xPE(xk+1,σk)→ 0，我们有

λ∗
def
== lim

k→∞
λk = (∇c(x∗)T∇c(x∗))−1∇c(x∗)T∇ f (x∗).

最后在梯度表达式(6.1.6)中令 k→∞可得

∇ f (x∗)−∇c(x∗)λ∗ = 0.

这说明KKT条件中的梯度条件成立，λ∗就是点 x∗对应的拉格朗日乘子．
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在定理 6.2的证明过程中，还可以得到一个推论：不管 {∇ci(x∗)}是否
线性无关，通过算法6.1给出解 xk 的聚点总是 ϕ(x) = ∥c(x)∥2的一个稳定点．
这说明即便没有找到可行解，我们也找到了使得约束 c(x) = 0违反度相对
较小的一个解．此外，定理6.2虽然不要求每一个子问题精确求解，但要获
得原问题的解，子问题解的精度需要越来越高．它并没有给出一个非渐进的
误差估计，即没有说明当给定原问题解的目标精度时，子问题的求解精度 εk

应该如何选取．
作为等式约束二次罚函数法的总结，最后简要分析一下算法6.1的数值

困难．我们知道，要想得到原问题的解，罚因子 σk 必须趋于正无穷．以下
从矩阵条件数的角度说明，当 σk 趋于正无穷时，子问题求解难度会显著变
大．考虑罚函数 PE(x,σ)的海瑟矩阵：

∇2
xxPE(x,σ) =∇2 f (x) + ∑

i∈E
σci(x)∇2ci(x) + σ∇c(x)∇c(x)T, (6.1.10)

其中∇c(x)如(6.1.9)式定义．我们现在考虑当 x接近最优点时，海瑟矩阵的
变化情况．由定理6.2，在 x ≈ x∗ 时，应该有 −σci(x) ≈ λ∗i．根据这一近似，
我们可以使用拉格朗日函数 L(x,λ∗) 的海瑟矩阵来近似(6.1.10)式等号右边
的前两项：

∇2
xxPE(x,σ) ≈∇2

xx L(x,λ∗) + σ∇c(x)∇c(x)T, (6.1.11)

其中∇c(x)∇c(x)T是一个半正定矩阵且奇异，它有 (n− |E|)个特征值都是
0．注意，(6.1.11)式右边包含两个矩阵：一个定值矩阵和一个最大特征值趋
于正无穷的奇异矩阵．从直观上来说，海瑟矩阵 ∇2

xxPE(x,σ)的条件数将会
越来越大，这意味着子问题的等高线越来越密集，使用梯度类算法求解将会
变得非常困难．若使用牛顿法，则求解牛顿方程本身就是一个非常困难的问
题．因此在实际应用中，我们不可能令罚因子趋于正无穷．

6.1.3 一般约束问题的二次罚函数法

上一小节仅仅考虑了等式约束优化问题，那么对于不等式约束的问题
应该如何设计二次罚函数呢？不等式约束优化问题有如下形式：

min f (x),

s.t. ci(x)⩽ 0, i ∈ I .
(6.1.12)

显然，它和等式约束优化问题最大的不同就是允许 ci(x) < 0发生，而若采
用原来的方式定义罚函数为 ∥c(x)∥2，它也会惩罚 ci(x)< 0的可行点，这显
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然不是我们需要的．针对问题(6.1.12)，我们必须对原有二次罚函数进行改造
来得到新的二次罚函数，它应该具有如下特点：仅仅惩罚 ci(x) > 0的那些
点，而对可行点不作惩罚．

定义 6.2 (不等式约束的二次罚函数) 对不等式约束最优化问题 (6.1.12)，
定义二次罚函数

PI(x,σ) = f (x) +
1
2

σ ∑
i∈I

c̃2
i (x), (6.1.13)

其中等式右端第二项称为惩罚项，c̃i(x)的定义为

c̃i(x) = max{ci(x),0}, (6.1.14)

常数 σ > 0称为罚因子．

注意到函数 h(t) = (max{t,0})2 关于 t是可导的，因此 PI(x,σ)的梯度
也存在，可以使用梯度类算法来求解子问题．然而一般来讲 PI(x,σ)不是二
阶可导的，因此不能直接利用二阶算法（如牛顿法）求解子问题，这也是不
等式约束问题二次罚函数的不足之处．求解不等式约束问题的罚函数法的结
构和算法6.1完全相同，这里略去相关说明．
一般的约束优化问题可能既含等式约束又含不等式约束，它的形式为

min f (x),

s.t. ci(x) = 0, i ∈ E ,

ci(x)⩽ 0, i ∈ I .

(6.1.15)

针对这个问题，我们只需要将两种约束的罚函数相加就能得到一般约束优
化问题的二次罚函数．

定义 6.3 (一般约束的二次罚函数) 对一般约束最优化问题 (6.1.15)，定
义二次罚函数

P(x,σ) = f (x) +
1
2

σ
[
∑
i∈E

c2
i (x) + ∑

i∈I
c̃2

i (x)
]
, (6.1.16)

其中等式右端第二项称为惩罚项，c̃i(x)的定义如(6.1.14)式，常数 σ > 0称
为罚因子．

同样地，我们可以使用合适的办法来求解罚函数子问题，在这里不再叙
述具体算法．
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6.1.4 应用举例

许多优化问题建模都可以看成是应用了罚函数的思想，因此罚函数法
也可自然应用到这类问题的求解中．

1. LASSO问题求解

考虑 LASSO问题

min
x

1
2
∥Ax− b∥2 + µ∥x∥1,

其中 µ > 0是正则化参数．我们知道求解 LASSO问题的最终目标是为了解
决如下基追踪 (BP)问题：

min ∥x∥1,

s.t. Ax = b,

在这里 Ax = b是一个欠定方程组．注意到 BP问题是一个等式约束的非光
滑优化问题，我们使用二次罚函数作用于等式约束 Ax = b，可得

min
x

∥x∥1 +
σ

2
∥Ax− b∥2.

令 µ =
1
σ
，则容易看出使用

1
µ
作为二次罚因子时，BP问题的罚函数子问题

就等价于 LASSO问题．这一观察至少说明了以下两点：第一，LASSO问题
的解和 BP问题的解本身不等价，当 µ趋于 0时，LASSO问题的解收敛到
BP问题的解；第二，当 µ比较小时，根据之前的讨论，此时 BP问题罚函数
比较病态，若直接求解则收敛速度会很慢．根据罚函数的思想，罚因子应该
逐渐增加到无穷，这等价于在 LASSO问题中先取一个较大的 µ，之后再不
断缩小 µ直至达到我们所要求解的值．具体算法在算法6.2中给出．
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算法 6.2 LASSO问题求解的罚函数法

1. 给定初值 x0，最终参数 µ，初始参数 µ0，因子 γ ∈ (0,1)，k← 0．
2. while µk ⩾ µ do

3. 以 xk 为初值，求解问题 xk+1 = argmin
x

{
1
2
∥Ax− b∥2 + µk∥x∥1

}
．

4. if µk = µ then

5. 停止迭代，输出 xk+1．
6. else

7. 更新罚因子 µk+1 = max{µ,γµk}．
8. k← k + 1．
9. end if

10. end while

求解 LASSO子问题可以使用之前介绍过的次梯度法，也可以使用第七章
将提到的多种非光滑函数的优化方法求解．图6.2展示了分别使用罚函数法
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(a) 函数值变化趋势

0 500 1000 1500 2000 2500 3000
10

-6

10
-5

10
-4

10
-3

10
-2

10
-1

10
0

(b) 约束违反度变化趋势

图 6.2 使用次梯度法和罚函数法求解 LASSO问题

和次梯度法求解 LASSO问题的结果，其中使用与第5.2节中同样的 A和 b，
并取 LASSO问题的正则化参数为 µ = 10−3．在罚函数法中，令 µ从 10开
始，因子 γ = 0.1，次梯度法选取固定步长 α = 0.0002．从图6.2中我们可明
显看到罚函数法的效果比直接使用次梯度法要好，在迭代初期，由于 µ 较
大，这意味着约束 Ax = b可以不满足，从而算法可将优化的重点放到 ∥x∥1

上；随着迭代进行，µ单调减小，此时算法将更注重于可行性（∥Ax− b∥的
大小）．直接取 µ = 10−3效果不佳，这是因为惩罚项 ∥Ax− b∥2的权重太大，
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次梯度法会尽量使得迭代点满足 Ax = b，而忽视了 ∥x∥1项的作用，图6.2也
可说明这一问题．在每个 LASSO子问题中我们使用了次梯度法求解，若使
用第七章的近似点梯度法求解子问题，那么算法6.2等价于求解 ℓ1 极小化问
题的 FPC (fixed-point continuation)算法 [63]．

6.1.5 其他类型的罚函数法

作为本节的扩展，我们再介绍一些其他类型的罚函数．

1. 内点罚函数法

前面介绍的二次罚函数均属于外点罚函数，即在求解过程中允许自变
量 x位于原问题可行域之外，当罚因子趋于无穷时，子问题最优解序列从可
行域外部逼近最优解．自然地，如果我们想要使得子问题最优解序列从可行
域内部逼近最优解，则需要构造内点罚函数．顾名思义，内点罚函数在迭代
时始终要求自变量 x不能违反约束，因此它主要用于不等式约束优化问题．

考虑含不等式约束的优化问题(6.1.12)，为了使得迭代点始终在可行域
内，当迭代点趋于可行域边界时，我们需要罚函数趋于正无穷，常用的罚函
数是对数罚函数．

定义 6.4 (对数罚函数) 对不等式约束最优化问题 (6.1.12)，定义对数罚
函数

PI(x,σ) = f (x)− σ ∑
i∈I

ln(−ci(x)), (6.1.17)

其中等式右端第二项称为惩罚项，σ > 0称为罚因子．

容易看到，PI(x,σ)的定义域为 {x | ci(x)< 0}，因此在迭代过程中自变
量 x 严格位于可行域内部．当 x 趋于可行域边界时，由于对数罚函数的特
点，PI(x,σ)会趋于正无穷，这说明对数罚函数的极小值严格位于可行域内
部．然而，对原问题(6.1.12)，它的最优解通常位于可行域边界，即 ci(x)⩽ 0

中至少有一个取到等号，此时我们需要调整罚因子 σ使其趋于 0，这会减弱
对数罚函数在边界附近的惩罚效果．

例 6.3 考虑优化问题

min x2 + 2xy + y2 + 2x− 2y,

s.t. x ⩾ 0, y ⩾ 0,
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容易求出该问题最优解为 x = 0, y = 1．我们考虑对数罚函数

PI(x,y,σ) = x2 + 2xy + y2 + 2x− 2y− σ(ln x + lny).

并在图6.3中绘制出 σ = 1和 σ = 0.4对应的等高线．可以看出，随着 σ减小，
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图 6.3 对数罚函数取不同 σ时等高线变化

对数罚函数 PI(x,y,σ)的最小值点和原问题最小值点越来越接近，但当 x和
y趋于可行域边界时，对数罚函数趋于正无穷．

算法 6.3给出了基于对数罚函数的优化方法．

算法 6.3对数罚函数法

1. 给定 σ0 > 0，可行解 x0，k← 0．罚因子缩小系数 ρ ∈ (0,1)．
2. while未达到收敛准则 do

3. 以 xk 为初始点，求解 xk+1 = argmin
x

PI(x,σk)．

4. 选取 σk+1 = ρσk．
5. k← k + 1．
6. end while

和二次罚函数法不同，算法 6.3要求初始点 x0 是一个可行解，这是根
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据对数罚函数法本身的要求．常用的收敛准则可以包含∣∣∣∣∣σk ∑
i∈I

ln(−ci(xk+1))

∣∣∣∣∣⩽ ε,

其中 ε > 0为给定的精度．实际上，可以证明（见习题 6.4）算法 6.3产生的
迭代点列满足

lim
k→∞

σk ∑
i∈I

ln(−ci(xk+1)) = 0.

同样地，内点罚函数法也会有类似外点罚函数法的数值困难，即当 σ趋
于 0时，子问题 PI(x,σ)的海瑟矩阵条件数会趋于无穷，因此对子问题的求
解将会越来越困难．这个现象其实也可从图 6.3中发现，读者可仿照二次罚
函数的情形对对数罚函数进行类似的分析．

2. 精确罚函数法

我们已经介绍了二次罚函数和对数罚函数，它们的一个共同特点就是
在求解的时候必须令罚因子趋于正无穷或零，这会带来一定的数值困难．而
对于有些罚函数，在问题求解时不需要令罚因子趋于正无穷（或零），这种
罚函数称为精确罚函数．换句话说，若罚因子选取适当，对罚函数进行极小
化得到的解恰好就是原问题的精确解．这个性质在设计算法时非常有用，使
用精确罚函数的算法通常会有比较好的性质．
常用的精确罚函数是 ℓ1 罚函数．

定义 6.5 (ℓ1 罚函数) 对一般约束最优化问题 (6.1.15)，定义ℓ1 罚函数

P(x,σ) = f (x) + σ
[
∑
i∈E
|ci(x)|+ ∑

i∈I
c̃i(x)

]
(6.1.18)

其中等式右端第二项称为惩罚项，c̃i(x)的定义如(6.1.14)式，常数 σ > 0称
为罚因子．

在这里和二次罚函数不同，我们用绝对值代替平方来构造惩罚项，实际
上是对约束的 ℓ1 范数进行惩罚．注意，ℓ1 罚函数不是可微函数，求解此罚
函数导出的子问题依赖第七章的内容．
下面的定理揭示了 ℓ1 罚函数的精确性，证明可参考 [64]．

定理 6.3 设 x∗是一般约束优化问题(6.1.15)的一个严格局部极小解，且
满足 KKT条件(4.5.8)，其对应的拉格朗日乘子为 λ∗i , i ∈ E ∪ I，则当罚因子
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σ > σ∗ 时，x∗ 也为 P(x,σ)的一个局部极小解，其中

σ∗ = ∥λ∗∥∞
def
== max

i
|λ∗i |.

定理6.3说明了对于精确罚函数，当罚因子充分大（不需要是正无穷）时，
原问题的极小值点就是 ℓ1 罚函数的极小值点，这和定理6.1的结果是有区别
的．

6.2 增广拉格朗日函数法

在二次罚函数法中，根据定理 6.2，我们有

ci(xk+1) ≈ −λ∗i
σk

, ∀i ∈ E . (6.2.1)

因此，为了保证可行性，罚因子必须趋于正无穷．此时，子问题因条件数爆
炸而难以求解．那么，是否可以通过对二次罚函数进行某种修正，使得对有
限的罚因子，得到的逼近最优解也是可行的？增广拉格朗日函数法就是这样
的一个方法．

6.2.1 等式约束优化问题的增广拉格朗日函数法

1. 增广拉格朗日函数法的构造

增广拉格朗日函数法的每一步构造一个增广拉格朗日函数，而该函数
的构造依赖于拉格朗日函数和约束的二次罚函数．具体地，对于等式约束优
化问题 (6.1.1)，增广拉格朗日函数定义为

Lσ(x,λ) = f (x) + ∑
i∈E

λici(x) +
1
2

σ ∑
i∈E

c2
i (x), (6.2.2)

即在拉格朗日函数的基础上，添加约束的二次罚函数．在第 k步迭代，给定
罚因子 σk 和乘子 λk，增广拉格朗日函数 Lσk(x,λk)的最小值点 xk+1 满足

∇x Lσk(xk+1,λk) =∇ f (xk+1) + ∑
i∈E

(λk
i + σkci(xk+1))∇ci(xk+1) = 0. (6.2.3)

对于优化问题 (6.1.1)，其最优解 x∗ 以及相应的乘子 λ∗ 需满足

∇ f (x∗) + ∑
i∈E

λ∗i∇ci(x∗) = 0. (6.2.4)
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为使增广拉格朗日函数法产生的迭代点列收敛到 x∗，需要保证等式 (6.2.3)

(6.2.4)在最优解处的一致性．因此，对于充分大的 k，

λ∗i ≈ λk
i + σkci(xk+1), ∀i ∈ E .

上式等价于
ci(xk+1) ≈ 1

σk
(λ∗i − λk

i ), (6.2.5)

所以，当 λk
i 足够接近 λ∗i 时，点 xk+1处的约束违反度将会远小于

1
σk
．注意，

在 (6.2.1)式中约束违反度是正比于
1
σk
的．即增广拉格朗日函数法可以通过

有效地更新乘子来降低约束违反度．(6.2.5)式表明，乘子的一个有效的更新
格式为

λk+1
i = λk

i + σkci(xk+1), ∀i ∈ E .

那么，我们得到问题(6.1.1)的增广拉格朗日函数法，见算法6.4，其中 c(x) =

[ci(x)]i∈E 并沿用上一节中的定义

∇c(x) = [∇ci(x)]i∈E .

算法 6.4增广拉格朗日函数法

1. 选取初始点 x0，乘子 λ0，罚因子 σ0 > 0，罚因子更新常数 ρ > 0，约束
违反度常数 ε > 0和精度要求 ηk > 0．并令 k = 0．

2. for k = 0,1,2, · · · do

3. 以 xk 为初始点，求解
min

x
Lσk(x,λk),

得到满足精度条件
∥∇x Lσk(x,λk)∥⩽ ηk

的解 xk+1．
4. if ∥c(xk+1)∥⩽ ε then

5. 返回近似解 xk+1,λk，终止迭代．
6. end if

7. 更新乘子：λk+1 = λk + σkc(xk+1)．
8. 更新罚因子：σk+1 = ρσk．
9. end for
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下面以一个例子来说明增广朗日函数法相较于二次罚函数法在控制约
束违反度上的优越性．

例 6.4 考虑优化问题

min x +
√

3y,

s.t. x2 + y2 = 1.
(6.2.6)

容易求出该问题最优解为 x∗ =

(
−1

2
,−
√

3
2

)T

，相应的拉格朗日乘子 λ∗ = 1．

我们考虑增广拉格朗日函数

Lσ(x,y,λ) = x +
√

3y + λ(x2 + y2 − 1) +
σ

2
(x2 + y2 − 1)2,

并在图 6.4中绘制出 L2(x,y,0.9)的等高线，图中标“∗”的点为原问题的最
优解 x∗，标“◦”的点为罚函数或增广拉格朗日函数的最优解．对于二次罚
函数，其最优解约为 (−0.5957,−1.0319)，与最优解 x∗ 的欧几里得距离约
为 0.1915，约束违反度约为 0.4197．对于增广拉格朗日函数，其最优解约为
(−0.5100,−0.8833)，与最优解 x∗的欧几里得距离约为 0.02，约束违反度约
为 0.0403．可以看出，增广拉格朗日函数的最优解更接近真实解，与最优解

的距离以及约束违反度都约为二次罚函数法的
1
10
．需要注意的是，这依赖

于乘子的选取．

−1 0 1

−1

0

1

(a) 二次罚函数
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(b) 增广拉格朗日函数

图 6.4 二次罚函数和增广拉格朗日函数取罚因子 σ = 2时等高线变化
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随着罚因子 σk 的变大，Lσk(x,λk)关于 x的海瑟矩阵的条件数也会越来
越大，从而使得迭代点 xk+1 的求解难度提高．但是，当 σk 和 σk+1 比较接近
时，xk 可以作为求解 xk+1 时的一个初始点，从而加快收敛．因此，罚因子
σk 增长得不能太快．但如果 σk 增长得太慢，迭代点列 {xk}收敛到原问题解
的速度会下降．在实际中，我们需要注意参数 ρ的选取，一个经验的取法是
ρ ∈ [2,10]．

2. 收敛性

增广拉格朗日函数作为罚函数的一种，一个关于它的自然的问题是其
极小值点和原问题 (6.1.1) 的极小值点有什么关系．假设 x∗,λ∗ 分别为等式
约束问题 (6.1.1)的局部极小解和相应的乘子，并且二阶充分条件成立，可
以证明，在已知 λ∗ 的情况下，对于有限大的 σ，x∗ 也为增广拉格朗日函数
Lσ(x,λ∗)的严格局部极小解．当 λ∗ 未知时，对于足够接近 λ∗ 的 λ以及足
够大的 σ，增广拉格朗日函数 Lσ(x,λ)的局部极小解会与 x∗ 足够接近．这
也说明了增广拉格朗日函数在一定条件下是精确罚函数．

定理 6.4 设 x∗,λ∗分别为问题 (6.1.1)的局部极小解和相应的乘子，并且
在点 x∗处 LICQ和二阶充分条件成立．那么，存在一个有限大的常数 σ̄，使
得对任意的 σ ⩾ σ̄，x∗ 都是 Lσ(x,λ∗)的严格局部极小解．反之，如果 x∗ 为
Lσ(x,λ∗)的局部极小解且满足 ci(x∗) = 0, i ∈ E，那么 x∗为问题 (6.1.1)的局
部极小解．

证明. 因为 x∗ 为问题 (6.1.1)的局部极小解且二阶充分条件成立，所以

∇x L(x∗,λ∗) =∇ f (x∗) + ∑
i∈E

λ∗i∇ci(x∗) = 0,

uT∇2
xx L(x∗,λ∗)u = uT

(
∇2 f (x∗) + ∑

i∈E
λ∗i∇2ci(x∗)

)
u

> 0, ∀u满足 ∇c(x∗)Tu = 0.

(6.2.7)

根据上面的条件，我们来证 x∗对于 Lσ(x,λ∗)的最优性．因为 ci(x∗) = 0, i∈ E，
我们有

∇x Lσ(x∗,λ∗) =∇x L(x∗,λ∗) = 0,

∇2
xx Lσ(x∗,λ∗) =∇2

xx L(x∗,λ∗) + σ∇c(x∗)∇c(x∗)T.

对于充分大的 σ，可以证明

∇2
xx Lσ(x∗,λ∗) ≻ 0.
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事实上，如果对于任意的 σ = k, k = 1,2, · · ·，都存在 uk 满足 ∥uk∥ = 1，且
使得

uT
k∇2

xx Lσ(x∗,λ∗)uk = uT
k∇2

xx L(x∗,λ∗)uk + k∥∇c(x∗)Tuk∥2 ⩽ 0,

则

∥∇c(x∗)Tuk∥2 ⩽−1
k

uT
k∇2

xx L(x∗,λ∗)uk→ 0, k→∞.

因为 {uk}为有界序列，必存在聚点，设为 u．那么

∇c(x∗)Tu = 0, uT∇2
xx L(x∗,λ∗)u ⩽ 0,

这与 (6.2.7)式矛盾．故存在有限大的 σ̄，使得当 σ ⩾ σ̄时，

∇2
xx Lσ(x∗,λ∗) ≻ 0,

因而 x∗ 是 Lσ(x,λ∗)的严格局部极小解．

反之，如果 x∗ 满足 ci(x∗) = 0且为 Lσ(x,λ∗)的局部极小解，那么对于
任意与 x∗ 充分接近的可行点 x，我们有

f (x∗) = Lσ(x∗,λ∗)⩽ Lσ(x,λ∗) = f (x).

因此，x∗ 为问题(6.1.1)的一个局部极小解．

对于算法 6.4，通过进一步假设乘子点列的有界性以及收敛点处的约束
品性，我们可以证明算法迭代产生的点列 {xk}会有子列收敛到问题 (6.1.1)的
一阶稳定点．

定理 6.5 (增广拉格朗日函数法的收敛性) 假设乘子列 {λk} 是有界的，
罚因子 σk → +∞, k→ ∞，算法 6.4中精度 ηk → 0，迭代点列 {xk}的一个
子序列 xk j+1 收敛到 x∗ ，并且在点 x∗ 处 LICQ成立．那么存在 λ∗，满足

λk j+1→ λ∗, j→∞,

∇ f (x∗) +∇c(x∗)λ∗ = 0, c(x∗) = 0.

证明. 对于增广拉格朗日函数 Lσk(x,λk)，

∇x Lσk(xk+1,λk) =∇ f (xk+1) +∇c(xk+1)(λk + σkc(xk+1))

=∇ f (xk+1) +∇c(xk+1)λk+1 =∇x L(xk+1,λk+1).
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那么，对于任意使得 rank(∇c(xk j+1)) = m := |E |的 k j（根据假设和点 x∗处
LICQ成立，当 xk j+1 充分接近 x∗ 时此式成立），

λk j+1 =
(
∇c(xk j+1)T∇c(xk j+1)

)−1∇c(xk j+1)T (∇x Lσk(xk j+1,λk j)−∇ f (xk j+1)
)

.

因为 ∥∇x Lσk(xk j+1,λk j)∥⩽ ηk j → 0，我们有

λk j+1→ λ∗
def
== −

(
∇c(x∗)T∇c(x∗)

)−1∇c(x∗)T∇ f (x∗)

以及

∇x L(x∗,λ∗) = 0.

而 {λk}是有界的，并且 λk j + σk j c(xk j+1)→ λ∗，所以

{σk j c(xk j+1)}是有界的.

又 σk→ +∞，则
c(x∗) = 0.

定理6.5依赖于乘子列 {λk}的有界性，{xk}的子序列收敛性，以及收敛
点处的 LICQ．这里，我们不加证明地给出更一般性的收敛结果，证明过程
可以参考 [13]命题 2.7．

定理 6.6 (增广拉格朗日函数法的收敛性——更弱的假设) 假设 x∗,λ∗

分别是问题 (6.1.1)的严格局部极小解和相应的拉格朗日乘子，那么，存在足
够大的常数 σ̄ > 0和足够小的常数 δ > 0，如果对某个 k，有

1
σk
∥λk − λ∗∥ < δ, σk ⩾ σ̄,

则

λk→ λ∗, xk→ x∗.

同时，如果 limsup
k→∞

σk <+∞且 λk ̸= λ∗, ∀k，则 {λk}收敛的速度是 Q-线性

的；如果 limsup
k→∞

σk =+∞且 λk ̸= λ∗, ∀k，则 {λk}收敛的速度是 Q-超线性

的．

定理6.6不需要假设 {σk}趋于正无穷（尽管由 limsup
k→∞

σk = +∞可以推

出 Q-超线性收敛）以及 {xk}的子序列收敛性．相应地，这里需要找到合适
的 λk 和 σk．
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6.2.2 一般约束优化问题的增广拉格朗日函数法

对于一般约束优化问题

min f (x),

s.t. ci(x) = 0, i ∈ E ,

ci(x)⩽ 0, i ∈ I ,

(6.2.8)

也可以定义其增广拉格朗日函数以及设计相应的增广拉格朗日函数法．在拉
格朗日函数的定义中，往往倾向于将简单的约束（比如非负约束、盒子约束
等）保留，对复杂的约束引入乘子．这里，对于带不等式约束的优化问题，
我们先通过引入松弛变量将不等式约束转化为等式约束和简单的非负约束，
再对保留非负约束形式的拉格朗日函数添加等式约束的二次罚函数来构造
增广拉格朗日函数．

1. 增广拉格朗日函数

对于问题 (6.2.8)，通过引入松弛变量可以得到如下等价形式：

min
x,s

f (x),

s.t. ci(x) = 0, i ∈ E ,

ci(x) + si = 0, i ∈ I ,

si ⩾ 0, i ∈ I .

(6.2.9)

保留非负约束，可以构造拉格朗日函数

L(x, s,λ,µ) = f (x) + ∑
i∈E

λici(x) + ∑
i∈I

µi(ci(x) + si), si ⩾ 0, i ∈ I .

记问题(6.2.9)中等式约束的二次罚函数为 p(x, s)，则

p(x, s) = ∑
i∈E

c2
i (x) + ∑

i∈I
(ci(x) + si)

2.

我们构造增广拉格朗日函数如下：

Lσ(x, s,λ,µ) = f (x) + ∑
i∈E

λici(x) + ∑
i∈I

µi(ci(x) + si)+

σ

2
p(x, s), si ⩾ 0, i ∈ I ,

其中 σ为罚因子．
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2. 增广拉格朗日函数法

在第 k步迭代中，给定乘子 λk,µk和罚因子 σk，我们需要求解如下问题：

min
x,s

Lσk(x, s,λk,µk), s.t. s ⩾ 0 (6.2.10)

以得到 xk+1, sk+1．求解问题(6.2.10)的一个有效的方法是投影梯度法（将在
第七章的近似点梯度法中介绍）．另外一种方法是消去 s，求解只关于 x 的
优化问题．具体地，固定 x，关于 s的子问题可以表示为

min
s⩾0

∑
i∈I

µi(ci(x) + si) +
σk

2 ∑
i∈I

(ci(x) + si)
2.

根据凸优化问题的最优性理论，s为以上问题的一个全局最优解，当且仅当

si = max
{
−µi

σk
− ci(x),0

}
, i ∈ I . (6.2.11)

将 si 的表达式代入 Lσk 我们有

Lσk(x,λk,µk) = f (x) + ∑
i∈E

λici(x) +
σk

2 ∑
i∈E

c2
i (x)+

σk

2 ∑
i∈I

(
max

{
µi

σk
+ ci(x),0

}2

− µ2
i

σ2
k

)
,

(6.2.12)

其为关于 x 的连续可微函数（如果 f (x), ci(x), i ∈ I ∪ E 连续可微）．因此，
问题 (6.2.10)等价于

min
x∈Rn

Lσk(x,λk,µk),

并可以利用梯度法进行求解．这样做的一个好处是，我们消去了变量 s，从
而在低维空间 Rn 中（问题 (6.2.10)的决策空间为 Rn+|I|）求解极小点．
对于问题 (6.2.9)，其最优解 x∗, s∗ 和乘子 λ∗,µ∗ 需满足 KKT条件：

0 =∇ f (x∗) + ∑
i∈E

λ∗i∇ci(x∗) + ∑
i∈I

µ∗i∇ci(x∗),

µ∗i ⩾ 0, i ∈ I ,

s∗i ⩾ 0, i ∈ I .

问题 (6.2.10)的最优解 xk+1, sk+1 满足

0 =∇ f (xk+1) + ∑
i∈E

(
λk

i + σkci(xk+1)
)
∇ci(xk+1)+

∑
i∈I

(
µk

i + σk(ci(xk+1) + sk+1
i )

)
∇ci(xk+1),

sk+1
i =max

{
−µk

i

σk
− ci(xk+1),0

}
, i ∈ I .
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对比问题(6.2.9)和问题(6.2.10)的 KKT条件，易知乘子的更新格式为

λk+1
i = λk

i + σkci(xk+1), i ∈ E ,

µk+1
i = max{µk

i + σkci(xk+1),0}, i ∈ I .

对于等式约束，约束违反度定义为

vk(xk+1) =

√
∑
i∈E

c2
i (xk+1) + ∑

i∈I

(
ci(xk+1) + sk+1

i

)2
.

根据 (6.2.11)式消去 s，约束违反度为

vk(xk+1) =

√√√√∑
i∈E

c2
i (xk+1) + ∑

i∈I
max

{
ci(xk+1),−µk

i

σk

}2

.

综上，我们给出约束优化问题 (6.2.10)的增广拉格朗日函数法，见算法
6.5．该算法和算法 6.4结构相似，但它给出了算法参数的一种具体更新方式．
每次计算出子问题的近似解 xk+1 后，算法需要判断约束违反度 vk(xk+1)是
否满足精度要求．若满足，则进行乘子的更新，并提高子问题求解精度，此
时罚因子不变；若不满足，则不进行乘子的更新，并适当增大罚因子以便得
到约束违反度更小的解．

6.2.3 凸优化问题的增广拉格朗日函数法

考虑凸优化问题：

min
x∈Rn

f (x),

s.t. ci(x)⩽ 0, i = 1,2, · · · ,m,
(6.2.13)

其中 f : Rn → R, ci : Rn → R, i = 1,2, · · · ,m 为闭凸函数．为了叙述的方便，
这里考虑不等式形式的凸优化问题．定义可行域为 X = {x | ci(x) ⩽ 0, i =

1,2, · · · ,m}．
对于问题 (6.2.13)，根据上一小节介绍的不等式约束的增广拉格朗日函

数表达式 (6.2.12)（这里 E = ∅），其增广拉格朗日函数为

Lσ(x,λ) = f (x) +
σ

2

m

∑
i=1

(
max

{
λi

σ
+ ci(x),0

}2

− λ2
i

σ2

)
,

其中 λ和 σ分别为乘子以及罚因子．
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算法 6.5问题(6.2.10)的增广拉格朗日函数法

1. 选取初始点 x0，乘子 λ0,µ0，罚因子 σ0 > 0，约束违反度常数 ε > 0，精

度常数 η > 0，以及常数 0 < α ⩽ β ⩽ 1和 ρ > 1．令 η0 =
1
σ0

, ε0 =
1
σα

0
以

及 k = 0．
2. for k = 0,1,2, · · · do

3. 以 xk 为初始点，求解

min
x

Lσk(x,λk,µk),

得到满足精度条件

∥∇x Lσk(xk+1,λk,µk)∥2 ⩽ ηk

的解 xk+1．
4. if vk(xk+1)⩽ εk then

5. if vk(xk+1)⩽ ε且 ∥∇x Lσk(xk+1,λk,µk)∥2 ⩽ η then

6. 得到逼近解 xk+1,λk,µk，终止迭代．
7. end if

8. 更新乘子：

λk+1
i = λk

i + σkci(xk+1), i ∈ E ,

µk+1
i = max{µk

i + σkci(xk+1),0}, i ∈ I .

9. 罚因子不变：σk+1 = σk．
10. 减小子问题求解误差和约束违反度：ηk+1 =

ηk

σk+1
, εk+1 =

εk

σ
β
k+1

．

11. else

12. 乘子不变：λk+1 = λk．
13. 更新罚因子：σk+1 = ρσk．

14. 调整子问题求解误差和约束违反度：ηk+1 =
1

σk+1
, εk+1 =

1
σα

k+1
．

15. end if

16. end for
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给定一列单调递增的乘子 σk ↑ σ∞，以及初始乘子 λ0，问题 (6.2.13)的
增广拉格朗日函数法为

xk+1 ≈ argmin
x∈Rn

Lσk(x,λk),

λk+1 = λk + σk∇λLσk(xk+1,λk) = max{0,λk + σkc(xk+1)}.
(6.2.14)

为了方便叙述，以下定义 ϕk(x) = Lσk(x,λk)．由于 ϕk(x) 的最小值点
的显式表达式通常是未知的，我们往往调用迭代算法求其一个近似解．为
了保证收敛性，我们要求该近似解至少满足如下非精确条件之一（参考
[111,133,141]）：

ϕk(xk+1)− infϕk ⩽
ε2

k

2σk
, εk ⩾ 0,

∞

∑
k=1

εk < +∞, (6.2.15)

ϕk(xk+1)− infϕk ⩽
δ2

k

2σk
∥λk+1 − λk∥2

2, δk ⩾ 0,
∞

∑
k=1

δk < +∞, (6.2.16)

dist(0,∂ϕk(xk+1))⩽ δ′k
σk
∥λk+1 − λk∥2, 0 ⩽ δ′k→ 0, (6.2.17)

其中 εk,δk,δ′k 是人为设定的参数，dist(0,∂ϕk(xk+1))表示 0到集合 ∂ϕk(xk+1)

的欧几里得距离．根据 λk+1 的更新格式 (6.2.14)，容易得知

∥λk+1 − λk∥2 = ∥max{0,λk + σkc(xk+1)} − λk∥2

= ∥max{−λk,σkc(xk+1)}∥2.

由于 infϕk是未知的，直接验证上述不精确条件中的 (6.2.15)式和 (6.2.16)

式是数值上不可行的．但是，如果 ϕk 是 α-强凸函数（在某些应用中可以计
算出 α或得到其估计值），那么（见习题 2.10）

ϕk(x)− infϕk ⩽
1

2α
dist2(0,∂ϕk(x)). (6.2.18)

根据 (6.2.18)式，可以进一步构造如下数值可验证的不精确条件：

dist(0,∂ϕk(xk+1))⩽
√

α

σk
εk, εk ⩾ 0,

∞

∑
k=1

εk < +∞,

dist(0,∂ϕk(xk+1))⩽
√

α

σk
δk∥λk+1 − λk∥2, δk ⩾ 0,

∞

∑
k=1

δk < +∞,

dist(0,∂ϕk(xk+1))⩽ δ′k
σk
∥λk+1 − λk∥2, 0 ⩽ δ′k→ 0.

这里，我们给出不精确条件 (6.2.15)下的增广拉格朗日函数法 (6.2.14)的
收敛性．证明细节可以参考 [111]定理 4．
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定理 6.7 (凸问题的增广拉格朗日函数法的收敛性) 假设 {xk},{λk} 为
问题 (6.2.13)的增广拉格朗日函数法(6.2.14)生成的序列，xk+1满足不精确条
件 (6.2.15)．如果问题(6.2.13)的 Slater约束品性成立，那么序列 {λk}是有界
且收敛的，记极限为 λ∞，则 λ∞ 为对偶问题的一个最优解．
如果存在一个 γ，使得下水平集 {x ∈ X | f (x) ⩽ γ}是非空有界的，那

么序列 {xk}也是有界的，并且其所有的聚点都是问题 (6.2.13)的最优解．

注 6.1 这里的乘子 λk 与文章 [111] 中的互为相反数，其原因是在构造
拉格朗日函数的时候，我们引入的乘子为 −λ(⩾ 0)，而文章 [111]引入的乘
子为 λ(⩾ 0)．

注 6.2 和定理 6.7类似，同样有基于不精确条件 (6.2.16)和 (6.2.17)的
收敛性结果．见 [111]定理 5．

6.2.4 基追踪问题的增广拉格朗日函数法

这一小节将以基追踪（BP）问题为例讨论增广拉格朗日函数法．本小节
的内容主要参考了 [134,141]．
设 A ∈Rm×n(m ⩽ n),b ∈Rm, x ∈Rn，BP问题 (3.1.4)为

min
x∈Rn

∥x∥1, s.t. Ax = b. (6.2.19)

引入拉格朗日乘子 y ∈Rm，BP问题 (6.2.19)的拉格朗日函数为

L(x,y) = ∥x∥1 + yT(Ax− b),

那么对偶函数

g(y) = inf
x

L(x,y) =

−bTy, ∥ATy∥∞ ⩽ 1,

−∞, 其他.

因此，我们得到如下对偶问题：

min
y∈Rm

bTy, s.t. ∥ATy∥∞ ⩽ 1. (6.2.20)

通过引入变量 s，上述问题可以等价地写成

min
y∈Rm ,s∈Rn

bTy, s.t. ATy− s = 0, ∥s∥∞ ⩽ 1. (6.2.21)

下面讨论如何对原始问题和对偶问题应用增广拉格朗日函数法．
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1. 原始问题的增广拉格朗日函数法

引入罚因子 σ和乘子 λ，问题 (6.2.19)的增广拉格朗日函数为

Lσ(x,λ) = ∥x∥1 + λT(Ax− b) +
σ

2
∥Ax− b∥2

2. (6.2.22)

在增广拉格朗日函数法的一般理论中，需要罚因子 σ 足够大来保证迭代收
敛（控制约束违反度）．对于 BP问题(6.2.19)，后面可以证明，对于固定的
非负罚因子也能够保证收敛性（尽管在实际中动态调整罚因子可能会使得
算法更快收敛）．现在考虑固定罚因子 σ情形的增广拉格朗日函数法．在第
k步迭代，更新格式为

xk+1 = argmin
x∈Rn

Lσ(x,λk) = argmin
x∈Rn

{
∥x∥1 +

σ

2
∥Ax− b +

λk

σ
∥2

2

}
,

λk+1 = λk + σ(Axk+1 − b).
(6.2.23)

设迭代的初始点为 x0 = λ0 = 0．考虑迭代格式(6.2.23)中的第一步，假设 xk+1

为 Lσ(x,λk)的一个全局极小解，那么

0 ∈ ∂∥xk+1∥1 + σAT
(

Axk+1 − b +
λk

σ

)
.

因此，
−ATλk+1 ∈ ∂∥xk+1∥1. (6.2.24)

满足上式的 xk+1往往是不能显式得到的，需要采用迭代算法来进行求解，比
如上一章介绍的次梯度法，以及第七章将介绍的近似点梯度法，等等．
这里沿用第5.2节中的 A和 b的生成方式，且选取不同的稀疏度 r = 0.1

和 r = 0.2．我们固定罚因子 σ，并采用近似点梯度法作为求解器，不精确地
求解关于 x的子问题以得到 xk+1．具体地，设置求解精度 ηk = 10−k，并且
使用 BB步长作为线搜索初始步长．图6.5展示了算法产生的迭代点与最优点
的距离变化以及约束违反度的走势．从图6.5中可以看到：对于 BP问题，固
定的 σ也可以保证增广拉格朗日函数法收敛．

2. 对偶问题的增广拉格朗日函数法

考虑对偶问题(6.2.21)：

min
y∈Rm ,s∈Rn

bTy, s.t. ATy− s = 0, ∥s∥∞ ⩽ 1.
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图 6.5 增广拉格朗日函数法求解 BP问题

引入拉格朗日乘子 λ和罚因子 σ，增广拉格朗日函数为

Lσ(y, s,λ) = bTy + λT(ATy− s) +
σ

2
∥ATy− s∥2

2, ∥s∥∞ ⩽ 1.

那么，增广拉格朗日函数法的迭代格式为：

(yk+1, sk+1) = argmin
y,∥s∥∞⩽1

Lσk(y, s,λk)

= argmin
y,∥s∥∞⩽1

{
bTy +

σk

2
∥ATy− s +

λk

σk
∥2

2

}
,

λk+1 = λk + σk(ATyk+1 − sk+1),

σk+1 = min{ρσk, σ̄},

其中 ρ > 1和 σ̄ < +∞ 为算法参数．由于 (yk+1, sk+1) 的显式表达式是未知
的，我们需要利用迭代算法来进行求解．
除了利用投影梯度法求解关于 (y, s)的联合最小化问题外，还可以利用

最优性条件将 s用 y来表示，转而求解只关于 y的最小化问题．具体地，关
于 s的极小化问题为

min
s

σ

2
∥ATy− s +

λ

σ
∥2

2, s.t. ∥s∥∞ ⩽ 1.

通过简单地推导，可知

s = P∥s∥∞⩽1

(
ATy +

λ

σ

)
, (6.2.25)
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其中 P∥s∥∞⩽1 为集合 {s : ∥s∥∞ ⩽ 1}的投影算子，即

P∥s∥∞⩽1(x) = max{min{x,1},−1}.

将 s的表达式代入增广拉格朗日函数中，我们得到

Lσ(y,λ) = bTy +
σ

2

∥∥∥∥ψ

(
ATy +

λ

σ

)∥∥∥∥2

2
− λ2

2σ
,

其中 ψ(x) = sign(x)max{|x| − 1,0}, sign(x)表示 x的符号，即

sign(x) =


1, x > 0,

0, x = 0,

−1, x < 0.

注意，为了记号简洁，我们仍然使用 Lσ 来表示增广拉格朗日函数，但变量
个数有所变化．
消去 s的增广拉格朗日函数法为：

yk+1 = argmin
y

{
bTy +

σ

2

∥∥∥∥ψ

(
ATy +

λk

σk

)∥∥∥∥2

2

}
,

λk+1 = σkψ

(
ATyk+1 +

λk

σk

)
,

σk+1 = min{ρσk, σ̄}.

(6.2.26)

在迭代格式(6.2.26)的第一步中，我们不能得到关于 yk+1 的显式表达式．但
是由于 Lσk(y,λk)关于 y是连续可微的，且其梯度为

∇yLσk(y,λk) = b + σk Aψ

(
ATy +

λk

σk

)
.

可以利用梯度法对其进行求解．除此之外，还可以采用半光滑牛顿法，相关
内容可以参考 [78,141]．
记 ϕk(y) = Lσk(y,λk)．为了保证收敛性，根据一般凸优化问题的增广拉

格朗日函数法的收敛条件 (6.2.15)，我们要求 yk+1 满足

ϕk(yk+1)− infϕk ⩽
ε2

k

2σk
, εk ⩾ 0,

∞

∑
k=1

εk + ∞, (6.2.27)

其中 εk 是人为设定的参数．
根据定理 6.7，有如下收敛性定理．
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定理 6.8 假设 {yk},{λk}是由迭代格式 (6.2.26)产生的序列，并且 yk+1

的求解精度满足 (6.2.27)式，而矩阵 A是行满秩的．那么，序列 {yk}是有
界的，且其任一聚点均为问题 (6.2.21)的最优解．同时，序列 {λk}有界且收
敛，其极限为原始问题 (6.2.19)的某个最优解．

注 6.3 定理 6.8假设 A是行满秩的，因此，我们知道可行域

X = {y|∥ATy∥∞ ⩽ 1}

是有界的．由于 0 ∈ X，故 {x ∈ X | f (x)⩽ 0}是非空有界的．根据约束的
线性性，易知问题 (6.2.20)的 Slater约束品性成立．

这里注意，ϕk只是凸的，并不是强凸的．我们可以通过添加
1

2σk
∥y− yk∥2

2，

并求解

yk+1 ≈ argmin
y

{
ϕk(y) +

1
2σk
∥y− yk∥2

2

}
使得 yk+1 满足不精确条件 (6.2.27)．此时，函数 ϕk(y) +

1
2σk
∥y− yk∥2

2 是
1
σk

强凸的．修改后的迭代点列的收敛性基本与原始问题增广拉格朗日函数法的
一致，证明细节可以参考 [79,141]．

6.3 总结

本章介绍了一般约束优化问题的罚函数法和增广拉格朗日函数法．相较
于罚函数法，增广拉格朗日函数法具有更好的理论性质（尤其是对凸优化问
题）．关于凸优化问题的增广拉格朗日函数法，读者可以进一步参考 [111]．
我们知道增广拉格朗日函数法的困难之一是决策变量的更新．除了前面介绍
的利用半光滑性质，还可以利用交替方向乘子法，其给出了一种有效的更新
方式，我们会在第七章中详细介绍该方法．

本章的罚函数法、一般优化问题的增广拉格朗日函数法相关内容的编
写参考了 [98]，凸优化问题、基追踪问题的增广拉格朗日函数法的编写参考
了 [111,133-134,141]．

习题 7

6.1 构造一个等式约束优化问题，使得它存在一个局部极小值，但对于任
意的 σ > 0，它的二次罚函数是无界的．
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6.2 考虑等式约束优化问题

min −x1x2x3,

s.t. x1 + 2x2 + 3x3 = 60.

使用二次罚函数求解该问题，当固定罚因子 σk 时，写出二次罚函数的
最优解 xk+1．当 σk→+∞时，写出该优化问题的解并求出约束的拉格
朗日乘子．此外，当罚因子 σ满足什么条件时，二次罚函数的海瑟矩
阵 ∇2

xxPE(x,σ)是正定的？

6.3 考虑等式约束优化问题

min f (x), s.t. ci(x) = 0, i ∈ E ,

定义一般形式的罚函数

PE(x,σ) = f (x) + σ ∑
i∈E

φ(ci(x)),

其中 φ(t)是充分光滑的函数，且 t = 0是其 s阶零点（s ⩾ 2），即

φ(0) = φ′(0) = · · · = φ(s−1)(0) = 0, φ(s)(0) ̸= 0.

设 xk,σk 的选取方式和算法 6.1的相同，且 {xk}存在极限 x∗，在点 x∗

处 LICQ（见定义 4.7）成立．

(a) 证明：σk(ci(xk))s−1, ∀ i ∈ E 极限存在，其极限 λ∗i 为约束 ci(x∗) = 0

对应的拉格朗日乘子；

(b) 求 PE(x,σ)关于 x的海瑟矩阵 ∇2
xxPE(x,σ)；

(c) 设在 (a)中 λ∗i ̸= 0, ∀ i ∈ E，证明：当 σk→+∞时，∇2
xxPE(xk,σk)

有 m个特征值的模长与 σ
1/(s−1)
k 同阶，其中 m = |E |．

6.4 考虑不等式约束优化问题 (6.1.12)，其中 f 在可行域 X 上有下界，现
使用对数罚函数法进行求解（算法 6.3）．假设在算法 6.3的每一步子问
题能求出罚函数的全局极小值点 xk+1，证明：算法 6.3在有限次迭代
后终止，或者

lim
k→∞

σk ∑
i∈I

ln(−ci(xk+1)) = 0,

并且
lim
k→∞

f (xk) = inf
x∈intX

f (x).
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6.5 考虑一般约束优化问题 (6.1.15)，现在针对等式约束使用二次罚函数，
对不等式约束使用对数罚函数：

P(x,σ) = f (x) +
σ

2 ∑
i∈E

c2
i (x)− 1

σ ∑
i∈I

ln(−ci(x)),

其中 dom P = {x | ci(x) < 0, i ∈ I}．令罚因子 σk→ +∞，定义

xk+1 = argmin
x

P(x,σk).

假定涉及的所有函数都是连续的，{x | ci(x) ⩽ 0, i ∈ I} 是有界闭集，
x∗ 为问题 (6.1.15)的解．试证明如下结论：

(a) lim
k→∞

P(xk+1,σk) = f (x∗);

(b) lim
k→∞

σk ∑
i∈E

c2
i (xk+1) = 0;

(c) lim
k→∞

1
σk

∑
i∈I

ln(−ci(xk+1)) = 0.

6.6 (Morrison方法)考虑等式约束优化问题 (6.1.1)，设其最优解为 x∗．令
M是最优函数值 f (x∗)的一个下界估计（即 M ⩽ f (x∗)），构造辅助函
数

v(M, x) = [ f (x)−M]2 + ∑
i∈E

c2
i (x),

Morrison方法的迭代步骤如下：

xk = argmin
x

v(Mk, x),

Mk+1 = Mk +
√

v(Mk, xk).

试回答以下问题：

(a) 证明： f (xk)⩽ f (x∗)；

(b) 若 Mk ⩽ f (x∗)，证明：Mk+1 ⩽ f (x∗)；

(c) 证明：lim
k→∞

Mk = f (x∗)；

(d) 求 v(M, x)关于 x的海瑟矩阵，并说明Morrison方法和算法 6.1

的联系．

6.7 考虑不等式约束优化问题

min f (x), s.t. ci(x)⩽ 0, i ∈ I .
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(a) 定义函数 F(x) = sup
λi⩾0

{
f (x) + ∑

i∈I
λici(x)

}
，证明：原问题等价于

无约束优化问题min
x

F(x)；

(b) 定义函数

F̂(x,λk,σk) = sup
λi⩾0

{
f (x) + ∑

i∈I
λici(x)− σk

2 ∑
i∈I

(λi − λk
i )

2

}
,

求 F̂(x,λk,σk)的显式表达式；

(c) 考虑如下优化算法：

xk = argmin
x

F̂(x,λk,σk),

λk+1 = argmax
λ⩾0

{
∑
i∈I

λici(xk)− σk

2 ∑
i∈I

(λi − λk
i )

2

}
,

σk+1 = min{ρσk, σ̄},

试说明其与算法 6.4的区别和联系．

6.8 对于 LASSO问题

min
x∈Rn

1
2
∥Ax− b∥2

2 + µ∥x∥1,

写出该问题及其对偶问题的增广拉格朗日函数法．

6.9 考虑线性规划问题

min
x∈Rn

cTx, s.t. Ax = b, x ⩾ 0.

写出该问题以及其对偶问题的增广拉格朗日函数法．
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本章主要考虑如下复合优化问题：

min
x∈Rn

ψ(x) def
== f (x) + h(x), (7.0.1)

其中 f (x) 为可微函数（可能非凸），h(x) 可能为不可微函数．问题 (7.0.1)

出现在很多应用领域中，例如压缩感知、图像处理、机器学习等，如何高效
求解该问题是近年来的热门课题．第五章曾利用光滑化的思想处理不可微项
h(x)，但这种做法没有充分利用 h(x)的性质，在实际应用中有一定的局限
性．而本章将介绍若干适用于求解问题 (7.0.1)的方法并给出一些理论性质．
我们首先引入针对问题 (7.0.1)直接进行求解的近似点梯度法和 Nesterov加
速算法，之后介绍求解特殊结构复合优化问题的近似点算法、分块坐标下降
法、对偶算法以及交替方向乘子法，最后介绍处理 ∇ f (x)难以精确计算情
形的随机优化算法．
需要注意的是，许多实际问题并不直接具有本章介绍的算法所能处理

的形式，我们需要利用拆分、引入辅助变量等技巧将其进行等价变形，最终
化为合适的优化问题．具体可参考第 7.4节和第 7.6节的内容．此外，本章
涉及的定理证明需要较多第二章中的内容，为了方便，我们默认所有次梯度
计算规则的前提成立（加法、线性变量替换等，见第 2.7.3节）．这些前提在
绝大多数应用中都会满足．

7.1 近似点梯度法

在机器学习、图像处理领域中，许多模型包含两部分：一部分是误差项，
一般为光滑函数；另外一部分是正则项，可能为非光滑函数，用来保证求解
问题的特殊结构．例如最常见的 LASSO 问题就是用 ℓ1 范数构造正则项保
证求解的参数是稀疏的，从而起到筛选变量的作用．由于有非光滑部分的存

219
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在，此类问题属于非光滑的优化问题，我们可以考虑使用次梯度算法进行求
解．然而次梯度算法并不能充分利用光滑部分的信息，也很难在迭代中保证
非光滑项对应的解的结构信息，这使得次梯度算法在求解这类问题时往往
收敛较慢．本节将介绍求解这类问题非常有效的一种算法——近似点梯度算
法．它能克服次梯度算法的缺点，充分利用光滑部分的信息，并在迭代过程
中显式地保证解的结构，从而能够达到和求解光滑问题的梯度算法相近的
收敛速度．在后面的内容中，我们首先引入邻近算子，它是近似点梯度算法
中处理非光滑部分的关键；接着介绍近似点梯度算法的迭代格式，并给出一
些实际的例子；最后给出这个算法的一些收敛性证明，并将看到它确实有和
光滑梯度算法相似的收敛速度．为了讨论简便，我们主要介绍凸函数的情形．

7.1.1 邻近算子

邻近算子是处理非光滑问题的一个非常有效的工具，也与许多算法的
设计密切相关，比如我们即将介绍的近似点梯度法和近似点算法等．当然该
算子并不局限于非光滑函数，也可以用来处理光滑函数．本小节将介绍邻近
算子的相关内容，为引入近似点梯度算法做准备．
首先给出邻近算子的定义．

定义 7.1 (邻近算子) 对于一个凸函数 h，定义它的邻近算子为

proxh(x) = argmin
u∈dom h

{
h(u) +

1
2
∥u− x∥2

}
. (7.1.1)

可以看到，邻近算子的目的是求解一个距 x 不算太远的点，并使函数
值 h(x)也相对较小．一个很自然的问题是，上面给出的邻近算子的定义是
不是有意义的，即定义中的优化问题的解是不是存在唯一的．若答案是肯定
的，我们就可使用邻近算子去构建迭代格式．下面的定理将给出定义中优化
问题解的存在唯一性．

定理 7.1 (邻近算子是良定义的) 如果 h 是适当的闭凸函数，则对任意
的 x ∈Rn，proxh(x)的值存在且唯一．

证明. 为了简化证明，我们假设 h 至少在定义域内的一点处存在次梯度，
保证次梯度存在的一个充分条件是 dom h 内点集非空．对于比较复杂的情
况读者可参考 [6]命题 12.15．定义辅助函数

m(u) = h(u) +
1
2
∥u− x∥2,
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下面利用Weierstrass定理（定理 4.1）来说明 m(u)最小值点的存在性．因
为 h(u)是凸函数，且至少在一点处存在次梯度，所以 h(u)有全局下界：

h(u)⩾ h(v) + θT(u− v),

这里 v ∈ dom h，θ ∈ ∂h(v)．进而得到

m(u) = h(u) +
1
2
∥u− x∥2

⩾ h(v) + θT(u− v) +
1
2
∥u− x∥2,

这表明m(u)具有二次下界．容易验证m(u)为适当闭函数且具有强制性（当
∥u∥ → +∞时，m(u)→ +∞），根据定理 4.1可知 m(u)存在最小值．

接下来证明唯一性．注意到 m(u)是强凸函数，根据命题 2.3的结果可
直接得出 m(u)的最小值唯一．综上 proxh(x)是良定义的．

另外，根据最优性条件可以得到如下等价结论：

定理 7.2 (邻近算子与次梯度的关系) 如果 h是适当的闭凸函数,则

u = proxh(x) ⇐⇒ x− u ∈ ∂h(u).

证明. 若 u = proxh(x)，则由最优性条件得 0 ∈ ∂h(u) + (u− x)，因此有
x− u ∈ ∂h(u).

反之，若 x− u ∈ ∂h(u)则由次梯度的定义可得到

h(v)⩾ h(u) + (x− u)T(v− u), ∀ v ∈ dom h.

两边同时加
1
2
∥v− x∥2，即有

h(v) +
1
2
∥v− x∥2 ⩾ h(u) + (x− u)T(v− u) +

1
2
∥v− x∥2

⩾ h(u) +
1
2
∥u− x∥2, ∀ v ∈ dom h.

因此我们得到 u = proxh(x)．

用 th代替 h，上面的等价结论形式上可以写成

u = proxth(x) ⇐⇒ u ∈ x− t∂h(u).
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邻近算子的计算可以看成是次梯度算法的隐式格式（后向迭代），这实际是
近似点算法的迭代格式（见第7.3节）．对于非光滑情形，由于次梯度不唯一，
显式格式的迭代并不唯一，而隐式格式却能得到唯一解．此外在步长的选择
上面，隐式格式也要优于显式格式．
下面给出一些常见的例子．计算邻近算子的过程实际上是在求解一个优

化问题，我们给出 ℓ1 范数和 ℓ2 范数对应的计算过程，其他例子读者可以自
行验证．

例 7.1 (邻近算子的例子) 在下面所有例子中，常数 t > 0为正实数．

(1) ℓ1 范数：

h(x) = ∥x∥1, proxth(x) = sign(x)max{|x| − t,0} .

证明. 邻近算子 u = proxth(x)的最优性条件为

x− u ∈ t∂∥u∥1 =


{t}, u > 0,

[−t, t], u = 0,

{−t}, u < 0,

因此，当 x > t时，u = x− t；当 x <−t时，u = x + t；当 x ∈ [−t, t]

时，u = 0，即有 u = sign(x)max{|x| − t,0}．

(2) ℓ2 范数：

h(x) = ∥x∥2, proxth(x) =


(

1− t
∥x∥2

)
x, ∥x∥2 ⩾ t,

0, 其他.

证明. 邻近算子 u = proxth(x)的最优性条件为

x− u ∈ t∂∥u∥2 =


{

tu
∥u∥2

}
, u ̸= 0,

{w : ∥w∥2 ⩽ t}, u = 0,

因此，当 ∥x∥2 > t时，u = x− tx
∥x∥2

；当 ∥x∥2 ⩽ t时，u = 0．

除了直接利用定义计算，很多时候可以利用已知邻近算子的结果，计算
其他邻近算子．下面我们给出一些常用的运算规则．运用这些简单的规则，
可以求解更复杂的邻近算子．
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例 7.2 (邻近算子的运算规则) 由邻近算子的定义和基本的计算推导，我
们可以得出邻近算子满足如下运算规则：

(1) 变量的常数倍放缩以及平移（λ ̸= 0）：

h(x) = g(λx + a), proxh(x) =
1
λ
(proxλ2g(λx + a)− a);

(2) 函数（及变量）的常数倍放缩（λ > 0）：

h(x) = λg
( x

λ

)
, proxh(x) = λproxλ−1g

( x
λ

)
;

(3) 加上线性函数：

h(x) = g(x) + aTx, proxh(x) = proxg(x− a);

(4) 加上二次项 (u > 0)

h(x) = g(x) +
u
2
∥x− a∥2

2, proxh(x) = proxθg(θx + (1− θ)a);

其中 θ =
1

1 + u
;

(5) 向量函数：

h

([
x

y

])
= φ1(x) + φ2(y), proxh

([
x

y

])
=

[
proxφ1

(x)

proxφ2
(y)

]
.

另外一种比较常用的邻近算子是关于示性函数的邻近算子．集合 C 的
示性函数定义为

IC(x) =

0, x ∈ C,

+∞, 其他,

它可以用来把约束变成目标函数的一部分．

例 7.3 (闭凸集上的投影) 设 C为 Rn 上的闭凸集，则示性函数 IC 的邻
近算子为点 x到集合 C的投影，即

proxIC
(x) = argmin

u

{
IC(u) +

1
2
∥u− x∥2

}
= argmin

u∈C
∥u− x∥2 = PC(x).
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此外，应用定理 7.2可进一步得到

u = PC(x)⇔ x− u ∈ ∂IC(u)

⇔ (x− u)T(z− u)⩽ IC(z)− IC(u) = 0, ∀ z ∈ C.

此结论有较强的几何意义：若点 x位于 C外部，则从投影点 u指向 x的向
量与任意起点为 u且指向 C内部的向量的夹角为直角或钝角．

7.1.2 近似点梯度法

下面将引入本节的重点——近似点梯度算法．我们将考虑如下复合优化
问题：

min ψ(x) = f (x) + h(x), (7.1.2)

其中函数 f 为可微函数，其定义域 dom f = Rn，函数 h为凸函数，可以是
非光滑的，并且一般计算此项的邻近算子并不复杂．比如 LASSO问题，两

项分别为 f (x) =
1
2
∥Ax− b∥2，h(x) = µ∥x∥1．一般的带凸集约束的优化问

题也可以用 (7.1.2)式表示，即对问题

min
x∈C

ϕ(x),

复合优化问题中的两项可以写作 f (x) = ϕ(x)，h(x) = IC(x)，其中 IC(x)为
示性函数．
近似点梯度法的思想非常简单：注意到 ψ(x)有两部分，对于光滑部分

f 做梯度下降，对于非光滑部分 h使用邻近算子，则近似点梯度法的迭代公
式为

xk+1 = proxtkh(xk − tk∇ f (xk)), (7.1.3)

其中 tk > 0为每次迭代的步长，它可以是一个常数或者由线搜索得出．近似
点梯度法跟众多算法都有很强的联系，在一些特定条件下，近似点梯度法还
可以转化为其他算法：当 h(x) = 0时，迭代公式变为梯度下降法

xk+1 = xk − tk∇ f (xk);

当 h(x) = IC(x)时，迭代公式变为投影梯度法

xk+1 = PC(xk − tk∇ f (xk)).

近似点梯度法可以总结为算法 7.1．
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算法 7.1近似点梯度法

1. 输入：函数 f (x), h(x)，初始点 x0．初始化 k = 0．
2. while未达到收敛准则 do

3. xk+1 = proxtkh(xk − tk∇ f (xk)).

4. k← k + 1．
5. end while

如何理解近似点梯度法？根据邻近算子的定义，把迭代公式展开：

xk+1 = argmin
u

{
h(u) +

1
2tk
∥u− xk + tk∇ f (xk)∥2

}
= argmin

u

{
h(u) + f (xk) +∇ f (xk)T(u− xk) +

1
2tk
∥u− xk∥2

}
,

可以发现，近似点梯度法实质上就是将问题的光滑部分线性展开再加上二
次项并保留非光滑部分，然后求极小来作为每一步的估计．此外，根据定理
7.2，近似点梯度算法可以形式上写成

xk+1 = xk − tk∇ f (xk)− tkgk, gk ∈ ∂h(xk+1).

其本质上是对光滑部分做显式的梯度下降，关于非光滑部分做隐式的梯度
下降．
算法 7.1中步长 tk 的选取较为关键．当 f 为梯度 L-利普希茨连续函数

时，可取固定步长 tk = t ⩽ 1
L
．当 L未知时可使用线搜索准则

f (xk+1)⩽ f (xk) +∇ f (xk)T(xk+1 − xk) +
1

2tk
∥xk+1 − xk∥2. (7.1.4)

我们将在第 7.1.4小节中解释这样选取的原因．此外，还可利用 BB步长作
为 tk 的初始估计并用非单调线搜索准则进行校正．由于 ψ(x)是不可微的函
数，利用格式 (5.2.7)或格式 (5.2.8)进行计算时，应使用∇ f (xk)和∇ f (xk−1)

（即光滑部分的梯度）计算与其对应的 yk−1．类似地，仿照准则 (5.1.6)可构
造如下适用于近似点梯度法的非单调线搜索准则：

ψ(xk+1)⩽ Ck − c1

2tk
∥xk+1 − xk∥2, (7.1.5)

其中 c1 ∈ (0,1)为正常数，Ck 的定义同 (5.1.6)式．注意，定义 Ck 时需要使
用整体函数值 ψ(xk)．
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7.1.3 应用举例

1. LASSO问题求解

这里介绍如何使用近似点梯度法来求解 LASSO问题

min
x

µ∥x∥1 +
1
2
∥Ax− b∥2.

令 f (x) =
1
2
∥Ax− b∥2，h(x) = µ∥x∥1，则

∇ f (x) = AT(Ax− b),

proxtkh(x) = sign(x)max{|x| − tkµ,0}.

求解 LASSO问题的近似点梯度算法可以由下面的迭代格式给出：

yk = xk − tk AT(Axk − b),

xk+1 = sign(yk)max{|yk| − tkµ,0},

即第一步做梯度下降，第二步做收缩．特别地，第二步收缩算子保证了迭代
过程中解的稀疏结构．这也解释了为什么近似点梯度算法效果好的原因．

我们用同第 5.2节中一样的 A和 b，并取 µ = 10−3．采用连续化的近似

点梯度法来求解，分别取固定步长 t =
1
L
，这里 L = λmax(AT A)，和结合线

搜索的 BB步长．停机准则和参数 µ的连续化设置和第 5.2节中的光滑化梯
度法一致，结果如图7.1．

可以看到结合线搜索的 BB 步长能够显著提高算法的收敛速度，且比
第5.2节中的光滑化梯度法收敛得更快．

2. 低秩矩阵恢复

考虑低秩矩阵恢复模型：

min
X∈Rm×n

µ∥X∥∗ +
1
2 ∑

(i,j)∈Ω

(Xij −Mij)
2,

其中 M是想要恢复的低秩矩阵，但是只知道其在下标集Ω上的值．令

f (X) =
1
2 ∑

(i,j)∈Ω

(Xij −Mij)
2, h(X) = µ∥X∥∗,
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图 7.1 近似点梯度法求解 LASSO问题

定义矩阵 P ∈Rm×n：

Pij =

1, (i, j) ∈Ω,

0, 其他,

则

f (X) =
1
2
∥P⊙ (X−M)∥2

F,

∇ f (X) = P⊙ (X−M),

proxtkh(X) = UDiag (max{|d| − tkµ,0})VT,

其中 X = UDiag(d)VT 为矩阵 X 的约化的奇异值分解．近似点梯度法的迭
代格式为

Yk = Xk − tkP⊙ (Xk −M),

Xk+1 = proxtkh(Y
k).

7.1.4 收敛性分析

本小节介绍近似点梯度算法的收敛性．在提出近似点梯度算法时，我们
仅仅要求 f (x)为可微函数，但在收敛性分析时则要求 f (x)也为凸函数．

假设 7.1
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(1) f 在其定义域 dom f = Rn 内为凸的；∇ f 在常数 L意义下利普希茨连
续，即

∥∇ f (x)−∇ f (y)∥⩽ L∥x− y∥, ∀x,y;

(2) h是适当的闭凸函数（因此 proxth 的定义是合理的）；

(3) 函数 ψ(x) = f (x) + h(x)的最小值 ψ∗ 是有限的，并且在点 x∗ 处可以
取到（并不要求唯一）．

以上的条件可以保证近似点梯度法的收敛结果: 在定步长 tk ∈
(

0,
1
L

]
的情况下，迭代点 xk 处的函数值 ψ(xk)以 O

(
1
k

)
的速率收敛到 ψ∗．

在正式给出收敛定理之前，我们先引入一个新函数．

定义 7.2 (梯度映射) 设 f (x)和 h(x)满足假设 7.1，t > 0为正常数，定
义梯度映射为

Gt(x) =
1
t
(x− proxth(x− t∇ f (x))). (7.1.6)

通过计算可以发现 Gt(x) 为近似点梯度法每次迭代中的负的“搜索方
向”，即

xk+1 = proxth(xk − t∇ f (xk)) = xk − tGt(xk).

这里需要注意的是，Gt(x)并不是 ψ = f + h的梯度或者次梯度，而由之前
邻近算子与次梯度的关系可以得出

Gt(x)−∇ f (x) ∈ ∂h(x− tGt(x)). (7.1.7)

此外，Gt(x)作为“搜索方向”，与算法的收敛性有很强的关系：Gt(x) = 0

当且仅当 x为 ψ(x) = f (x) + h(x)的最小值点．
有了上面的铺垫，我们介绍近似点梯度法的收敛性．

定理 7.3 在假设 7.1下，取定步长为 tk = t ∈
(

0,
1
L

]
，设 {xk}是由迭代

格式(7.1.3)产生的序列，则

ψ(xk)− ψ∗ ⩽ 1
2kt
∥x0 − x∗∥2. (7.1.8)

证明. 利用假设 7.1 中的利普希茨连续的性质，根据二次上界(2.2.3)可以
得到

f (y)⩽ f (x) +∇ f (x)T(y− x) +
L
2
∥y− x∥2, ∀x,y ∈Rn.
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令 y = x− tGt(x)，有

f (x− tGt(x))⩽ f (x)− t∇ f (x)TGt(x) +
t2L
2
∥Gt(x)∥2.

若 0 < t ⩽ 1
L

,则

f (x− tGt(x))⩽ f (x)− t∇ f (x)TGt(x) +
t
2
∥Gt(x)∥2. (7.1.9)

此外，由 f (x), h(x)为凸函数，对任意 z ∈ dom ψ我们有

h(z)⩾ h(x− tGt(x)) + (Gt(x)−∇ f (x))T(z− x + tGt(x)),

f (z)⩾ f (x) +∇ f (x)T(z− x),

其中关于 h(z)的不等式利用了关系式(7.1.7)．整理得

h(x− tGt(x))⩽ h(z)− (Gt(x)−∇ f (x))T(z− x + tGt(x)), (7.1.10)

f (x)⩽ f (z)−∇ f (x)T(z− x). (7.1.11)

将(7.1.9)—(7.1.11)式相加可得对任意 z ∈ dom ψ有

ψ(x− tGt(x))⩽ ψ(z) + Gt(x)T(x− z)− t
2
∥Gt(x)∥2. (7.1.12)

因此，对于每一步的迭代，

x̃ = x− tGt(x),

在全局不等式 (7.1.12)中，取 z = x∗ 有

ψ(x̃)− ψ∗ ⩽ Gt(x)T(x− x∗)− t
2
∥Gt(x)∥2

=
1
2t
(
∥x− x∗∥2 − ∥x− x∗ − tGt(x)∥2)

=
1
2t
(
∥x− x∗∥2 − ∥x̃− x∗∥2) .

(7.1.13)

分别取 x = xi−1, x̃ = xi, t = ti =
1
L

, i = 1,2, · · · ,k，代入不等式 (7.1.13) 并累
加，

k

∑
i=1

(ψ(xi)− ψ∗)⩽ 1
2t

k

∑
i=1

(
∥xi−1 − x∗∥2 − ∥xi − x∗∥2)

=
1
2t
(
∥x0 − x∗∥2 − ∥xk − x∗∥2)

⩽ 1
2t
∥x0 − x∗∥2.
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注意到在不等式 (7.1.12)中，取 z = x即可得到算法为下降法：

ψ(x̃)⩽ ψ(x)− t
2
∥Gt(x)∥2,

即 ψ(xi)为非增的，因此

ψ(xk)− ψ∗ ⩽ 1
k

k

∑
i=1

(ψ(xi)− ψ∗)⩽ 1
2kt
∥x0 − x∗∥2.

在定理 7.3中，收敛性要求步长小于或等于 ∇ f 对应的利普希茨常数 L

的倒数．但是在实际应用中，我们经常很难知道 L，因此可以考虑线搜索的

技巧．注意到之所以需要 t ⩽ 1
L
的条件是因为不等式(7.1.9)，所以线搜索策

略可以是从某个 t = t̂ > 0开始进行回溯（t← βt），直到满足不等式

f (x− tGt(x))⩽ f (x)− t∇ f (x)TGt(x) +
t
2
∥Gt(x)∥2. (7.1.14)

注意，(7.1.14)式与前面给出的线搜索准则 (7.1.4)是等价的，这也说明了准
则 (7.1.4)的合理性．

类似于定理 7.3，我们有如下收敛性定理：

定理 7.4 在假设 7.1下，从某个 t = t̂ > 0开始进行回溯（t← βt）直到
满足不等式(7.1.14)，设 {xk}是由迭代格式(7.1.3)产生的序列，则

ψ(xk)− ψ∗ ⩽ 1
2k min

{
t̂, β/L

}∥x0 − x∗∥2.

证明. 由定理 7.3的证明过程，当 0 < t ⩽ 1
L
时，不等式(7.1.14)成立，因

此由线搜索所得的步长 t应该满足 t ⩾ tmin = min{t̂, β

L
}．利用和定理 7.3同

样的证明方法，我们有 ψ(xi) < ψ(xi−1)，且

ψ(xi)− ψ∗ ⩽ 1
2tmin

(
∥xi−1 − x∗∥2 − ∥xi − x∗∥2) .

从 i = 1到 i = k累加所有的不等式，并利用 ψ(xi)是非增的，可得上界估计

ψ(xk)− ψ∗ ⩽ 1
2ktmin

∥x0 − x∗∥2.

7.2 Nesterov加速算法

上一节分析了近似点梯度算法的收敛速度：如果光滑部分的梯度是利

普希茨连续的，则目标函数的收敛速度可以达到 O
(

1
k

)
．一个自然的问题



7.2 NESTEROV加速算法 231

是如果仅用梯度信息，我们能不能取得更快的收敛速度．Nesterov分别在
1983 年、1988 年和 2005 年提出了三种改进的一阶算法，收敛速度能达到

O
(

1
k2

)
．实际上，这三种算法都可以应用到近似点梯度算法上．在Nesterov

加速算法刚提出的时候，由于牛顿算法有更快的收敛速度，Nesterov加速
算法在当时并没有引起太多的关注．但近年来，随着数据量的增大，牛顿型
方法由于其过大的计算复杂度，不便于有效地应用到实际中，Nesterov加
速算法作为一种快速的一阶算法重新被挖掘出来并迅速流行起来．Beck和
Teboulle就在 2008年给出了 Nesterov在 1983年提出的算法的近似点梯度
法版本——FISTA．本节将对这些加速方法做一定的介绍和总结，主要讨论
凸函数的加速算法，并给出相应的例子和收敛性证明．作为补充，我们也将
简单介绍非凸问题上的加速算法．

7.2.1 FISTA算法

考虑如下复合优化问题：

min
x∈Rn

ψ(x) = f (x) + h(x), (7.2.1)

其中 f (x)是连续可微的凸函数且梯度是利普希茨连续的（利普希茨常数是
L），h(x)是适当的闭凸函数．优化问题(7.2.1)由光滑部分 f (x)和非光滑部
分 h(x)组成，可以使用近似点梯度法来求解这一问题，但是其收敛速度只

有 O
(

1
k

)
．很自然地，我们希望能够加速近似点梯度算法，这就是本小节

要介绍的 FISTA算法．
FISTA算法由两步组成：第一步沿着前两步的计算方向计算一个新点，

第二步在该新点处做一步近似点梯度迭代，即

yk = xk−1 +
k− 2
k + 1

(xk−1 − xk−2),

xk = proxtkh(y
k − tk∇ f (yk)).

图7.2给出 FISTA算法的迭代序列图．可以看到这一做法对每一步迭代的计
算量几乎没有影响，而带来的效果是显著的．如果选取 tk 为固定的步长并

小于或等于
1
L
，其收敛速度达到了 O

(
1
k2

)
，我们将在收敛性分析中给出推

导过程．完整的 FISTA算法见算法7.2．
为了对算法做更好的推广，可以给出 FISTA算法的一个等价变形，只是

把原来算法中的第一步拆成两步迭代，相应算法见算法 7.3．当 γk =
2

k + 1
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xk−2 xk−1 yk

xk = proxtkh
(yk − tk∇f(yk))

图 7.2 FISTA一次迭代

算法 7.2 FISTA

1. 输入：x0 = x−1 ∈Rn，k← 1．
2. while未达到收敛准则 do

3. 计算 yk = xk−1 +
k− 2
k + 1

(xk−1 − xk−2),

4. 选取 tk = t ∈
(

0,
1
L

]
，计算 xk = proxtkh(y

k − tk∇ f (yk))．

5. k← k + 1．
6. end while

时，并且取固定步长时，两个算法是等价的．但是当 γk采用别的取法时，算
法 7.3将给出另一个版本的加速算法．

算法 7.3 FISTA算法的等价变形

1. 输入：v0 = x0 ∈Rn，k← 1．
2. while未达到收敛准则 do

3. 计算 yk = (1− γk)xk−1 + γkvk−1．
4. 选取 tk，计算 xk = proxtkh(y

k − tk∇ f (yk))．

5. 计算 vk = xk−1 +
1
γk

(xk − xk−1)．

6. k← k + 1．
7. end while

对于该算法框架，我们需要确定如何选取步长 tk 和 γk，这决定了算法

的收敛速度．首先给出算法 7.3以 O
(

1
k2

)
的速度收敛的条件（具体的证明
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将在后面给出）：

f (xk)⩽ f (yk) + ⟨∇ f (yk), xk − yk⟩+ 1
2tk
∥xk − yk∥2

2, (7.2.2)

γ1 = 1,
(1− γi)ti

γ2
i

⩽ ti−1

γ2
i−1

, i > 1, (7.2.3)

γ2
k

tk
=O

(
1
k2

)
. (7.2.4)

可以看到当取 tk =
1
L
，γk =

2
k + 1

时，以上条件满足．而且 γk 的选取并不
唯一，例如我们可以采取

γ1 = 1,
1
γk

=
1
2

(
1 +

√
1 +

4
γk−1

)

来得到序列 {γk}，这样导出的算法的收敛速度依然是 O
(

1
k2

)
．

在算法 7.2和算法 7.3中都要求步长满足 tk ⩽
1
L
，此时条件(7.2.2)满足．

然而，对绝大多数问题我们不知道函数∇ f 的利普希茨常数．为了在这种情
况下条件(7.2.2)依然能满足，需要使用线搜索来确定合适的 tk，同时选取 γk

使得条件(7.2.3)和条件(7.2.4)同时满足，从而使得算法达到 O
(

1
k2

)
的收敛

速度．下面给出两个线搜索算法，在执行它们时条件(7.2.2)-(7.2.4)同时得到
满足，进而可以得到相同收敛速度的结合线搜索的 FISTA算法．

第一种方法比较直观，类似于近似点梯度算法，它是在算法 7.3的第 4

行中加入线搜索，并取 γk =
2

k + 1
，以回溯的方式找到满足条件 (7.2.2)的 tk

即可．每一次的起始步长取为前一步的步长 tk−1，通过不断指数式地减小步
长 tk 来使得条件(7.2.2)得到满足．注意，当 tk 足够小时，条件(7.2.2)是一定
会得到满足的，因此不会出现线搜索无法终止的情况．容易验证其他两个条
件(7.2.3)(7.2.4)在迭代过程中也得到满足．该算法的具体过程见算法 7.4．

在第一种方法中线搜索的初始步长 tk 取为上一步的步长 tk−1，并在迭
代过程中不断减小，这不利于算法较快收敛．注意到算法7.3中参数 γk 也是
可调的，这进一步增加了设计线搜索算法的灵活性．第二种线搜索方法不仅
改变步长 tk 而且改变 γk，所以 yk 也随之改变．该算法的具体过程见 7.5．

由 γk 的计算可知，其一定满足条件(7.2.3)且有 0 < γk ⩽ 1，并且 tk 的选
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算法 7.4线搜索算法 1

1. 输入：tk = tk−1 > 0，ρ < 1．参照点 yk 及其梯度 ∇ f (yk)．
2. 计算 xk = proxtkh(y

k − tk∇ f (yk))．
3. while条件(7.2.2)对 xk,yk 不满足 do

4. tk← ρtk．
5. 重新计算 xk = proxtkh(y

k − tk∇ f (yk))．
6. end while

7. 输出：迭代点 xk，步长 tk．

算法 7.5线搜索算法 2

1. 输入：tk = t̂ > 0，tk−1 > 0，ρ < 1．
2. loop

3. 取 γk 为关于 γ的方程 tk−1γ2 = tkγ2
k−1(1− γ)的正根．

4. 计算 yk = (1− γk)xk−1 + γkvk−1 和梯度 ∇ f (yk)．
5. 计算 xk = proxtkh(y

k − tk∇ f (yk))．
6. if条件(7.2.2)对 xk,yk 不满足 then

7. tk← ρtk．
8. else

9. 结束循环．
10. end if

11. end loop

12. 输出：迭代点 xk，步长 tk．

取必有一个下界 tmin．关于
γ2

k

tk
的估计，我们有

√
tk−1

γk−1
=

√
(1− γk)tk

γk
⩽
√

tk

γk
−
√

tk

2
,

这里的不等号是由于
√

1− x在点 x = 0处的凹性．反复利用上式可得
√

tk

γk
⩾
√

t1 +
1
2

k

∑
i=2

√
ti,

因此

γ2
k

tk
⩽ 1

(
√

t1 +
1
2 ∑k

i=2
√

ti)2
⩽ 4

tmin(k + 1)2 =O
(

1
k2

)
. (7.2.5)
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以上的分析说明了条件(7.2.3)和条件(7.2.4)在算法7.5的执行中也得到满足．
算法7.5的执行过程比算法7.4的复杂．由于它同时改变了 tk 和 γk，迭代

点 xk 和参照点 yk 在线搜索的过程中都发生了变化，点 yk 处的梯度也需要
重新计算．但此算法给我们带来的好处就是步长 tk 不再单调下降，在迭代
后期也可以取较大值，这会进一步加快收敛．
总的来说，固定步长的 FISTA算法对于步长的选取是较为保守的，为了

保证收敛，有时不得不选取一个很小的步长，这使得固定步长的 FISTA算
法收敛较慢．如果采用线搜索，则在算法执行过程中会有很大机会选择符合
条件的较大步长，因此线搜索可能加快算法的收敛，但代价就是每一步迭代
的复杂度变高．在实际的 FISTA算法中，需要权衡固定步长和线搜索算法
的利弊，从而选择针对特定问题的高效算法．

7.2.2 其他加速算法

本小节将给出除 FISTA算法外的另外两种加速算法，它们分别是 Nes-

terov在 1988年和 2005年提出的算法的推广版本．此外，本小节还将简单
提一下针对非凸复合优化问题的 Nesterov加速算法．

对于复合优化问题 (7.2.1)，我们给出第二类 Nesterov加速算法，见算
法 7.6．

算法 7.6第二类 Nesterov加速算法

1. 输入：令 x0 = y0，初始化 k← 1．
2. while未达到收敛准则 do

3. 计算 zk = (1− γk)xk−1 + γkyk−1．

4. 计算 yk = prox(tk/γk)h

(
yk−1 − tk

γk
∇ f (zk)

)
．

5. 计算 xk = (1− γk)xk−1 + γkyk．
6. k← k + 1．
7. end while

8. 输出: xk．

第二类Nesterov加速算法的一步迭代可参考图 7.3．和经典 FISTA算法
的一个重要区别在于，第二类Nesterov加速算法中的三个序列 {xk}，{yk}
和 {zk}都可以保证在定义域内．而 FISTA算法中的序列 {yk}不一定在定义
域内．在第二类Nesterov加速算法中，我们同样可以取 γk =

2
k + 1

，tk =
1
L
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yk−1 xk−1zk

yk = prox(tk/γk)h
(yk−1 − (tk/γk)∇f(zk))

xk

图 7.3 第二类 Nesterov加速算法的一步迭代

来获得 O
(

1
k2

)
的收敛速度．

针对问题 (7.2.1)的第三类Nesterov加速算法框架见算法 7.7．该算法和

算法 7.7第三类 Nesterov加速算法

1. 输入：令 x0 ∈ dom h，y0 = argmin
x∈dom h

∥x∥2．初始化 k← 1．

2. while未达到收敛准则 do

3. 计算 zk = (1− γk)xk−1 + γkyk−1．

4. 计算 yk = prox(tk ∑k
i=1 1/γi)h

(
−tk

k

∑
i=1

1
γi
∇ f (zi)

)
．

5. 计算 xk = (1− γk)xk−1 + γkyk．
6. k← k + 1．
7. end while

8. 输出: xk．

第二类 Nesterov加速算法 7.6的区别仅仅在于 yk 的更新，第三类 Nesterov

加速算法计算 yk 时需要利用全部已有的 {∇ f (zi)}, i = 1,2, · · · ,k．同样地，

该算法取 γk =
2

k + 1
，tk =

1
L
时，也有 O

(
1
k2

)
的收敛速度．

除了针对凸问题的加速算法，还有针对非凸复合优化问题的加速算法．
仍然考虑问题(7.2.1)的形式，这里并不要求 f 是凸的，但是要求其是可微的
且梯度是利普希茨连续的，h与之前的要求相同．将针对凸函数的加速算法
做一些修改，我们可以给出非凸复合优化问题的加速梯度法框架．在算法
7.8中，λk 和 tk 分别为更新 yk 和 xk 的步长参数．从形式上看，算法 7.8和
之前我们接触的任何一种算法都不相同，但可以证明当 λk和 tk取特定值时，
它等价于之前介绍过的第二类 Nesterov加速算法（见本章习题）．
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算法 7.8复合优化问题的加速算法框架

1. 输入：令 x0 = y0 ∈ Rn，取 {γk}使得 γ1 = 1且当 k ⩾ 2时，γk ∈ (0,1)．
初始化 k← 1．

2. while未达到收敛准则 do

3. zk = γkyk−1 + (1− γk)xk−1，
4. yk = proxλkh

(
yk−1 − λk∇ f (zk)

)
，

5. xk = proxtkh

(
zk − tk∇ f (zk)

)
．

6. k← k + 1．
7. end while

8. 输出: xk．

在非凸函数情形下，一阶算法一般只能保证收敛到一个稳定点，并不能
保证收敛到最优解，因此无法用函数值与最优值的差来衡量优化算法解的精
度．类似于非凸光滑函数利用梯度作为停止准则，对于非凸复合函数 (7.2.1)，
我们利用梯度映射（定义 7.2）来判断算法是否收敛．注意到 Gt(x) = 0是
优化问题(7.2.1)的一阶必要条件，因此利用 ∥Gtk(xk)∥ 来刻画算法 7.8 的收
敛速度．可以证明，当 f 为凸函数时，算法 7.8的收敛速度与 FISTA算法相

同，两者都为 O
(

1
k2

)
；当 f 为非凸函数时，算法 7.8也收敛，且收敛速度

为 O
(

1
k

)
，详见 [50]．

7.2.3 应用举例

之前我们用近似点梯度算法求解的模型，都可以用 Nesterov加速算法
来求解．为了简化篇幅，此处不再重复叙述对应的优化问题，而是直接给出
相应的加速算法迭代格式．

1. LASSO问题求解

求解 LASSO问题的 FISTA算法可以由下面的迭代格式给出：

yk = xk−1 +
k− 2
k + 1

(xk−1 − xk−2),

wk = yk − tk AT(Ayk − b),

xk = sign(wk)max{|wk| − tkµ,0}.
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与近似点梯度算法相同，由于最后一步将 wk 中绝对值小于 tkµ的分量置零，
该算法能够保证迭代过程中解具有稀疏结构．我们也给出第二类 Nesterov

加速算法：

zk = (1− γk)xk−1 + γkyk−1,

wk = yk−1 − tk

γk
AT(Azk − b),

yk = sign(wk)max
{
|wk| − tk

γk
µ,0
}

,

xk = (1− γk)xk−1 + γkyk,

和第三类 Nesterov加速算法：

zk = (1− γk)xk−1 + γkyk−1,

wk = −tk

k

∑
i=1

1
γi

AT(Azi − b),

yk = sign(wk)max

{
|wk| − tk

k

∑
i=1

1
γi

µ,0

}
,

xk = (1− γk)xk−1 + γkyk.

我们用同第5.2节中一样的 A和 b，并取 µ = 10−3，分别利用连续化近似
点梯度法、连续化 FISTA加速算法、连续化第二类Nesterov算法来求解问

题，并分别取固定步长 t =
1
L
，这里 L = λmax(AT A)，和结合线搜索的 BB步

长．停机准则与参数 µ的连续化设置和第5.2节中的光滑化梯度法一致．结果
如图7.4．可以看到：就固定步长而言，FISTA算法相较于第二类Nesterov

加速算法收敛得略快一些，也可注意到 FISTA算法是非单调算法．同时，BB

步长和线搜索技巧可以加速算法的收敛速度．此外，带线搜索的近似点梯度
法可以比带线搜索的 FISTA算法更快收敛．

7.2.4 收敛性分析

本小节将给出 Nesterov 加速算法收敛速度的理论分析，我们将只针
对凸优化问题分析 FISTA 加速算法的收敛速度，而对于第二类和第三类
Nesterov加速算法和非凸问题的加速算法，有兴趣的读者可以自行阅读相
关文献．

下面的定理给出了固定步长的 FISTA算法的收敛速度．
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图 7.4 使用近似点梯度法以及不同的加速算法求解 LASSO问题

定理 7.5 (固定步长 FISTA算法收敛速度) 在假设 7.1的条件下，当用

算法 7.3求解凸复合优化问题 (7.2.1)时，若取固定步长 tk =
1
L
，则

ψ(xk)− ψ(x∗)⩽ 2L
(k + 1)2 ∥x

0 − x∗∥2. (7.2.6)

证明. 首先根据 xk = proxtkh(y
k − tk∇ f (yk))，可知

−xk + yk − tk∇ f (yk) ∈ tk∂h(xk).

故对于任意的 x，有

tkh(x)⩾ tkh(xk) + ⟨−xk + yk − tk∇ f (yk), x− xk⟩. (7.2.7)

另一方面由 f 梯度利普希茨连续和 tk =
1
L
可以得到

f (xk)⩽ f (yk) + ⟨∇ f (yk), xk − yk⟩+ 1
2tk
∥xk − yk∥2. (7.2.8)



240 第七章 复合优化算法

结合以上两个不等式，对于任意的 x有

ψ(xk) = f (xk) + h(xk)

⩽ h(x) + f (yk) + ⟨∇ f (yk), x− yk⟩+ 1
tk
⟨xk − yk, x− xk⟩+

1
2tk
∥xk − yk∥2

⩽ h(x) + f (x) +
1
tk
⟨xk − yk, x− xk⟩+ 1

2tk
∥xk − yk∥2

= ψ(x) +
1
tk
⟨xk − yk, x− xk⟩+ 1

2tk
∥xk − yk∥2.

(7.2.9)

在(7.2.9)式中分别取 x = xk−1和 x = x∗，并记 ψ(x∗) = ψ∗，再分别乘 1− γk

和 γk 并相加得到

ψ(xk)− ψ∗ − (1− γk)(ψ(xk−1)− ψ∗)

⩽ 1
tk
⟨xk − yk, (1− γk)xk−1 + γkx∗ − xk⟩+ 1

2tk
∥xk − yk∥2.

(7.2.10)

结合迭代式

vk = xk−1 +
1
γk

(xk − xk−1),

yk = (1− γk)xk−1 + γkvk−1,

不等式(7.2.10)可以化为

ψ(xk)− ψ∗ − (1− γk)(ψ(xk−1)− ψ∗)

⩽ 1
2tk

(∥yk − (1− γk)xk−1 − γkx∗∥2 − ∥xk − (1− γk)xk−1 − γkx∗∥2)

=
γ2

k

2tk
(∥vk−1 − x∗∥2 − ∥vk − x∗∥2).

(7.2.11)

注意到 tk,γk 的取法满足不等式

1− γk

γ2
k

tk ⩽
1

γ2
k−1

tk−1, (7.2.12)

可以得到一个有关相邻两步迭代的不等式

tk

γ2
k
(ψ(xk)− ψ∗) +

1
2
∥vk − x∗∥2 ⩽ tk−1

γ2
k−1

(ψ(xk−1)− ψ∗) +
1
2
∥vk−1 − x∗∥2.

(7.2.13)
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反复利用(7.2.13)式，我们有

tk

γ2
k
(ψ(xk)− ψ∗) +

1
2
∥vk − x∗∥2 ⩽ t1

γ2
1
(ψ(x1)− ψ∗) +

1
2
∥v1 − x∗∥2. (7.2.14)

对 k = 1，注意到 γ1 = 1,v0 = x0，再次利用(7.2.11)式可得

t1

γ2
1
(ψ(x1)− ψ∗) +

1
2
∥v1 − x∗∥2

⩽ (1− γ1)t1

γ2
1

(ψ(x0)− ψ∗) +
1
2
∥v0 − x∗∥2 =

1
2
∥x0 − x∗∥2.

(7.2.15)

结合(7.2.14)式和(7.2.15)式可以得到(7.2.6)式．

在定理7.5的证明中关键的一步在于建立(7.2.13)式，而建立这个递归关

系并不需要 t =
1
L

,γk =
2

k + 1
这一具体条件，我们只需要保证条件(7.2.2)和

条件(7.2.3)成立即可．条件(7.2.2)主要依赖于 f (x) 的梯度利普希茨连续性；
而(7.2.3)的成立依赖于 γk 和 tk 的选取．最后，条件(7.2.4)的成立保证了算

法7.3的收敛速度达到O
(

1
k2

)
．也就是说，如果抽取条件(7.2.2)-(7.2.4)作为

算法收敛的一般条件，则可以证明一大类 FISTA算法的变形都具有O
(

1
k2

)
的收敛速度．

推论 7.1 (一般 FISTA算法的收敛速度) 在假设 7.1的条件下，当用算法
7.3求解凸复合优化问题 (7.2.1)时，若迭代点 xk,yk，步长 tk 以及组合系数
γk 满足条件(7.2.2)-(7.2.4)，则

ψ(xk)− ψ(x∗)⩽ C
k2 , (7.2.16)

其中 C仅与函数 f，初始点 x0 的选取有关．特别地，采用线搜索算法7.4和

算法7.5的 FISTA算法具有 O
(

1
k2

)
的收敛速度．

在这里我们指出，虽然已经抽象出了 tk,γk 满足的条件，但我们无法

再找到其他的 tk,γk 来进一步改善 FISTA 算法的收敛速度，即 O
(

1
k2

)
是

FISTA算法所能达到的最高的收敛速度．

7.3 近似点算法

前两节分别讨论了近似点梯度算法和 Nesterov加速算法，它们能够处
理部分不可微的目标函数．对于一般形式的目标函数，可以用近似点算法，
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该算法是近似点梯度算法的一种特殊情况．我们将其单独拿出来讨论，是因
为近似点算法具有一些特殊的理论性质，例如其与增广拉格朗日函数法有
某种等价关系．本节首先给出近似点算法的格式和其加速版本，然后叙述其
与增广拉格朗日函数法的关系，最后讨论近似点算法的收敛性．

7.3.1 近似点算法

本小节将讨论如下一般形式的最优化问题：

min
x

ψ(x), (7.3.1)

其中 ψ是一个适当的闭凸函数，这里并不要求 ψ是可微或连续的（例如 ψ

的一部分可以是凸集的示性函数）．对于不可微的 ψ，我们可以用次梯度算
法，但是该方法往往收敛较慢，且收敛条件比较苛刻．我们也可以考虑如下
隐式格式的次梯度算法：

xk+1 = xk − tk∂ψ(xk+1). (7.3.2)

上面的格式只是形式上的．类似于之前的近似点梯度算法，可以用邻近算子
表示隐式格式：近似点算法格式可以写成

xk+1 = proxtkψ(xk)

= argmin
u

{
ψ(u) +

1
2tk
∥u− xk∥2

2

}
,

(7.3.3)

其中 tk 为第 k 步迭代时的步长，可为固定值或通过某种合适的线搜索策略
得到．回顾近似点梯度法的迭代格式，会发现这个算法可以看做是近似点梯
度法在 f (x) = 0时的情况，但不同之处在于：在近似点梯度法中，非光滑
项 h(x)的邻近算子通常比较容易计算；而在近似点算法中，ψ(x)的邻近算
子通常是难以求解的，绝大多数情况下需借助其他类型的迭代法进行（不精
确）求解．

注 7.1 在近似点算法迭代格式 (7.3.3)中，我们构造了一个看似比原问
题 (7.3.1)形式更复杂的子问题．这样的构造带来的好处是：子问题的目标
函数是一个强凸函数，更加便于使用迭代法进行求解．

与近似点梯度法类似，同样可以对近似点算法进行加速．与其对应的
FISTA算法的迭代格式可以写成

xk = proxtkψ

(
xk−1 + γk

1− γk−1

γk−1
(xk−1 − xk−2)

)
,
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第二类 Nesterov加速算法的迭代格式可以写成

vk = prox(tk/γk)ψ
(vk−1), xk = (1− γk)xk−1 + γkvk.

关于算法参数的选择，我们提出两种策略：

• 策略 1：取固定步长 tk = t以及 γk =
2

k + 1
；

• 策略 2：对于可变步长 tk，当 k = 1时取 γ1 = 1；当 k > 1时，γk 由方
程

(1− γk)tk

γ2
k

=
tk−1

γ2
k−1

确定．

7.3.2 与增广拉格朗日函数法的关系

这一小节将讨论近似点算法与增广拉格朗日函数法之间的关系．这是近
似点算法一个非常重要的性质，了解该性质能增进对增广拉格朗日函数的
理解．考虑具有如下形式的优化问题：

min
x∈Rn

f (x) + h(Ax), (7.3.4)

其中 f , h为适当的闭凸函数．容易计算出其对偶问题为

max ψ(z) = − f ∗(−ATz)− h∗(z), (7.3.5)

其中 f ∗, h∗ 分别为 f , h的共轭函数．
问题 (7.3.4) 描述了很广泛的一类凸优化问题，我们给出三个常见的例

子．

例 7.4

(1) 当 h 是单点集 {b} 的示性函数时，问题(7.3.4)等价于线性等式约束优
化问题

min
x∈Rn

f (x),

s.t. Ax = b.

(2) 当 h是凸集 C上的示性函数时，问题(7.3.4)等价于约束问题

min f (x),

s.t. Ax ∈ C.



244 第七章 复合优化算法

(3) 当 h(y) = ∥y− b∥时，问题(7.3.4)等价于正则优化问题

min f (x) + ∥Ax− b∥.

对于对偶问题 (7.3.5)，我们使用近似点算法进行更新，即

zk+1 = proxtψ(z
k) = argmin

z

{
f ∗(−ATz) + h∗(z) +

1
2tk
∥z− zk∥2

2

}
.

而对于原始问题 (7.3.4)，我们引入中间变量 y，可以得到其等价形式

min f (x) + h(y),

s.t. Ax = y.
(7.3.6)

对问题 (7.3.6)可以用增广拉格朗日函数法进行求解，其迭代格式分为最小
化增广拉格朗日函数和对偶更新两步：

(xk+1,yk+1) = argmin
x,y

{
f (x) + h(y) +

tk

2
∥Ax− y +

1
tk

zk∥2
2

}
,

zk+1 = zk + tk(Axk+1 − yk+1).

接下来介绍本节最重要的结论：对对偶问题 (7.3.5) 用近似点算法，实
际上等价于对原始问题 (7.3.6)用增广拉格朗日函数法．由于问题 (7.3.4)和
问题 (7.3.5)的自变量不同，我们必须理清二者变量的对应关系．下面有关共
轭函数的结论是证明两个算法等价关系的基础．

命题 7.1 设 f (x)是适当的闭凸函数， f ∗(y)是其共轭函数，则对任意
的 y ∈ dom f ∗ 和 x ∈ dom f 有

y ∈ ∂ f (x)⇔ x ∈ ∂ f ∗(y).

证明. 由于 f 是适当闭函数，根据定理 2.12有 f ∗∗ = f．根据 f ∗(y)的定
义，y ∈ ∂ f (x)即表明 x满足最优性条件，因此

xTy− f (x) = f ∗(y).

由自共轭性得
f ∗∗(x) = f (x) = xTy− f ∗(y),

这说明 y是最优值点，即 y满足最优性条件 x ∈ ∂ f ∗(y)．另一个方向的结论
可类似地得到．
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为了方便，我们将增广拉格朗日函数法一步迭代写为如下形式：

(x̂, ŷ) = argmin
x,y

{
f (x) + h(y) + zT(Ax− y) +

t
2
∥Ax− y∥2

2

}
,

u = z + t(Ax̂− ŷ).

下面证明上述迭代中 u的更新实际等价于近似点算法的更新．

证明. 问题

min
x,y

f (x) + h(y) + zT(Ax− y) +
t
2
∥Ax− y∥2

2

可以写为

min
x,y,w

f (x) + h(y) +
t
2
∥w∥2

2,

s.t. Ax− y +
z
t
= w.

对约束 Ax− y +
z
t
= w引入乘子 u，由最优性条件有

Ax̂− ŷ +
z
t
= w, −ATu ∈ ∂ f (x̂), u ∈ ∂h(ŷ), tw = u,

消去 w得 u = z + t(Ax̂− ŷ)．下面只需要讨论 x̂和 ŷ满足的条件．根据命
题 7.1可知

x̂ ∈ ∂ f ∗(−ATu), ŷ ∈ ∂h∗(u),

代入 u的表达式最终可得到

0 ∈ −A∂ f ∗(−ATu) + ∂h∗(u) +
1
t
(u− z).

这正是 u = proxtψ(z)的最优性条件．

另一方面，若有 u = proxtψ(z)，则选取 x̂ ∈ ∂ f ∗(−ATu)及 ŷ ∈ ∂h∗(u)，
即可恢复出增广拉格朗日函数法中的变量．

本节说明，针对某些形式的问题，对原始问题应用增广拉格朗日函数法
等价于对对偶问题应用近似点算法．实际上，此结论对不少优化问题都是成
立的．由于增广拉格朗日函数法是一类比较有效的处理约束优化问题的算
法，根据等价性，如果子问题能够高效求解，近似点算法也应该具有不错的
表现．这一点将在应用举例中具体说明．
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7.3.3 应用举例

1. LASSO问题求解

考虑 LASSO问题

min
x∈Rn

µ∥x∥1 +
1
2
∥Ax− b∥2

2. (7.3.7)

引入变量 y = Ax− b，问题 (7.3.7)可以等价地转化为

min
x,y

ψ(x,y) def
== µ∥x∥1 +

1
2
∥y∥2

2 + ID(x,y), (7.3.8)

其中 D = {(x,y) | Ax− y = b}，ID 为集合 D的示性函数．
对于问题(7.3.8)，我们采用近似点算法进行求解，其第 k步迭代为

(xk+1,yk+1) ≈ argmin
x,y

{
ψ(x,y) +

1
2tk

(
∥x− xk∥2

2 + ∥y− yk∥2
2

)}
, (7.3.9)

其中 tk 为步长．由于问题 (7.3.9)没有显式解，我们需要采用迭代算法来进行
求解，比如罚函数法、增广拉格朗日函数法等．

除了直接求解问题 (7.3.9)，另一种比较实用的方式是通过对偶问题的解
来构造 (xk+1,yk+1)．引入拉格朗日乘子 z，问题 (7.3.9)的对偶函数为

Φk(z) = inf
x

{
µ∥x∥1 + zT Ax +

1
2tk
∥x− xk∥2

2

}
+ inf

y

{
1
2
∥y∥2

2 − zTy +
1

2tk
∥y− yk∥2

2

}
− bTz

=µΓµtk(xk − tk ATz)− 1
2tk

(
∥xk − tk ATz∥2

2 − ∥xk∥2
2

)
− tk

2(tk + 1)
∥z∥2

2 −
1

tk + 1
zTyk +

1
2(tk + 1)

∥yk∥2
2 − bTz.

这里，

Γµtk(u) = inf
x

{
∥x∥1 +

1
2µtk
∥x− u∥2

2

}
.

注意到 Γµtk(u)的表达式可以利用 ℓ1范数的邻近算子得到，记函数 qµtk : R→
R为

qµtk(v) =


v2

2µtk
, |v|⩽ µtk,

|v| − µtk

2
, |v| > µtk,
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则

Γµtk(u) =
n

∑
i=1

qµtk(ui),

其为极小点 x = proxµtk∥·∥1
(u)处的目标函数值．易知 Γµtk(u)是关于 u的连

续可微函数且梯度为

∇uΓµtk(u) =
u− proxµtk∥·∥1

(u)

µtk
.

那么，问题(7.3.9)的对偶问题为

max
z

Φk(z).

设对偶问题的逼近最优解为 zk+1，那么根据问题(7.3.9)的最优性条件，
xk+1 = proxµtk∥·∥1

(
xk − tk ATzk+1) ,

yk+1 =
1

tk + 1
(yk + tkzk+1).

综上，在第 k步迭代，LASSO问题 (7.3.7)的近似点算法的迭代格式写
为 

zk+1 ≈ argmax
z

Φk(z),

xk+1 = proxµtk∥·∥1

(
xk − tk ATzk+1) ,

yk+1 =
1

tk + 1
(yk + tkzk+1).

(7.3.10)

因为 Φk(z)的最大值点的显式表达式是未知的，所以需要使用迭代算法近似
求解．根据 Φk(z)的连续可微性，我们可以调用梯度法进行求解．另外，还
可以证明 Φk(z)是半光滑的，从而调用半光滑牛顿法来更有效地求解，相关
内容可以参考 [78]．为了保证算法(7.3.10)的收敛性，根据文章 [111]，我们
采用以下不精确收敛准则：

∥∇Φk(zk+1)∥2 ⩽
√

αk

tk
εk, εk ⩾ 0,

∞

∑
k=1

εk < ∞,

∥∇Φk(zk+1)∥2 ⩽
√

αk

tk
δk∥(xk+1,yk+1)− (xk,yk)∥2, δk ⩾ 0,

∞

∑
k=1

δk < +∞,

其中 εk,δk 是人为设定的参数，αk 为 Φk 的强凹参数（即 −Φk 的强凸参数）
的一个估计．
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我们用同第5.2节中一样的 A和 b，分别取 µ = 10−2,10−3，利用近似点
算法来求解问题，取固定步长 tk

def
== t = 103，其中子问题利用梯度下降法进

行不精确求解，精度参数设置为 αk =
t

t + 1
, εk = δk =

8
k2，结果如图 7.5所

示．可以看到：近似点算法收敛所需要的外部迭代数很少，主要计算都在内

1 2 3 4
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10
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−
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f
∗
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-2

图 7.5 近似点算法求解 LASSO问题

迭代求解更新 z的子问题上．对于 z的子问题求解，我们利用了半光滑牛顿
法来进行加速．

7.3.4 收敛性分析

这一小节给出近似点算法的收敛性分析．首先我们给出近似点算法收敛
的基本定理．

定理 7.6 设 ψ 是适当的闭凸函数（从而 proxtψ(x) 对任意的 x 存在且
唯一），最优值 ψ∗ 有限且在点 x∗ 处可达，则对近似点算法有

ψ(xk)− ψ∗ ⩽ ∥x
0 − x∗∥2

2

2
k
∑
i=1

ti

, ∀ k ⩾ 1.

证明. 由于近似点算法可看做近似点梯度法的特殊情况，我们的证明也将
沿用近似点梯度法中的分析过程，这里仅仅指出关键步骤的不同之处．由于
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f (x) = 0，所以对任意的 t > 0，

f (x− tGt(x))⩽ t∇ f (x)TGt(x) +
t
2
∥Gt(x)∥2

2,

其中 Gt(x)的定义见 (7.1.6)式．运用近似点梯度法中的证明，我们有

ti(ψ(xi)− ψ∗)⩽ 1
2
(∥xi−1 − x∗∥2

2 − ∥xi − x∗∥2
2),

且 {ψ(xi)}是单调下降的序列．因此(
k

∑
i=1

ti

)
(ψ(xk)− ψ∗)⩽

k

∑
i=1

ti(ψ(xi)− ψ∗)⩽ 1
2
∥x0 − x∗∥2

2.

这样就完成了对定理7.6的证明．

上述定理使得我们可以通过每次迭代的步长来控制算法的收敛性．若
k

∑
i=1

ti→+∞，则算法收敛．特别地，如果步长 ti 固定或有正下界，则收敛速

度为 O
(

1
k

)
．与定理 7.3不同，由于 f (x) = 0，我们无需对步长 ti 提出额

外的要求，即每一步的 ti 可以为任意值．理论上可以取充分大的 ti 使得近
似点算法经过较少的迭代步即可收敛，但这种做法实际的意义并不大．这是
因为过大的 ti会导致子问题难以求解，从近似点算法的形式也可以看出，当
ti = +∞时子问题与原问题是等价的．

类似地，可以给出加速版本的收敛性．

定理 7.7 设 ψ是适当的闭凸函数，最优值 ψ∗有限且在点 x∗处达到．假
设参数 tk,γk 按照第 7.3.1小节中的策略 1或者策略 2选取，那么迭代序列
{ψ(xk)}满足

ψ(xk)− ψ∗ ⩽ 2∥x0 − x∗∥2
2(

2
√

t1 +
k
∑
i=2

√
ti

)2 , k ⩾ 1.

证明. 在 f (x) = 0的情况下使用 Nesterov加速算法中的证明，这里仅指
出关键步骤的不同之处．由于 f (x) = 0,对任意的 t > 0，

f (x)⩽ f (y) +∇ f (y)T(x− y) +
1
2t
∥x− y∥2

2, ∀ x,y,
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于是结论

ψ(xk)− ψ∗ ⩽ γ2
k

2tk
∥x0 − x∗∥2

2 (7.3.11)

依然成立．对于固定步长 tk = t和 γk =
2

k + 1
，

γ2
k

2tk
=

2
(k + 1)2t

;

而对于变步长，根据 (7.2.5)式，

γ2
k

2tk
⩽ 2(

2
√

t1 +
k
∑
i=2

√
ti

)2 .

对于以上两种参数选择策略，分别将对应不等式代入 (7.3.11)式就得到定理
中的结论．

这个定理意味着当
k

∑
i=1

√
ti → +∞时算法收敛，且步长 ti 取固定值或有

正下界时，其收敛速度可达到 O
(

1
k2

)
．同样地，即使理论上可以取 ti 为任

意大的值，实际上仍需控制其上界以便子问题可快速求解．

7.4 分块坐标下降法

在许多实际的优化问题中，人们所考虑的目标函数虽然有成千上万的
自变量，对这些变量联合求解目标函数的极小值通常很困难，但这些自变量
具有某种“可分离”的形式：当固定其中若干变量时，函数的结构会得到极
大的简化．这种特殊的形式使得人们可以将原问题拆分成数个只有少数自变
量的子问题．分块坐标下降法（block coordinate descent，BCD）正是利用
了这样的思想来求解这种具有特殊结构的优化问题，在多数实际问题中有
良好的数值表现．本节介绍分块坐标下降法的基本迭代格式，同时给出一些
例子来说明其在具体问题上的应用．

7.4.1 问题描述

考虑具有如下形式的问题：

min
x∈X

F(x1, x2, · · · , xs) = f (x1, x2, · · · , xs) +
s

∑
i=1

ri(xi), (7.4.1)
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其中 X 是函数的可行域，这里将自变量 x 拆分成 s 个变量块 x1, x2, · · · , xs，
每个变量块 xi ∈Rni．函数 f 是关于 x的可微函数，每个 ri(xi)关于 xi 是适
当的闭凸函数，但不一定可微．
在问题 (7.4.1)中，目标函数 F 的性质体现在 f，每个 ri 以及自变量的

分块上．通常情况下，f 对于所有变量块 xi 不可分，但单独考虑每一块自变
量时， f 有简单结构；ri 只和第 i个自变量块有关，因此 ri 在目标函数中是
一个可分项．求解问题 (7.4.1)的难点在于如何利用分块结构处理不可分的
函数 f．

注 7.2 在给出问题 (7.4.1)时，唯一引入凸性的部分是 ri．其余部分没有
引入凸性，可行域 X 不是一定是凸集， f 也不一定是凸函数．

需要指出的是，并非所有问题都适合按照问题 (7.4.1)进行处理．下面给
出六个可以化成问题 (7.4.1)的实际例子，第 7.4.3小节将介绍如何使用分块
坐标下降法求解它们．

例 7.5 (分组 LASSO [122]) 考虑线性模型 b = aTx + ε，现在对 x 使用
分组 LASSO模型建模．设矩阵 A ∈ Rn×p 和向量 b ∈ Rn 分别由上述模型中
自变量和响应变量的 n组观测值组成．参数 x = (x1, x2, · · · , xG) ∈Rp可以分
成 G组，且 {xi}G

i=1 中只有少数的非零向量．则分组 LASSO对应的优化问
题可表示为

min
x

1
2n
∥b− Ax∥2

2 + λ
G

∑
i=1

√
pi∥xi∥2.

在这个例子中待优化的变量共有 G块．

例 7.6 (低秩矩阵恢复 [108]) 设 b ∈ Rm 是已知的观测向量，A是线性
映射．考虑求解下面的极小化问题：

min
X,Y

1
2
∥A(XY)− b∥2

2 + α∥X∥2
F + β∥Y∥2

F,

其中 α, β > 0为正则化参数．这里正则化的作用是消除解 (X,Y)在放缩意义
下的不唯一性．在这个例子中自变量共有两块．

类似的例子还有非负矩阵分解．

例 7.7 (非负矩阵分解 [101]) 设 M 是已知矩阵，考虑求解如下极小化
问题：

min
X,Y⩾0

1
2
∥XY−M∥2

F + αr1(X) + βr2(Y).

在这个例子中自变量共有两块，且均有非负的约束．
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上述的所有例子中，函数 f 关于变量全体一般是非凸的，这使得求解
问题(7.4.1)变得很有挑战性．首先，应用在非凸问题上的算法的收敛性不易
分析，很多针对凸问题设计的算法通常会失效；其次，目标函数的整体结构
十分复杂，这使得变量的更新需要很大计算量．对于这类问题，我们最终的
目标是要设计一种算法，它具有简单的变量更新格式，同时具有一定的（全
局）收敛性．而分块坐标下降法则是处理这类问题较为有效的算法．

7.4.2 算法结构

考虑问题 (7.4.1)，我们所感兴趣的分块坐标下降法具有如下更新方式：
按照 x1, x2, · · · , xs的次序依次固定其他 (s− 1)块变量极小化 F，完成一块变
量的极小化后，它的值便立即被更新到变量空间中，更新下一块变量时将使
用每个变量最新的值．根据这种更新方式定义辅助函数

f k
i (xi) = f (xk

1, · · · , xk
i−1, xi, xk−1

i+1 , · · · , xk−1
s ),

其中 xk
j 表示在第 k次迭代中第 j块自变量的值，xi 是函数的自变量．函数

f k
i 表示在第 k 次迭代更新第 i 块变量时所需要考虑的目标函数的光滑部分．
考虑第 i块变量时前 (i− 1)块变量已经完成更新，因此上标为 k，而后面下
标从 (i + 1)起的变量仍为旧的值，因此上标为 (k− 1)．
在每一步更新中，通常使用以下三种更新格式之一：

xk
i = argmin

xi∈X k
i

{
f k
i (xi) + ri(xi)

}
, (7.4.2)

xk
i = argmin

xi∈X k
i

{
f k
i (xi) +

Lk−1
i

2
∥xi − xk−1

i ∥2
2 + ri(xi)

}
, (7.4.3)

xk
i = argmin

xi∈X k
i

{
⟨ĝk

i , xi − x̂k−1
i ⟩+

Lk−1
i

2
∥xi − x̂k−1

i ∥2
2 + ri(xi)

}
, (7.4.4)

其中 Lk
i > 0为常数，

X k
i = {x ∈Rni | (xk

1, · · · , xk
i−1, x, xk−1

i+1 , · · · , xk−1
s ) ∈ X}.

在更新格式(7.4.4)中，x̂k−1
i 采用外推定义：

x̂k−1
i = xk−1

i + ωk−1
i (xk−1

i − xk−2
i ), (7.4.5)

其中 ωk
i ⩾ 0为外推的权重，ĝk

i
def
==∇ f k

i (x̂k−1
i )为外推点处的梯度．在(7.4.5)式

中取权重 ωk
i = 0即可得到不带外推的更新格式，此时计算(7.4.4)等价于进行
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一次近似点梯度法的更新．在(7.4.4)式使用外推是为了加快分块坐标下降法
的收敛速度．我们可以通过如下的方式理解这三种格式：格式(7.4.2)是最直
接的，即固定其他分量然后对单一变量求极小；格式(7.4.3)则是增加了一个

近似点项
Lk−1

i

2
∥xi − xk−1

i ∥2
2 来限制下一步迭代不应该与当前位置相距过远，

增加近似点项的作用是使得算法能够收敛；格式(7.4.4)首先对 f k
i (x)进行线

性化以简化子问题的求解，在此基础上引入了 Nesterov加速算法的技巧加
快收敛．

为了直观地说明分块坐标下降法的迭代过程，我们给出一个简单的例
子．

例 7.8 考虑二元二次函数的优化问题

min f (x,y) = x2 − 2xy + 10y2 − 4x− 20y,

现在对变量 x,y使用分块坐标下降法求解．当固定 y时，可知当 x = 2 + y

时函数取极小值；当固定 x 时，可知当 y = 1 +
x

10
时函数取极小值．故采

用格式(7.4.2)的分块坐标下降法为

xk+1 = 2 + yk, (7.4.6)

yk+1 = 1 +
xk+1

10
. (7.4.7)

图 7.6描绘了当初始点为 (x,y) = (0.5,0.2) 时的迭代点轨迹，可以看到在进
行了 7次迭代后迭代点与最优解已充分接近．回忆一下我们在例 5.2中曾经
对一个类似的问题使用过梯度法，而梯度法的收敛相当缓慢．一个直观的解
释是：对于比较病态的问题，由于分块坐标下降法是对逐个分量处理，它能
较好地捕捉目标函数的各向异性，而梯度法则会受到很大影响．

结合上述更新格式(7.4.2)—(7.4.4) 可以得到分块坐标下降法的基本框
架，详见算法 7.9．
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0 2 4 6
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图 7.6 分块坐标下降法迭代轨迹

算法 7.9分块坐标下降法

1. 初始化：选择两组初始点 (x−1
1 , x−1

2 , · · · , x−1
s ) = (x0

1, x0
2, · · · , x0

s )．
2. for k = 1,2, · · · do

3. for i = 1,2, · · · do

4. 使用格式 (7.4.2)或 (7.4.3)或 (7.4.4)更新 xk
i．

5. end for

6. if满足停机条件 then

7. 返回 (xk
1, xk

2, · · · , xk
s)，算法终止．

8. end if

9. end for

算法7.9的子问题可采用三种不同的更新格式，一般来说这三种格式会
产生不同的迭代序列，可能会收敛到不同的解，坐标下降算法的数值表现也
不相同．格式(7.4.2)是最直接的更新方式，它严格保证了整个迭代过程的目
标函数值是下降的．然而由于 f 的形式复杂，子问题求解难度较大．在收敛
性方面，格式(7.4.2)在强凸问题上可保证目标函数收敛到极小值，但在非凸
问题上不一定收敛．格式(7.4.3) (7.4.4)则是对格式(7.4.2)的修正，不保证迭
代过程目标函数的单调性，但可以改善收敛性结果．使用格式(7.4.3)可使得
算法收敛性在函数 F为非严格凸时有所改善．格式(7.4.4)实质上为目标函数
的一阶泰勒展开近似，在一些测试问题上有更好的表现，可能的原因是使用
一阶近似可以避开一些局部极小值点．此外，格式(7.4.4)的计算量很小，比
较容易实现．

在实际的应用中，三种更新格式都有适用的问题，如果子问题可以写出
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显式解，则使用分块坐标下降算法可以节省相当一部分计算量．在每一步更
新中，三种迭代格式(7.4.2) — (7.4.4)对不同自变量块可以混合使用，不必仅
仅局限于一种．但对于同一个变量块，在整个迭代中应该使用相同的格式．
例如在之后介绍的字典学习问题中，若对变量 D使用格式(7.4.2)，对变量 X

使用格式(7.4.4)，则两个子问题都有显式解．因此更新格式的混用使得分块
坐标下降法变得更加灵活．

7.4.3 应用举例

1. LASSO问题求解

下面介绍如何使用分块坐标下降法来求解 LASSO问题

min
x

µ∥x∥1 +
1
2
∥Ax− b∥2. (7.4.8)

由于目标函数的 ∥x∥1 部分是可分的，因此第 i块变量即为 x的第 i个分量．
为了方便，在考虑第 i块的更新时，将自变量 x记为

x =

[
xi

x̄i

]

其中 x̄i 为 x 去掉第 i个分量而形成的列向量．而相应地，矩阵 A在第 i块
的更新记为

A =
[

ai Āi

]
,

其中 Āi 为矩阵 A去掉第 i列而形成的矩阵．这里为了方便表示，同时将 x

和 A的分量顺序进行了调整，但调整后的问题依然和原问题是等价的．

以下我们推导分块坐标下降法的更新格式．在第 i块的更新中，考虑直
接极小化的格式(7.4.2)，原问题可以写为

min
xi

µ|xi|+ µ∥x̄i∥1 +
1
2
∥aixi − (b− Āi x̄i)∥2. (7.4.9)

做替换 ci = b− Āi x̄i，并注意到仅与 x̄i 有关的项是常数，原问题等价于

min
xi

fi(xi)
def
== µ|xi|+

1
2
∥ai∥2x2

i − aT
i cixi. (7.4.10)
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对函数(7.4.10)，可直接写出它的最小值点

xk
i = argmin

xi

fi(xi) =



aT
i ci − µi

∥ai∥2 , aT
i ci > µ,

aT
i ci + µi

∥ai∥2 , aT
i ci < −µ,

0, 其他.

(7.4.11)

因此可写出 LASSO问题的分块坐标下降法，见算法 7.10．

算法 7.10 LASSO问题的分块坐标下降法

1. 输入 A,b，参数 µ．初始化 x0 = 0，k← 1．
2. while未达到收敛准则 do

3. for i = 1,2, · · · ,n do

4. 根据定义计算 x̄i, ci．
5. 使用公式(7.4.11)计算 xk

i．
6. end for

7. k← k + 1．
8. end while

我们用同第5.2节中一样的 A和 b，分别取 µ = 10−2,10−3，并调用连续
化坐标下降法进行求解，其中停机准则和参数 µ的连续化设置和第5.2节中
的光滑化梯度法一致，结果如图7.7所示．可以看到，在结合连续化策略之
后，坐标下降法可以很快地收敛到问题的解．相比其他算法，坐标下降法不
需要调节步长参数．

2. 非负矩阵分解

非负矩阵分解问题 [101]也可以使用分块坐标下降法求解．现在考虑最
基本的非负矩阵分解问题

min
X,Y⩾0

1
2
∥XY−M∥2

F. (7.4.12)

它的一个等价形式为

min
X,Y

1
2
∥XY−M∥2

F + I⩾0(X) + I⩾0(Y), (7.4.13)

其中 I⩾0(·)为集合 {X | X ⩾ 0}的示性函数．不难验证问题 (7.4.13)具有形
式(7.4.1)．
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图 7.7 分块坐标下降法求解 LASSO问题

以下考虑求解方法．注意到 X 和 Y 耦合在一起，在固定 Y 的条件下，
我们无法直接按照格式(7.4.2)或格式(7.4.3)的形式给出子问题的显式解．若
要采用这两种格式需要额外设计算法求解子问题，最终会产生较大计算量．
但我们总能使用格式(7.4.4)来对子问题进行线性化，从而获得比较简单的更

新格式．令 f (X,Y) =
1
2
∥XY−M∥2

F，则

∂ f
∂X

= (XY−M)YT,
∂ f
∂Y

= XT(XY−M). (7.4.14)

注意到在格式(7.4.4)中，当 ri(X)为凸集示性函数时即是求解到该集合的投
影，因此得到分块坐标下降法如下：

Xk+1 = max{Xk − tx
k (XkYk −M)(Yk)T,0},

Yk+1 = max{Yk − ty
k(Xk)T(XkYk −M),0},

(7.4.15)

其中 tx
k , ty

k 是步长，分别对应格式(7.4.4)中的
1
Lk

i
, i = 1,2．

7.5 对偶算法

对于复合优化问题，许多实际问题的原始问题有时候比较难以处理，这
时候一个非常重要的技巧是考虑它的对偶问题．本节将讲解两种算法：一种
是把前面提到的算法应用到对偶问题上，例如对偶近似点梯度法；另一种是
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同时把原始问题和对偶问题结合起来考虑，例如原始 – 对偶混合梯度类的
算法．我们将看到这两种算法的思想将极大地丰富求解问题的手段．为了方
便起见，这一节主要考虑如下形式的问题：

(P) min
x∈Rn

ψ(x) = f (x) + h(Ax), (7.5.1)

其中 f , h都是闭凸函数，A ∈Rm×n 为实数矩阵．通过引入约束 y = Ax，可
以写出与问题(7.5.1)等价的约束优化问题：

min f (x) + h(y),

s.t. y = Ax.
(7.5.2)

对约束 y = Ax引入乘子 z，得到拉格朗日函数

L(x,y,z) = f (x) + h(y)− zT(y− Ax)

=
(

f (x) + (ATz)Tx
)
+
(
h(y)− zTy

)
.

利用共轭函数的定义(2.6.1)，可计算拉格朗日对偶问题为

(D) max
z

ϕ(z) = − f ∗(−ATz)− h∗(z). (7.5.3)

特别值得注意的是，本章讲解的算法不局限于求解上述形式的问题，在学习
过程中注意灵活推广到求解其他形式的问题．

7.5.1 对偶近似点梯度法

在实际应用中，我们会发现许多时候对偶问题的求解会比原始问题的
求解容易很多，这时候可以把之前讲过的各种算法，例如梯度下降算法、近
似点梯度算法、增广拉格朗日函数法等，应用到对偶问题上．本小节我们将
近似点梯度算法应用到对偶问题上，得到对偶近似点梯度法，还将讨论与其
等价的、针对原始问题设计的算法．
对偶问题(7.5.3)是无约束的复合优化形式，因此可以考虑第 7.1节的近

似点梯度算法．要使用该算法，首先要解决的问题是对偶问题的目标函数
ϕ(z)是否是“可微函数 +凸函数”的复合形式．如果假设原始问题中 f (x)

是闭的强凸函数（强凸参数为 µ），下面的引理说明其共轭函数是定义在全
空间 Rn 上的梯度利普希茨连续函数：

引理 7.1 (强凸函数共轭函数的性质) 设 f (x) 是适当且闭的强凸函数，
其强凸参数为 µ > 0， f ∗(y)是 f (x)的共轭函数，则 f ∗(y)在全空间 Rn 上

有定义，且 f ∗(y)是梯度
1
µ

-利普希茨连续的可微函数．



7.5 对偶算法 259

引理 7.1 指出 ∇ f ∗ 是利普希茨连续函数，因此在对偶问题(7.5.3)中

f ∗(−ATz)是梯度
1
µ
∥A∥2

2-利普希茨连续的函数，这是因为对于任意的 z1,z2，

有

∥A∇ f ∗(−ATz1)− A∇ f ∗(−ATz2)∥⩽
1
µ
∥A∥2∥AT(z1 − z2)∥

⩽ ∥A∥2
2

µ
∥z1 − z2∥.

考虑在对偶问题上应用近似点梯度算法，每次迭代更新如下：

zk+1 = proxth∗(z
k + tA∇ f ∗(−ATzk)), (7.5.4)

这里注意对偶问题是取最大值，因此邻近算子内部应该取上升方向．引入变
量 xk+1 =∇ f ∗(−ATzk)，利用共轭函数的性质得 −ATzk ∈ ∂ f (xk+1)．因此迭
代格式(7.5.4)等价于

xk+1 = argmin
x
{ f (x) + (ATzk)Tx},

zk+1 = proxth∗(z
k + tAxk+1).

(7.5.5)

迭代格式(7.5.5)仅仅将计算 ∇ f ∗(−ATzk) 化成了一个共轭函数的求解问题，
本质上和迭代格式(7.5.4)是一样的．但下面的分析会提供另一种角度来理解
对偶近似点梯度法．
我们先引入有关邻近算子和共轭函数的一个重要性质：Moreau分解．

引理 7.2 (Moreau分解) 设 f 是定义在 Rn 上的适当的闭凸函数，则对
任意的 x ∈Rn，

x = prox f (x) + prox f ∗(x); (7.5.6)

或更一般地，
x = proxλ f (x) + λproxλ−1 f ∗

( x
λ

)
, (7.5.7)

其中 λ > 0为任意正实数．

Moreau分解的结论非常漂亮，它表明：对任意的闭凸函数 f，空间 Rn

上的恒等映射总可以分解成两个函数 f 与 f ∗ 邻近算子的和．根据 Moreau

分解的一般形式（取 λ = t, f = h∗，并注意到 h∗∗ = h），我们有

zk + tAxk+1 = proxth∗(z
k + tAxk+1) + tproxt−1h

(
zk

t
+ Axk+1

)
= zk+1 + tproxt−1h(

zk

t
+ Axk+1),
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由此给出对偶近似点梯度法等价的针对原始问题的更新格式：

xk+1 = argmin
x

{
f (x) + (zk)T Ax

}
,

yk+1 = proxt−1h

(
zk

t
+ Axk+1

)
= argmin

y

{
h(y)− (zk)T(y− Axk+1) +

t
2
∥Axk+1 − y∥2

2

}
,

zk+1 = zk + t(Axk+1 − yk+1).

(7.5.8)

如果我们写出约束优化问题(7.5.2)的拉格朗日函数和增广拉格朗日函数

L(x,y,z) = f (x) + h(y)− zT(y− Ax),

Lt(x,y,z) = f (x) + h(y)− zT(y− Ax) +
t
2
∥y− Ax∥2,

则迭代格式(7.5.8)可以等价地写为

xk+1 = argmin
x

L(x,yk,zk),

yk+1 = argmin
y

Lt(xk+1,y,zk),

zk+1 = zk + t(Axk+1 − yk+1).

(7.5.9)

迭代格式(7.5.9)又称为交替极小化方法：第一步迭代为在拉格朗日函数中关
于 x 求极小，第二步迭代为在增广拉格朗日函数中关于 y 求极小，第三步
迭代为更新拉格朗日乘子．交替极小化方法与下一节介绍的交替方向乘子
法有非常相似的结构．上面的分析表明，对偶近似点梯度法等价于对原始问
题(7.5.2)使用交替极小化方法．若 f 可分，可将 x的求解划分成几个独立的
子问题求解；在 z的更新中，步长 t可以为常数，或者由线搜索决定．在上
述更新框架下，还可以考虑引入加速版本的近似点梯度算法．
下面我们给出四个例子来说明如何拆分和使用对偶近似点梯度法．

例 7.9 (正则化范数近似) 假设 f 是强凸函数，考虑

min f (x) + ∥Ax− b∥,

其中 ∥ · ∥是任意一种范数．对应原始问题(7.5.1)我们有 h(y) = ∥y− b∥，可
计算出 h(y)的共轭函数为

h∗(z) =

bTz, ∥z∥∗ ⩽ 1

+∞, 其他,
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其中 ∥ · ∥∗ 表示 ∥ · ∥的对偶范数．从而对偶问题为：

max
∥z∥∗⩽1

− f ∗(−ATz)− bTz,

应用对偶近似点梯度法，更新如下：

xk+1 = argmin
x

{
f (x) + (ATzk)Tx

}
,

zk+1 = P∥z∥∗⩽1(zk + t(Axk+1 − b)).

例 7.10 假设 f 是强凸函数，考虑

min f (x) +
p

∑
i=1

∥Bix∥2,

即 h(y1,y2, · · · ,yp) =
p

∑
i=1

∥yi∥2，且

A =
[

BT
1 BT

1 · · · BT
p

]T
.

假定 Bi ∈Rmi×n，记 Ci 是 Rmi 中的单位欧几里得球，根据 ∥ · ∥2的共轭函数
定义，对偶问题形式如下：

max
∥zi∥2⩽1

− f ∗
(
−

p

∑
i=1

BT
i zi

)
,

从而对偶近似点梯度法更新如下：

xk+1 = argmin
x

{
f (x) + (

p

∑
i=1

BT
i zi)

Tx

}
,

zk+1
i = PCi(z

k
i + tBixk+1), i = 1,2, · · · , p.

例 7.11 (在凸集交上的极小化) 假设 f 是强凸函数，考虑

min f (x),

s.t. x ∈ C1 ∩ C2 ∩ · · · ∩ Cm,

其中 Ci 为闭凸集，易于计算投影．记 h(y1,y2, · · · ,ym) =
m

∑
i=1

ICi(yi)，以及

A =
[

I I · · · I
]T

,
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从而对偶问题形式如下：

max
zi∈Ci

− f ∗
(
−

m

∑
i=1

zi

)
−

m

∑
i=1

I∗Ci
(zi),

利用共轭函数的性质可知 I∗Ci
(zi)是集合 Ci 的支撑函数，其显式表达式不易

求出．因此我们利用Moreau分解将迭代格式写成交替极小化方法的形式：

xk+1 = argmin
x

 f (x) +

(
m

∑
i=1

zi

)T

x

 ,

yk+1
i = PCi

(
zk

i

t
+ xk+1

)
, i = 1,2, · · · ,m,

zk+1
i = zk

i + t(xk+1 − yk+1
i ), i = 1,2, · · · ,m.

例 7.12 (可分问题的拆分) 假设 fi是强凸函数，h∗i 有易于计算的邻近算
子．考虑

min
n

∑
j=1

f j(xj) +
m

∑
i=1

hi(Ai1x1 + Ai2x2 + · · ·+ AinxN),

其对偶问题形式如下：

max −
m

∑
i=1

h∗i (zi)−
n

∑
j=1

f ∗j (−AT
1jz1 − AT

2jz2 − · · · − AT
mjzm).

对偶近似点梯度法更新如下：

xk+1
j =argmin

xj

{
f j(xj) + (

m

∑
i=1

Aijzk
i )

Txj

}
, j = 1,2, · · · ,n,

zk+1
i =proxth∗i

(
zi + t

n

∑
j=1

Aijxk+1
j

)
, i = 1,2, · · · ,m.

7.5.2 原始 –对偶混合梯度算法

本小节介绍另外一种非常重要的算法——原始 –对偶混合梯度（primal-

dual hybrid gradient, PDHG）算法．对于给定的优化问题，我们可以从原
始问题或对偶问题出发来设计相应算法求解．那么能否将两个方面结合起来
呢？PDHG算法就是借鉴了这样的思想．相比于直接在原始问题上或者对
偶问题上应用优化算法求解，PDHG算法在每次迭代时同时考虑原始变量
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和对偶变量的更新．这使得它在一定程度上可以有效避免单独针对原始问题
或对偶问题求解算法中可能出现的问题，例如，原始问题梯度为零向量或不
可微，对偶问题形式复杂等．本小节将介绍原始 –对偶混合梯度算法以及它
的一个变形——Chambolle-Pock算法．

PDHG算法的构造要从鞍点问题谈起．我们仍然考虑原始问题(7.5.1)：

min f (x) + h(Ax),

其中 f , h是适当的闭凸函数．由于 h有自共轭性，我们将问题(7.5.1)变形为

(LPD) min
x

max
z

ψPD(x,z) def
== f (x)− h∗(z) + zT Ax. (7.5.10)

可以看到此时问题(7.5.1)变成了一个极小 –极大问题，即关于变量 x求极小，
关于变量 z求极大，这是一个典型的鞍点问题．
另一种常用的鞍点问题定义方式是直接利用带约束的问题(7.5.2)构造拉

格朗日函数．问题

min
x∈Rn ,y∈Rm

f (x) + h(y), s.t. y = Ax.

相应的鞍点问题形式如下：

(LP) min
x,y

max
z

f (x) + h(y) + zT(Ax− y). (7.5.11)

类似地，在对偶问题(7.5.3)中引入变量 w = −ATz，则可定义鞍点问题

(LD) min
p

max
w,z

− f ∗(w)− h∗(z) + pT(w + ATz). (7.5.12)

鞍点问题是关于某些变量求极小的同时关于另一些变量求极大，直接
求解比较困难．PDHG算法的思想就是分别对两类变量应用近似点梯度算
法．以求解问题 (7.5.10)为例，PDHG算法交替更新原始变量以及对偶变量，
其迭代格式如下：

zk+1 = argmax
z

{
−h∗(z) +

〈
Axk,z− zk〉− 1

2δk
∥z− zk∥2

2

}
= proxδkh∗(z

k + δk Axk),

xk+1 = argmin
x

{
f (x) + (zk+1)T A(x− xk) +

1
2αk
∥x− xk∥2

2

}
= proxαk f (xk − αk ATzk+1),

(7.5.13)
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其中 αk,δk 分别为原始变量和对偶变量的更新步长．它在第一步固定原始变
量 xk 针对对偶变量做梯度上升，在第二步固定更新后的对偶变量 zk+1 针对
原始变量做梯度下降．在这里注意，原始变量和对偶变量的更新顺序是无关
紧要的，若先更新原始变量，其等价于在另一初值下先更新对偶变量．

事实上，PDHG算法在 αk =+∞,δk =+∞这两种特殊情况下等价于近
似点梯度算法分别应用于对偶问题和原始问题．首先考虑 αk = +∞的情形．
此时交换两步迭代的顺序，PDHG算法(7.5.13)可以写为

xk+1 = argmin
x
{ f (x) + (zk)T Ax},

zk+1 = proxδkh∗(z
k + δk Axk+1).

(7.5.14)

可以看到，其实质上就是迭代格式(7.5.5)，其中 δk 是步长．类似地，我们也
可以写出 δk = +∞的情形：

zk+1 = argmin
z
{h∗(z)− (Axk)Tz},

xk+1 = proxαk f (xk − αk ATzk+1)).
(7.5.15)

假定 h和 h∗ 都是可微的，由迭代格式(7.5.15)的第一式的最优性条件，可知
Axk =∇h∗(zk+1)．再利用共轭函数的性质，有 zk+1 =∇h(Axk)，所以 xk+1

的更新等价于

xk+1 = proxαk f (xk − αk AT∇h(Axk)).

这实际上就是对原始问题应用近似点梯度算法．

PDHG算法的收敛性需要比较强的条件，在有些情形下未必收敛．这里
再介绍 PDHG算法的一个变形——Chambolle-Pock算法 [28]．它与 PDHG

算法的区别在于多了一个外推步，具体的迭代格式如下：

zk+1 = proxδkh∗(z
k + δk Ayk),

xk+1 = proxαk f (xk − αk ATzk+1),

yk+1 = 2xk+1 − xk.

(7.5.16)

我们将不加证明地指出，当取常数步长 αk = t,δk = s时，该算法的收敛性在
√

st <
1
∥A∥2

的条件下成立．
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7.5.3 应用举例

1. LASSO问题求解

考虑 LASSO问题

min
x∈Rn

ψ(x) def
== µ∥x∥1 +

1
2
∥Ax− b∥2

2.

我们取 f (x) = µ∥x∥1 和 h(x) =
1
2
∥x− b∥2

2，相应的鞍点问题(7.5.10)形式如
下：

min
x∈Rn

max
z∈Rm

f (x)− h∗(z) + zT Ax.

根据共轭函数的定义，

h∗(z) = sup
y∈Rm

{
yTz− 1

2
∥y− b∥2

2

}
=

1
2
∥z∥2

2 + bTz.

应用 PDHG算法, xk+1 和 zk+1 的更新格式分别为

zk+1 = proxδkh∗(z
k + δk Axk) =

1
δk + 1

(
zk + δk Axk − δkb

)
,

xk+1 = proxαkµ∥·∥1
(xk − αk ATzk+1).

这里 δk,αk 为步长．同样地，可以写出 Chambolle-Pock算法格式为

zk+1 =
1

δk + 1
(
zk + δk Ayk − δkb

)
,

xk+1 = proxαkµ∥·∥1
(xk − αk ATzk+1),

yk+1 = 2xk+1 − xk.

我们用同第5.2节中一样的 A 和 b，并取 µ = 10−3，分别采用带连续化策
略的 PDHG 算法和 Chambolle-Pock 算法来进行求解，这里取 δk = 1 和

αk =
1
∥A∥2

2
．停机准则和参数 µ的连续化设置与第5.2节中的光滑化梯度法一

致．结果如图7.8所示．可以看到，尽管 PDHG算法在某些情况下没有收敛
性保证，但它在这个例子上比 Chambolle-Pock算法稍快一些．

2. TV-L1 模型

考虑去噪情形下的 TV-L1 模型:

min
U∈Rn×n

∥U∥TV + λ∥U − B∥1,
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图 7.8 PDHG算法和 Chambolle-Pock算法求解 LASSO问题

其中 ∥U∥TV 为全变差，即可以用离散的梯度（线性）算子 D : Rn×n→Rn×n×2

表示为
∥U∥TV = ∑

1⩽i,j⩽n
∥(DU)ij∥2.

对任意的W,V ∈Rn×n×2，记

∥W∥ = ∑
1⩽i,j⩽n

∥wij∥2, ⟨W,V⟩ = ∑
1⩽i,j⩽n,1⩽k⩽2

wi,j,kvi,j,k,

其中 wij ∈R2 且 ∥ · ∥定义了 Rn×n×2 上的一种范数．利用 ∥ · ∥的定义，有

∥U∥TV = ∥DU∥.

对应于问题(7.5.1)，我们取 D为相应的线性算子，并取

f (U) = λ∥U − B∥1,U ∈Rn×n, h(W) = ∥W∥, W ∈Rn×n×2.

相应的鞍点问题 (7.5.10)如下：

(LPD) min
U∈Rn×n

max
V∈Rn×n×2

f (U)− h∗(V) + ⟨V, DU⟩ .

根据共轭函数的定义，

h∗(V) = sup
U∈Rn×n×2

{⟨U,V⟩ − ∥U∥} =


0, max

i,j
∥vij∥2 ⩽ 1,

+∞, 其他.
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记 V = {V ∈Rn×n×2 : max
ij
∥vij∥2 ⩽ 1}，其示性函数记为 IV (V)，则问题 (LPD)

可以整理为
min

U
max

V
f (U) + ⟨V, DU⟩ − IV (V).

应用 PDHG算法，则 Vk+1 的更新为

Vk+1 = proxsIV
(Vk + sDUk) = PV (Vk + sDUk), (7.5.17)

即 Vk + sDUk 在 V 上的投影，而 Uk+1 的更新如下：

Uk+1 = proxt f (U
k + tGVk+1)

= argmin
U

{
λ∥U − B∥1 +

〈
Vk+1, DU

〉
+

1
2t
∥U −Uk∥2

F

}

⇐⇒ (Uk+1)ij =


(Uk + tGVk+1)ij − tλ, (Uk + tGVk+1)ij > Bij + tλ,

(Uk + tGVk+1)ij + tλ, (Uk + tGVk+1)ij < Bij − tλ,

Bij, |(Uk + tGVk+1)ij − Bij|⩽ tλ,

其中 G : Rn×n×2→Rn×n 为离散的散度算子，其满足

⟨V, DU⟩ = −⟨GV,U⟩ , ∀ U ∈Rn×n, V ∈Rn×n×2.

若应用 Chambolle-Pock算法，那么 Uk+1 的更新保持不变，仅需调整 Vk+1

的更新为 Vk + sD(2Uk+1 −Uk)在 V 上的投影．

7.6 交替方向乘子法

统计学、机器学习和科学计算中出现了很多结构复杂且可能非凸、非光
滑的优化问题．交替方向乘子法很自然地提供了一个适用范围广泛、容易
理解和实现、可靠性不错的解决方案．该方法是在 20 世纪 70 年代发展起
来的，与许多其他算法等价或密切相关，如对偶分解、乘子方法、Douglas-

Rachford Splitting方法、Dykstra交替投影方法、Bregman对于带 ℓ1 范数
问题的迭代算法、近似点算法等．本节首先介绍交替方向乘子法的基本算
法；在介绍了 Douglas-Rachford Splitting方法之后，说明将其应用在对偶
问题上与将交替方向乘子法应用在原始问题上等价；然后给出交替方向乘
子法的一些变形技巧，以及它和其他一些算法的关系；接着给出大量实际问
题中的例子，并展示如何用交替方向乘子法来求解这些问题．
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7.6.1 交替方向乘子法

本节考虑如下凸问题：

min
x1,x2

f1(x1) + f2(x2),

s.t. A1x1 + A2x2 = b,
(7.6.1)

其中 f1, f2 是适当的闭凸函数，但不要求是光滑的，x1 ∈ Rn, x2 ∈ Rm, A1 ∈
Rp×n, A2 ∈ Rp×m, b ∈ Rp．这个问题的特点是目标函数可以分成彼此分离的
两块，但是变量被线性约束结合在一起．常见的一些无约束和带约束的优化
问题都可以表示成这一形式．下面的一些例子将展示如何把某些一般的优化
问题转化为适用交替方向乘子法求解的标准形式．

例 7.13 可以分成两块的无约束优化问题

min
x

f1(x) + f2(x).

为了将此问题转化为标准形式(7.6.1)，需要将目标函数改成可分的形式．我
们可以通过引入一个新的变量 z并令 x = z，将问题转化为

min
x,z

f1(x) + f2(z),

s.t. x− z = 0.

例 7.14 带线性变换的无约束优化问题

min
x

f1(x) + f2(Ax).

类似地，我们可以引入一个新的变量 z，令 z = Ax，则问题变为

min
x,z

f1(x) + f2(z),

s.t. Ax− z = 0.

对比问题(7.6.1)可知 A1 = A和 A2 = −I．

例 7.15 凸集上的约束优化问题

min
x

f (x),

s.t. Ax ∈ C,
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其中 C ⊂Rn 为凸集．对于集合约束 Ax ∈ C，我们可以用示性函数 IC(·)将
其添加到目标函数中，那么问题可以转化为例 7.14中的形式：

min
x

f (x) + IC(Ax),

其中 IC(z)是集合 C的示性函数，即

IC(z) =

0, z ∈ C,

+∞, 其他.

再引入约束 z = Ax，那么问题转化为

min
x,z

f (x) + IC(z),

s.t. Ax− z = 0.

例 7.16 全局一致性问题（global consensus problem) [19]

min
x

N

∑
i=1

ϕi(x).

令 x = z，并将 x复制 N份，分别为 xi，那么问题转化为

min
xi ,z

N

∑
i=1

ϕi(xi),

s.t. xi − z = 0, i = 1,2, · · · , N.

在这里注意，从形式上看全局一致性问题仍然具有问题(7.6.1)的结构：如果
令

x = (xT
1 , xT

2 , · · · , xT
N)

T

以及

f1(x) =
N

∑
i=1

ϕi(xi), f2(z) = 0,

则此问题可以化为
min

x,z
f1(x) + f2(z),

s.t. A1x− A2z = 0,

其中矩阵 A1, A2 定义为：

A1 =


I

I
. . .

I

 , A2 =


I

I
...

I

 .
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例 7.17 共享问题（Sharing Problem）[19]

min
xi

N

∑
i=1

fi(xi) + g

(
N

∑
i=1

xi

)
.

为了使目标函数可分，我们将 g的变量 xi 分别复制一份为 zi，那么问题转
化为

min
xi ,zi

N

∑
i=1

fi(xi) + g

(
N

∑
i=1

zi

)
,

s.t. xi − zi = 0, i = 1,2, · · · , N.

容易验证此问题也具有问题(7.6.1)的形式．

下面给出交替方向乘子法（alternating direction method of multipliers,

ADMM）的迭代格式，首先写出问题(7.6.1)的增广拉格朗日函数

Lρ(x1, x2,y) = f1(x1) + f2(x2) + yT(A1x1 + A2x2 − b)

+
ρ

2
∥A1x1 + A2x2 − b∥2

2,
(7.6.2)

其中 ρ > 0是二次罚项的系数．常见的求解带约束问题的增广拉格朗日函数
法为如下更新：

(xk+1
1 , xk+1

2 ) = argmin
x1,x2

Lρ(x1, x2,yk), (7.6.3)

yk+1 = yk + τρ(A1xk+1
1 + A2xk+1

2 − b), (7.6.4)

其中 τ为步长．在实际求解中，第一步迭代(7.6.3)同时对 x1 和 x2 进行优化
有时候比较困难，而固定一个变量求解关于另一个变量的极小问题可能比
较简单，因此我们可以考虑对 x1 和 x2 交替求极小，这就是交替方向乘子法
的基本思路．其迭代格式可以总结如下：

xk+1
1 = argmin

x1

Lρ(x1, xk
2,yk), (7.6.5)

xk+1
2 = argmin

x2

Lρ(xk+1
1 , x2,yk), (7.6.6)

yk+1 = yk + τρ(A1xk+1
1 + A2xk+1

2 − b), (7.6.7)

其中 τ为步长，通常取值于

(
0,

1 +
√

5
2

]
．
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观察交替方向乘子法的迭代格式，第一步固定 x2,y对 x1 求极小；第二
步固定 x1,y对 x2 求极小；第三步更新拉格朗日乘子 y．这一迭代格式和之
前讨论的交替极小化方法 (7.5.9)非常相似．它们的区别是交替极小化方法
的第一步是针对拉格朗日函数求极小，而 ADMM 的第一步将其换成了增
广拉格朗日函数．虽然从形式上看两个算法只是略有差别，但这种改变会带
来截然不同的算法表现．ADMM的一个最直接的改善就是去掉了目标函数
f1(x)强凸的要求，其本质还是由于它引入了二次罚项．而在交替极小化方
法中我们要求 f (x)为强凸函数．
需要注意的是，虽然交替方向乘子法引入了二次罚项，但对一般的闭凸

函数 f1 和 f2，迭代(7.6.5)和迭代 (7.6.6)在某些特殊情况下仍然不是良定义
的．本节假设每个子问题的解均是存在且唯一的，但读者应当注意到这个假
设对一般的闭凸函数是不成立的．
与无约束优化问题不同，交替方向乘子法针对的问题(7.6.1)是带约束的

优化问题，因此算法的收敛准则应当借助约束优化问题的最优性条件（KKT

条件）．因为 f1, f2 均为闭凸函数，约束为线性约束，所以当 Slater条件成
立时，可以使用凸优化问题的 KKT条件来作为交替方向乘子法的收敛准则．
问题(7.6.1)的拉格朗日函数为

L(x1, x2,y) = f1(x1) + f2(x2) + yT(A1x1 + A2x2 − b).

根据定理 4.11，若 x∗1 , x∗2 为问题(7.6.1)的最优解，y∗为对应的拉格朗日乘子，
则以下条件满足：

0 ∈ ∂x1 L(x∗1 , x∗2 ,y∗) = ∂ f1(x∗1) + AT
1 y∗, (7.6.8a)

0 ∈ ∂x2 L(x∗1 , x∗2 ,y∗) = ∂ f2(x∗2) + AT
2 y∗, (7.6.8b)

A1x∗1 + A2x∗2 = b. (7.6.8c)

在这里条件(7.6.8c)又称为原始可行性条件，条件(7.6.8a)和条件(7.6.8b)又称
为对偶可行性条件．由于问题中只含等式约束，KKT条件中的互补松弛条
件可以不加考虑．在 ADMM迭代中，我们得到的迭代点实际为 (xk

1, xk
2,yk)，

因此收敛准则应当针对 (xk
1, xk

2,yk)检测条件(7.6.8)．接下来讨论如何具体计
算这些收敛准则．
一般来说，原始可行性条件(7.6.8c)在迭代中是不满足的，为了检测这个

条件，需要计算原始可行性残差

rk = A1xk
1 + A2xk

2 − b
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的模长，这一计算是比较容易的．下面来看两个对偶可行性条件．考虑ADMM

迭代更新 x2 的步骤

xk
2 = argmin

x

{
f2(x) +

ρ

2

∥∥∥∥A1xk
1 + A2x− b +

yk−1

ρ

∥∥∥∥2
}

,

假设这一子问题有显式解或能够精确求解，根据最优性条件不难推出

0 ∈ ∂ f2(xk
2) + AT

2 [y
k−1 + ρ(A1xk

1 + A2xk
2 − b)]. (7.6.9)

注意到当 ADMM步长 τ = 1时，根据迭代(7.6.7)可知上式方括号中的表达
式就是 yk，最终我们有

0 ∈ ∂ f2(xk
2) + AT

2 yk,

这恰好就是条件(7.6.8b)．上面的分析说明在ADMM迭代过程中，若 x2的更
新能取到精确解且步长 τ = 1，对偶可行性条件(7.6.8b)是自然成立的，因此无
需针对条件(7.6.8b)单独验证最优性条件．然而，在迭代过程中条件(7.6.8a)却
不能自然满足．实际上，由 x1 的更新公式

xk
1 = argmin

x

{
f1(x) +

ρ

2
∥A1x + A2xk−1

2 − b +
yk−1

ρ
∥2
}

,

假设子问题能精确求解，根据最优性条件

0 ∈ ∂ f1(xk
1) + AT

1 [ρ(A1xk
1 + A2xk−1

2 − b) + yk−1].

注意，这里 x2 上标是 k − 1，因此根据 ADMM 的第三式 (7.6.7)，同样取
τ = 1，我们有

0 ∈ ∂ f1(xk
1) + AT

1 (y
k + ρA2(xk−1

2 − xk
2)). (7.6.10)

对比条件 (7.6.8a)可知多出来的项为 ρAT
1 A2(xk−1

2 − xk
2)，因此要检测对偶可

行性只需要检测残差
sk = AT

1 A2(xk−1
2 − xk

2)

是否充分小，这一检测同样也是比较容易的．综上，当 x2 更新取到精确解
且 τ = 1时，判断 ADMM是否收敛只需要检测前述两个残差 rk, sk 是否充
分小：

0≈ ∥rk∥ = ∥A1xk
1 + A2xk

2 − b∥ （原始可行性）,

0≈ ∥sk∥ = ∥AT
1 A2(xk−1

2 − xk
2)∥ （对偶可行性）.

(7.6.11)
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7.6.2 Douglas-Rachford Splitting算法

Douglas-Rachford Splitting (DRS) 算法是一类非常重要的算子分裂算
法．它可以用于求解下面的无约束优化问题：

min
x

ψ(x) = f (x) + h(x), (7.6.12)

其中 f 和 h是闭凸函数．DRS算法的迭代格式是

xk+1 = proxth(z
k), (7.6.13)

yk+1 = proxt f (2xk+1 − zk), (7.6.14)

zk+1 = zk + yk+1 − xk+1, (7.6.15)

其中 t是一个正的常数．我们还可以通过一系列变形来得到 DRS格式的等
价迭代．首先在原始 DRS格式中按照 y, z, x的顺序进行更新，则有

yk+1 = proxt f (2xk − zk),

zk+1 = zk + yk+1 − xk,

xk+1 = proxth(z
k+1).

引入辅助变量 wk = zk − xk，并注意到上面迭代中变量 zk,zk+1可以消去，则
得到 DRS算法的等价迭代格式

yk+1 = proxt f (xk − wk), (7.6.16)

xk+1 = proxth(w
k + yk+1), (7.6.17)

wk+1 = wk + yk+1 − xk+1. (7.6.18)

DRS格式还可以写成关于 zk 的不动点迭代的形式

zk+1 = T(zk), (7.6.19)

其中
T(z) = z + proxt f (2proxth(z)− z)− proxth(z).

将 DRS格式写成不动点迭代的形式是有好处的：第一，它去掉了迭代中的
xk,yk 变量，使得算法形式更加简洁；第二，对不动点迭代的收敛性研究有
一些常用的工具和技术手段，例如泛函分析中的压缩映射原理；第三，针对
不动点迭代可写出很多种不同类型的加速算法．
下面的定理给出 T的不动点与 f + h的极小值之间的关系：
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定理 7.8 (1) 若 z是(7.6.19)中 T的一个不动点，即 z = T(z)，则 x =

proxth(z)是问题 (7.6.12)的一个最小值点．

(2) 若 x 是问题(7.6.12)的一个最小值点，则存在 u ∈ t∂ f (x) ∩ (−t∂h(x))，
且 x− u = T(x− u)，即 x− u是 T的一个不动点．

证明.

(1) 如果 z是 T的一个不动点，即

z = T(z) = z + proxt f (2proxth(z)− z)− proxth(z),

令 x = proxth(z)，则

proxt f (2x− z) = x = proxth(z).

由邻近算子的定义和最优性条件得

x− z ∈ t∂ f (x), z− x ∈ t∂h(x).

因此，

0 ∈ t∂ f (x) + t∂h(x).

根据凸优化问题的一阶充要条件知 x = proxth(z) 是问题(7.6.12)的一
个最小值点．

(2) 因为 x是问题(7.6.12)一个最小值点，根据一阶充要条件，

0 ∈ t∂ f (x) + t∂h(x),

这等价于存在 u ∈ t∂ f (x) ∩ (−t∂h(x))．由定理 7.2，

u ∈ t∂ f (x)⇐⇒ x = proxt f (x + u),

u ∈ (−t∂h(x))⇐⇒ x = proxth(x− u),

然后可以得到

proxt f (2proxth(x− u)− (x− u))− proxth(x− u) = 0,

即

x− u = T(x− u).
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对于不动点迭代，我们可以通过添加松弛项来加快收敛速度，即

zk+1 = zk + ρ(T(zk)− zk),

其中，当 1 < ρ < 2时是超松弛，0 < ρ < 1是欠松弛．从而得到 DRS算法
的松弛版本

xk+1 = proxth(z
k),

yk+1 = proxt f (2xk+1 − zk),

zk+1 = zk + ρ(yk+1 − xk+1),

其等价形式为

yk+1 = proxt f (xk − wk),

xk+1 = proxth((1− ρ)xk + ρyk+1 + wk),

wk+1 = wk + ρyk+1 + (1− ρ)xk − xk+1.

DRS 算法和 ADMM 有一定的等价关系．考虑本章开始引入的可分的
凸问题(7.6.1)：

min
x1,x2

f1(x1) + f2(x2),

s.t. A1x1 + A2x2 = b,

它的对偶问题为无约束复合优化问题

min
z

bTz + f ∗1 (−A1
Tz)︸ ︷︷ ︸

f (z)

+ f ∗2 (−A2
Tz)︸ ︷︷ ︸

h(z)

, (7.6.20)

根据问题(7.6.20)的结构拆分出 f (z) 和 h(z)，我们对该问题使用 DRS 算法
求解．下面这个定理表明，对原始问题(7.6.1)使用 ADMM求解就等价于将
DRS算法应用在对偶问题(7.6.20)上．

定理 7.9 如果 w1 = −tA2x0
2，那么对问题(7.6.20)应用迭代格式(7.6.16)

— (7.6.18)等价于运用 ADMM到问题(7.6.1).

证明. 对于迭代格式(7.6.16)，其最优性条件为

0 ∈ tb− tA1∂ f ∗1 (−AT
1 yk+1)− xk + wk + yk+1,



276 第七章 复合优化算法

上式等价于存在 xk
1 ∈ ∂ f ∗1 (−AT

1 yk+1)，使得

yk+1 = xk − wk + t(A1xk
1 − b). (7.6.21)

根据命题 7.1，−AT
1 yk+1 ∈ ∂ f1(xk

1)，故

−AT
1 (xk − wk + t(A1xk

1 − b)) ∈ ∂ f1(xk
1).

这就是如下更新

xk
1 = argmin

x1

{
f1(x1) + (xk)

T
(A1x1 − b) +

t
2
∥A1x1 − b− wk

t
∥2

2

}
.

的最优性条件．
类似地，迭代(7.6.17)的最优性条件为

0 ∈ tA2∂ f ∗2 (−AT
2 xk+1) + wk + yk+1 − xk+1,

其等价于存在 xk
2 ∈ ∂ f ∗2 (−AT

2 xk+1)，使得

xk+1 = xk + t(A1xk
1 + A2xk

2 − b). (7.6.22)

同样地，根据命题 7.1，−AT
2 xk+1 ∈ ∂ f2(xk

2)，所以可得

−AT
2 (xk + t(A1xk

1 + A2xk
2 − b)) ∈ ∂ f2(xk

2),

其等价于

xk
2 = argmin

x2

{
f2(x2) + (xk)

T
(A2x2) +

t
2
∥A1xk

1 + A2x2 − b∥2
2

}
.

由(7.6.21)式和(7.6.22)式可得 w-更新转化为 wk+1 =−tA2xk
2．令 zk = xk+1，总

结上面的更新，可得

xk
1 = argmin

x1

{
f1(x1) + (zk−1)T A1x1 +

t
2
∥A1x1 + A2xk−1

2 − b∥2
}

,

xk
2 = argmin

x2

{
f2(x2) + (zk−1)T A2x2 +

t
2
∥A1xk

1 + A2x2 − b∥2
}

,

zk = zk−1 + t
(

A1xk
1 + A2xk

2 − b
)

,

这就是交替方向乘子法应用到问题 (7.6.1)，其中罚因子 ρ = t，步长 τ = 1．
以上论证过程均可以反推，因此等价性成立．
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7.6.3 常见变形和技巧

本小节将给出交替方向乘子法的一些变形以及实现交替方向乘子法的
一些技巧．

1. 线性化

我们构造 ADMM的初衷是将自变量拆分，最终使得关于 x1 和 x2 的子
问题有显式解．但是在实际应用中，有时子问题并不容易求解，或者没有必
要精确求解．那么如何寻找子问题的一个近似呢？

不失一般性，我们考虑第一个子问题，即

min
x1

f1(x1) +
ρ

2
∥A1x1 − vk∥2, (7.6.23)

其中

vk = b− A2xk
2 −

1
ρ

yk. (7.6.24)

当子问题不能显式求解时，可采用线性化的方法 [100]近似求解问题 (7.6.23)．
线性化技巧实际上是使用近似点项对子问题目标函数进行二次近似．当子问
题目标函数可微时，线性化将问题(7.6.23)变为

xk+1
1 = argmin

x1

{
(∇ f1(xk

1) + ρAT
1

(
A1xk

1 − vk)
)T

x1 +
1

2ηk
∥x1 − xk∥2

2

}
,

其中 ηk 是步长参数，这等价于做一步梯度下降．当目标函数不可微时，可
以考虑只将二次项线性化，即

xk+1
1 = argmin

x1

{
f1(x1) + ρ

(
AT

1 (A1xk
1 − vk)

)T
x1 +

1
2ηk
∥x1 − xk∥2

2

}
,

这等价于求解子问题(7.6.23)时做一步近似点梯度步．当然，若 f1(x1) 是可
微函数与不可微函数的和时，也可将其可微部分线性化．

2. 缓存分解

如果目标函数中含二次函数，例如 f1(x1) =
1
2
∥Cx1 − d∥2

2，那么针对 x1

的更新(7.6.5)等价于求解线性方程组

(CTC + ρAT
1 A1)x1 = CTd + ρAT

1 vk,
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其中 vk 的定义如(7.6.24)式．虽然子问题有显式解，但是每步求解的复杂度
仍然比较高，这时候可以考虑用缓存分解的方法．首先对 CTC + ρAT

1 A1 进
行 Cholesky分解并缓存分解的结果，在每步迭代中只需要求解简单的三角
形方程组；当 ρ发生更新时，就要重新进行分解．特别地，当 CTC + ρAT

1 A1

一部分容易求逆，另一部分是低秩的情形时，可以用 SMW公式来求逆．

3. 优化转移

有时候为了方便求解子问题，可以用一个性质好的矩阵 D 近似二次项
AT

1 A1,此时子问题(7.6.23)替换为

xk+1
1 = argmin

x1

{
f1(x1) +

ρ

2
∥A1x1 − vk∥2

2 +
ρ

2
(x1 − xk)T(D− AT

1 A1)(x1 − xk)
}

,

其中 vk的定义如(7.6.24)式，这种方法也称为优化转移．通过选取合适的D，当
计算 argmin

x1

{
f1(x1) +

ρ

2
xT

1 Dx1

}
明显比计算 argmin

x1

{ f1(x1)+
ρ

2
xT

1 AT
1 A1x1}

要容易时，优化转移可以极大地简化子问题的计算．特别地，当 D =
ηk

ρ
I时，

优化转移等价于做单步的近似点梯度步．

4. 二次罚项系数的动态调节

动态调节二次罚项系数在交替方向乘子法的实际应用中是一个非常重
要的数值技巧．在介绍 ADMM时我们引入了原始可行性和对偶可行性（分
别用 ∥rk∥和 ∥sk∥度量），见(7.6.11)式．在实际求解过程中，二次罚项系数 ρ

太大会导致原始可行性 ∥rk∥下降很快，但是对偶可行性 ∥sk∥下降很慢；二
次罚项系数太小，则会有相反的效果．这样都会导致收敛比较慢或得到的解
的可行性很差．一个自然的想法是在每次迭代时动态调节惩罚系数 ρ 的大
小，从而使得原始可行性和对偶可行性能够以比较一致的速度下降到零．这
种做法通常可以改善算法在实际中的收敛效果，以及使算法表现更少地依
赖于惩罚系数的初始选择．一个简单有效的方式是令

ρk+1 =


γpρk, ∥rk∥ > µ∥sk∥,
ρk

γd
∥sk∥ > µ∥rk∥,

ρk, 其他,

其中 µ > 1,γp > 1,γd > 1是参数．常见的选择为 µ = 10,γp = γd = 2．该惩罚
参数更新方式背后的想法是在迭代过程中，将原始可行性 ∥rk∥和对偶可行
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性 ∥sk∥保持在彼此的 µ倍内．如果发现 ∥rk∥或 ∥sk∥下降过慢就应该相应增
大或减小二次罚项系数 ρk．但在改变 ρk 的时候需要注意，若之前利用了缓
存分解的技巧，此时分解需要重新计算．更一般地，我们可以考虑对每一个
约束给一个不同的惩罚系数，甚至可以将增广拉格朗日函数(7.6.2)中的二次
项

ρ

2
∥r∥2替换为

ρ

2
rTPr，其中 P是一个对称正定矩阵．如果 P在整个迭代过

程中是不变的，我们可以将这个一般的交替方向乘子法解释为将标准的交替
方向乘子法应用在修改后的初始问题上——等式约束 A1x1 + A2x2 − b = 0

替换为 F(A1x1 + A2x2− b) = 0，其中 F为 P的 Cholesky因子，即 P = FTF，
且 F是对角元为正数的上三角矩阵．

5. 超松弛

另外一种想法是用超松弛的技巧，在(7.6.6)式与(7.6.7)式中，A1xk+1
1 可

以被替换为

αk A1xk+1
1 − (1− αk)(A2xk

2 − b),

其中 αk ∈ (0,2) 是一个松弛参数．当 αk > 1 时，这种技巧称为超松弛；当
αk < 1时，这种技巧称为欠松弛．实验表明 αk ∈ [1.5,1.8]的超松弛可以提高
收敛速度．

6. 多块与非凸问题的 ADMM

在引入问题(7.6.1)时，我们提到了有两块变量 x1, x2．这个问题不难推广
到有多块变量的情形：

min
x1,x2,··· ,xN

f1(x1) + f2(x2) + · · ·+ fN(xN),

s.t. A1x1 + A2x2 + · · ·+ AN xN = b.
(7.6.25)
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这里 fi(xi)是闭凸函数，xi ∈ Rni , Ai ∈ Rm×ni．同样可以写出问题(7.6.25)的
增广拉格朗日函数 Lρ(x1, x2, · · · , xN ,y)，相应的多块 ADMM迭代格式为

xk+1
1 = argmin

x
Lρ(x, xk

2, · · · , xk
N ,yk),

xk+1
2 = argmin

x
Lρ(xk+1

1 , x, · · · , xk
N ,yk),

· · · · · · · · · · · ·

xk+1
N = argmin

x
Lρ(xk+1

1 , xk+1
2 , · · · , x,yk),

yk+1 = yk + τρ(A1xk+1
1 + A2xk+1

2 + · · ·+ AN xk+1
N − b),

其中 τ ∈
(

0,
1
2
(
√

5 + 1)
)
为步长参数．

针对非凸问题，ADMM格式可能不是良定义的，即每个子问题可能不
存在最小值或最小值点不唯一．若只考虑子问题解存在的情形，我们依然可
以形式上利用ADMM格式(7.6.5)-(7.6.7)对非凸问题进行求解．这里 argmin

应该理解为选取子问题最小值点中的一个．

和有两块变量的凸问题上的 ADMM格式相比，多块（非凸）ADMM

可能不具有收敛性．但在找到有效算法之前，这两种 ADMM算法的变形都
值得一试．它们在某些实际问题上也有不错的效果．

7.6.4 应用举例

本小节给出一些交替方向乘子法的应用实例．在实际中，大多数问题
并不直接具有问题(7.6.1)的形式．我们需要通过一系列拆分技巧将问题化成
ADMM的标准形式，同时要求每一个子问题尽量容易求解．需要指出的是，
对同一个问题可能有多种拆分方式，不同方式导出的最终算法可能差异巨
大，读者应当选择最容易求解的拆分方式．

1. LASSO问题

LASSO问题为

min µ∥x∥1 +
1
2
∥Ax− b∥2.
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这是典型的无约束复合优化问题，我们可以很容易地将其写成ADMM标准
问题形式：

min
x,z

f (x) + h(z),

s.t. x = z,

其中 f (x) =
1
2
∥Ax− b∥2，h(z) = µ∥z∥1．对于此问题，交替方向乘子法迭

代格式为

xk+1 = argmin
x

{
1
2
∥Ax− b∥2 +

ρ

2
∥x− zk +

1
ρ

yk∥2
2

}
,

= (AT A + ρI)−1(ATb + ρzk − yk),

zk+1 = argmin
z

{
µ∥z∥1 +

ρ

2
∥xk+1 − z +

1
ρ

yk∥2
}

,

= prox(µ/ρ)∥·∥1

(
xk+1 +

1
ρ

yk
)

,

yk+1 = yk + τρ(xk+1 − zk+1).

注意，因为 ρ > 0，所以 AT A + ρI总是可逆的．x迭代本质上是计算一个岭
回归问题（ℓ2范数平方正则化的最小二乘问题）；而对 z的更新为 ℓ1范数的
邻近算子，同样有显式解．在求解 x迭代时，若使用固定的罚因子 ρ，我们
可以缓存矩阵 AT A + ρI 的初始分解，从而减小后续迭代中的计算量．需要
注意的是，在 LASSO问题中，矩阵 A ∈Rm×n通常有较多的列（即 m≪ n），
因此 AT A ∈ Rn×n 是一个低秩矩阵，二次罚项的作用就是将 AT A增加了一
个正定项．该 ADMM主要运算量来自更新 x变量时求解线性方程组，复杂
度为 O(n3)（若使用缓存分解技术或 SMW公式 (5.5.13)则可进一步降低每
次迭代的运算量）．
接下来考虑 LASSO问题的对偶问题

min bTy +
1
2
∥y∥2,

s.t. ∥ATy∥∞ ⩽ µ.
(7.6.26)

将 ∥ATy∥∞ ⩽ µ变成示性函数放在目标函数中，并引入约束 ATy + z = 0，可
以得到如下等价问题：

min bTy +
1
2
∥y∥2︸ ︷︷ ︸

f (y)

+ I∥z∥∞⩽µ(z)︸ ︷︷ ︸
h(z)

,

s.t. ATy + z = 0.

(7.6.27)
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对约束 ATy + z = 0引入乘子 x，对偶问题的增广拉格朗日函数为

Lρ(y,z, x) = bTy +
1
2
∥y∥2 + I∥z∥∞⩽µ(z)− xT(ATy + z) +

ρ

2
∥ATy + z∥2.

在这里我们故意引入符号 x 作为拉格朗日乘子，实际上可以证明（见习
题7.11）x恰好对应的是原始问题的自变量．以下说明如何求解每个子问题．
当固定 y, x时，对 z的更新即向无穷范数球 {z|∥z∥∞ ⩽ µ}做欧几里得投影，
即将每个分量截断在区间 [−µ,µ]中；当固定 z, x时，对 y的更新即求解线
性方程组

(I + ρAAT)y = A(xk − ρzk+1)− b.

因此得到 ADMM迭代格式为

zk+1 = P∥z∥∞⩽µ

(
xk

ρ
− ATyk

)
,

yk+1 = (I + ρAAT)−1
(

A(xk − ρzk+1)− b
)

,

xk+1 = xk − τρ(ATyk+1 + zk+1).

注意，虽然 ADMM 应用于对偶问题也需要求解一个线性方程组，但由于
LASSO问题的特殊性（m≪ n），求解 y更新的线性方程组需要的计算量是
O(m3)，使用缓存分解技巧后可进一步降低至O(m2)，这大大小于针对原始
问题的 ADMM．
对原始问题，另一种可能的拆分方法是

min µ∥x∥1︸ ︷︷ ︸
f (x)

+
1
2
∥z∥2︸ ︷︷ ︸
h(z)

,

s.t. z = Ax− b,

可以写出其增广拉格朗日函数为

Lρ(x,z,y) = µ∥x∥1 +
1
2
∥z∥2 + yT(Ax− b− z) +

ρ

2
∥Ax− b− z∥2.

但是如果对这种拆分方式使用 ADMM，求解 x的更新本质上还是在求解一
个 LASSO问题！这种变形方式将问题绕回了起点，因此并不是一个实用的
方法．
我们用同第5.2节中一样的 A 和 b，并取 µ = 10−3，分别使用 ADMM

求解原始问题和对偶问题，这里取 τ = 1.618，原始问题和对偶问题的参数
ρ分别为 0.01和 100，终止条件设为 | f (xk)− f (xk−1)|< 10−8和最大迭代步
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数 2000．此外，对于原始问题的ADMM，我们还添加终止条件 ∥xk − zk∥<
10−10；相应地，对于对偶问题，额外的终止条件取为 ∥ATyk + zk∥ < 10−10．
算法结果见图7.9．这里的 ADMM没有使用连续化策略来调整 µ，因此可以
看出 ADMM相对其他算法的强大之处．此外，对于这个例子，求解原始问
题需要的迭代步数较少，但求解对偶问题每一次迭代所需要的时间更短，综
合来看 ADMM求解对偶问题时更快．
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图 7.9 ADMM求解 LASSO问题

2. 矩阵分离问题

考虑矩阵分离问题：

min
X,S

∥X∥∗ + µ∥S∥1,

s.t. X + S = M,
(7.6.28)

其中 ∥ · ∥1与 ∥ · ∥∗分别表示矩阵 ℓ1范数与核范数．引入乘子 Y作用在约束
X + S = M上，我们可以得到此问题的增广拉格朗日函数

Lρ(X,S,Y) = ∥X∥∗ + µ∥S∥1 + ⟨Y, X + S−M⟩+ ρ

2
∥X + S−M∥2

F.

(7.6.29)
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在第 (k + 1)步，交替方向乘子法分别求解关于 X和 S的子问题来更新得到
Xk+1 和 Sk+1．对于 X子问题，

Xk+1 = argmin
X

Lρ(X,Sk,Yk)

= argmin
X

{
∥X∥∗ +

ρ

2

∥∥∥∥X + Sk −M +
Yk

ρ

∥∥∥∥2

F

}
,

= argmin
X

{
1
ρ
∥X∥∗ +

1
2

∥∥∥∥X + Sk −M +
Yk

ρ

∥∥∥∥2

F

}
,

= UDiag
(

prox(1/ρ)∥·∥1
(σ(A))

)
VT,

其中 A = M − Sk − Yk

ρ
，σ(A) 为 A 的所有非零奇异值构成的向量并且

UDiag(σ(A))VT 为 A的约化奇异值分解．对于 S子问题，

Sk+1 = argmin
S

Lρ(Xk+1,S,Yk)

= argmin
S

{
µ∥S∥1 +

ρ

2

∥∥∥∥Xk+1 + S−M +
Yk

ρ

∥∥∥∥2

F

}

= prox(µ/ρ)∥·∥1

(
M− Xk+1 − Yk

ρ

)
.

对于乘子 Y，依然使用常规更新，即

Yk+1 = Yk + τρ(Xk+1 + Sk+1 −M).

那么，交替方向乘子法的迭代格式为

Xk+1 = UDiag
(

prox(1/ρ)∥·∥1
(σ(A))

)
VT,

Sk+1 = prox(µ/ρ)∥·∥1

(
M− Lk+1 − Yk

ρ

)
,

Yk+1 = Yk + τρ(Xk+1 + Sk+1 −M).

3. 全局一致性优化问题

第7.6.1小节介绍了全局一致性优化问题

min
x

N

∑
i=1

ϕi(x)
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并给出了一个拆分方式

min
xi ,z

N

∑
i=1

ϕi(xi),

s.t. xi − z = 0, i = 1,2, · · · , N,

其增广拉格朗日函数为

Lρ(x1, x2, · · · , xN ,z,y1,y2, · · · ,yN) =
N

∑
i=1

ϕi(xi)+
N

∑
i=1

yT
i (xi− z)+

ρ

2

N

∑
i=1

∥xi− z∥2.

固定 zk,yk
i，更新 xi 的公式为

xk+1
i = argmin

x

{
ϕi(x) +

ρ

2

∥∥∥∥x− zk +
yk

i

ρ

∥∥∥∥2
}

. (7.6.30)

在这里注意，虽然表面上看增广拉格朗日函数有（N + 1）个变量块，但本质
上还是两个变量块．这是因为在更新某 xi 时并没有利用其他 xi 的信息，所
有 xi 可以看成一个整体．相应地，所有乘子 yi 也可以看成一个整体．迭代
式(7.6.30)的具体计算依赖于 ϕi 的形式，在一般情况下更新 xi 的表达式为

xk+1
i = proxϕi/ρ

(
zk − yk

i

ρ

)
.

固定 xk+1
i ,yk

i，问题关于 z是二次函数，因此可以直接写出显式解：

zk+1 =
1
N

N

∑
i=1

(
xi

k+1 +
yk

i

ρ

)
.

综上，该问题的交替方向乘子法迭代格式为

xk+1
i = proxϕi/ρ

(
zk − yk

i

ρ

)
, i = 1,2, · · · , N,

zk+1 =
1
N

N

∑
i=1

(
xk+1

i +
yk

i

ρ

)
,

yk+1
i = yi

k + τρ(xi
k+1 − zk+1), i = 1,2, · · · , N.

4. 非凸集合上的优化问题

非凸集合上的优化问题可以表示为

min f (x),

s.t. x ∈ S,
(7.6.31)
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其中 f 是闭凸函数，但 S是非凸集合．利用例 7.15的技巧，对集合 S引入
示性函数 IS(z)并做拆分，可得到问题(7.6.31)的等价优化问题：

min f (x) + IS(z),

s.t. x− z = 0,
(7.6.32)

其增广拉格朗日函数为

Lρ(x,z,y) = f (x) + IS(z) + yT(x− z) +
ρ

2
∥x− z∥2.

由于 f 是闭凸函数，固定 z,y后对 x求极小就是计算邻近算子：

xk+1 = prox f /ρ

(
zk − yk

ρ

)
.

固定 x,y，对 z求极小实际上是到非凸集合上的投影问题：

zk+1 = argmin
z∈S

1
2

∥∥∥∥z−
(

xk+1 +
yk

ρ

)∥∥∥∥2

= PS

(
xk+1 +

yk

ρ

)
.

一般来说，由于 S是非凸集合，计算 PS 是比较困难的（例如不能保证存在
性和唯一性），但是当 S有特定结构时，到 S上的投影可以精确求解．

(1) 基数：如果 S = {x | ∥x∥0 ⩽ c}，其中 ∥ · ∥0 表示 ℓ0 范数，即非零元素
的数目，那么计算任意向量 v到 S中的投影就是保留 v分量中绝对值
从大到小排列的前 c个，其余分量变成 0．假设 v的各个分量满足

|vi1 |⩾ |vi2 |⩾ · · ·⩾ |vin |,

则投影算子可写成

(PS(v))i =

vi, i ∈ {i1, i2, · · · , ic},

0, 其他.

(2) 低秩投影：当变量 x ∈Rm×n 是矩阵时，一种常见的非凸约束是在低秩
矩阵空间中进行优化问题求解，即 S = {x | rank(x)⩽ r}．此时到低秩
矩阵空间上的投影等价于对 x做截断奇异值分解．设 x的奇异值分解
为

x =
min{m,n}

∑
i=1

σiuivT
i ,
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其中 σ1 ⩾ · · · ⩾ σmin{m,n} ⩾ 0为奇异值，ui,vi 为对应的左右奇异向量，
则 PS 的表达式为

PS(x) =
r

∑
i=1

σiuivT
i .

(3) 布尔（Bool）约束：如果限制变量 x只能在 {0,1}中取值，即 S = {0,1}n，
容易验证 PS(v)就是简单地把 v的每个分量 vi 变为 0和 1中离它更近
的数，一种可能的实现方式是分别对它们做四舍五入操作．

5. 多块交替方向乘子法的反例

这里给出一个多块交替方向乘子法的例子，并且从数值上说明若直接
采用格式(7.6.25)，则算法未必收敛．

考虑最优化问题

min 0,

s.t. A1x1 + A2x2 + A3x3 = 0,
(7.6.33)

其中 Ai ∈ R3, i = 1,2,3为三维空间中的非零向量，xi ∈ R, i = 1,2,3是自变
量．问题(7.6.33)实际上就是求解三维空间中的线性方程组，若 A1, A2, A3之
间线性无关，则问题(7.6.33)只有零解．此时容易计算出最优解对应的乘子
为 y = (0,0,0)T．

现在推导多块交替方向乘子法的格式．问题(7.6.33)的增广拉格朗日函
数为

Lρ(x,y) = 0 + yT(A1x1 + A2x2 + A3x3) +
ρ

2
∥A1x1 + A2x2 + A3x3∥2.

当固定 x2, x3,y时，对 x1 求最小可推出

AT
1 y + ρAT

1 (A1x1 + A2x2 + A3x3) = 0,

整理可得

x1 = −
1

∥A1∥2

(
AT

1

(
y
ρ
+ A2x2 + A3x3

))
.

可类似地计算 x2, x3 的表达式，因此多块交替方向乘子法的迭代格式可以写
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为

xk+1
1 = − 1

∥A1∥2 AT
1

(
yk

ρ
+ A2xk

2 + A3xk
3

)
,

xk+1
2 = − 1

∥A2∥2 AT
2

(
yk

ρ
+ A1xk+1

1 + A3xk
3

)
,

xk+1
3 = − 1

∥A3∥2 AT
3

(
yk

ρ
+ A1xk+1

1 + A2xk+1
2

)
,

yk+1 = yk + ρ(A1xk+1
1 + A2xk+1

2 + A3xk+1
3 ).

(7.6.34)

对此问题而言，罚因子取不同值仅仅是将乘子 yk 缩放了常数倍，所以罚因
子 ρ 的任意取法（包括动态调节）都是等价的．在数值实验中我们不妨取
ρ = 1．

格式(7.6.34)的收敛性与 Ai, i = 1,2,3 的选取有关．为了方便，令 A =

[A1, A2, A3]，以及 x = (x1, x2, x3)
T，并选取 A为

Ã =


1 1 1

1 1 2

1 2 2

 或 Â =


1 1 2

0 1 1

0 0 1

 .

在迭代中，自变量初值初值选为 (1,1,1)，乘子选为 (0,0,0)．图 7.10记录了
在两种不同 A条件下，x和 y的 ℓ2 范数随迭代的变化过程．可以看到，当
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(b) 系数矩阵为 Â

图 7.10 选取不同 A时的数值结果

A = Ã时数值结果表明迭代是发散的，而当 A = Â时数值结果表明迭代是
收敛的．另一个比较有趣的观察是，在图7.10（b）中 ∥x∥与 ∥y∥并不是单
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调下降的，而是在下降的同时有规律地振荡．实际上，文献 [30]中具体解释
了 A取 Ã会导致发散的原因．

7.7 随机优化算法

随着大数据时代的来临，以及机器学习和深度学习等人工智能领域的
发展，许多大规模的优化问题随之产生，它们对传统优化理论和算法都产
生了巨大的挑战．幸运的是，这些问题往往与概率和统计学科有很大联系，
由此促使了随机优化算法的广泛使用．随机算法的思想可以追溯到Monro-

Robbins算法 [110]，相比传统优化算法，随机优化算法能极大地节省每步
迭代的运算量，从而使得算法在大规模数据中变得可行．本节将介绍随机梯
度算法的基本形式和收敛性理论，以及当前在深度学习领域广泛应用的一
些随机梯度型算法．
为了方便理解本节主要考虑的问题形式，首先介绍机器学习的一个基

本模型——监督学习模型．假定 (a,b) 服从概率分布 P，其中 a 为输入，b

为标签．我们的任务是要给定输入 a 预测标签 b，即要决定一个最优的函
数 ϕ 使得期望风险 E[L(ϕ(a),b)] 最小，其中 L(·, ·) 表示损失函数，用来
衡量预测的准确度，函数 ϕ 为某个函数空间中的预测函数．在实际问题中
我们并不知道真实的概率分布 P，而是随机采样得到的一个数据集 D =

{(a1,b1), (a2,b2), · · · , (aN ,bN)}．然后我们用经验风险来近似期望风险，并将
预测函数 ϕ(·)参数化为 ϕ(·; x)以缩小要找的预测函数的范围，即要求解下
面的极小化问题：

min
x

1
N

N

∑
i=1

L(ϕ(ai; x),bi). (7.7.1)

对应于随机优化问题 (3.4.1)，有 ξi = (ai,bi)以及

fi(x) = L(ϕ(ai; x),bi), h(x) = 0.

在机器学习中，大量的问题都可以表示为问题 (7.7.1)的形式．由于数据规模
巨大，计算目标函数的梯度变得非常困难，但是可以通过采样的方式只计算
部分样本的梯度来进行梯度下降，往往也能达到非常好的数值表现，而每步
的运算量却得到了极大的减小．
我们将主要考虑如下随机优化问题：

min
x∈Rn

f (x) def
==

1
N

N

∑
i=1

fi(x), (7.7.2)
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其中 fi(x)对应第 i个样本的损失函数．问题 (7.7.2)也称为随机优化问题的
有限和形式．

7.7.1 随机梯度下降算法

下面为了讨论方便，先假设 (7.7.2)中每一个 fi(x)是凸的、可微的．因
此可以运用梯度下降算法

xk+1 = xk − αk∇ f (xk), (7.7.3)

来求解原始的优化问题．在迭代格式(7.7.3)中，

∇ f (xk) =
1
N

N

∑
i=1

∇ fi(xk).

在绝大多数情况下，我们不能通过化简的方式得到 ∇ f (xk)的表达式，要计
算这个梯度必须计算出所有的 ∇ fi(xk), i = 1,2, · · · , N 然后将它们相加．然
而在机器学习中，采集到的样本量是巨大的，因此计算 ∇ f (xk)需要非常大
的计算量．使用传统的梯度法求解机器学习问题并不是一个很好的做法．
既然梯度的计算很复杂，有没有减少计算量的方法呢？这就是下面要介

绍的随机梯度下降算法 (SGD)．它的基本迭代格式为

xk+1 = xk − αk∇ fsk(xk), (7.7.4)

其中 sk 是从 {1,2, · · · , N} 中随机等可能地抽取的一个样本，αk 称为步长1．
通过对比 (7.7.3)式和 (7.7.4)式可知，随机梯度算法不去计算全梯度∇ f (xk)，
而是从众多样本中随机抽出一个样本 si，然后仅仅计算这个样本处的梯度
∇ fsk(xk)，以此作为∇ f (xk)的近似．注意，在全梯度∇ f (xk)的表达式中含

系数
1
N
，而迭代格式(7.7.4)中不含

1
N
．这是因为我们要保证随机梯度的条

件期望恰好是全梯度，即

Esk [∇ fsk(xk)|xk] =∇ f (xk).

这里使用条件期望的符号 E[·|xk] 的原因是迭代点 xk 本身也是一个随机变
量．实际计算中每次只抽取一个样本 sk 的做法比较极端，常用的形式是
小批量（mini-batch）随机梯度法，即随机选择一个元素个数很少的集合

1在机器学习和深度学习领域中，更多的时候被称为学习率 (learning rate)
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Ik ⊂ {1,2, · · · , N}，然后执行迭代格式

xk+1 = xk − αk

|Ik| ∑
s∈Ik

∇ fs(xk),

其中 |Ik|表示 Ik 中的元素个数．本节后面的阐述中虽然只考虑最简单形式
的随机梯度下降算法 (7.7.4)，但很多变形和分析都可以推广到小批量随机梯
度法．
随机梯度下降法使用一个样本点的梯度代替了全梯度，并且每次迭代

选取的样本点是随机的，这使得每次迭代时计算梯度的复杂度变为了原先

的
1
N
，在样本量 N很大的时候无疑是一个巨大的改进．但正因为如此，算

法中也引入了随机性，一个自然的问题是这样的算法还会有收敛性吗？如果
收敛，是什么意义下的收敛？这些问题将在第 7.7.3小节中给出具体的回答．
当 fi(x) 是凸函数但不一定可微时，我们可以用 fi(x) 的次梯度代替梯

度进行迭代．这就是随机次梯度算法，它的迭代格式为

xk+1 = xk − αkgk, (7.7.5)

其中 αk 为步长，gk ∈ ∂ fsk(xk)为随机次梯度，其期望为真实的次梯度．
随机梯度算法在深度学习中得到了广泛的应用，下面介绍其在深度学

习中的一些变形．

1. 动量方法

传统的梯度法在问题比较病态时收敛速度非常慢，随机梯度下降法也
有类似的问题．为了克服这一缺陷，人们提出了动量方法（momentum），
旨在加速学习．该方法在处理高曲率或是带噪声的梯度上非常有效，其思想
是在算法迭代时一定程度上保留之前更新的方向，同时利用当前计算的梯
度调整最终的更新方向．这样一来，可以在一定程度上增加稳定性，从而学
习得更快，并且还有一定摆脱局部最优解的能力．从形式上来看，动量方法
引入了一个速度变量 v，它代表参数移动的方向和大小．动量方法的具体迭
代格式如下：

vk+1 = µkvk − αk∇ fsk(xk), (7.7.6)

xk+1 = xk + vk+1. (7.7.7)

在计算当前点的随机梯度 ∇ fsi(xk)后，我们并不是直接将其更新到变量 xk

上，即不完全相信这个全新的更新方向，而是将其和上一步更新方向 vk 做
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线性组合来得到新的更新方向 vk+1．由动量方法迭代格式立即得出当 µk = 0

时该方法退化成随机梯度下降法．在动量方法中，参数 µk 的范围是 [0,1)，
通常取 µk ⩾ 0.5，其含义为迭代点带有较大惯性，每次迭代会在原始迭代方
向的基础上做一个小的修正．在普通的梯度法中，每一步迭代只用到了当前
点的梯度估计，动量方法的更新方向还使用了之前的梯度信息．当许多连续
的梯度指向相同的方向时，步长就会很大，这从直观上看也是非常合理的．
图 7.11比较了梯度法和动量方法在例 5.2中的表现．可以看到普通梯度

法生成的点列会在椭圆的短轴方向上来回移动，而动量方法生成的点列更
快收敛到了最小值点．

−10 −5 0 5 10
−4

−2

0

2

4 梯度下降法

动量方法

图 7.11 动量方法在海瑟矩阵病态条件下的表现

2. Nesterov加速算法

针对光滑问题的 Nesterov加速算法迭代的随机版本为

yk+1 = xk + µk(xk − xk−1), (7.7.8)

xk+1 = yk+1 − αk∇ fsk(y
k+1), (7.7.9)

其中 µk =
k− 1
k + 2

，步长 αk 是一个固定值或者由线搜索确定．现在我们通过

一些等价变形来说明 Nesterov加速算法可以看成是某种动量方法．首先在
第 k步迭代引入速度变量

vk = xk − xk−1,

再合并原始 Nesterov加速算法的两步迭代可以得到

xk+1 = xk + µk(xk − xk−1)− αk∇ fk(xk + µk(xk − xk−1)).



7.7 随机优化算法 293

如果定义有关 vk+1 的迭代式

vk+1 = µkvk − αk∇ fk(xk + µkvk),

则得到关于 xk 和 vk 的等价迭代：

vk+1 = µkvk − αk∇ fsk(xk + µkvk), (7.7.10)

xk+1 = xk + vk+1. (7.7.11)

与动量方法相比，二者的主要差别在梯度的计算上．Nesterov加速算法先
对点施加速度的作用，再求梯度，这可以理解为对标准动量方法做了一个校
正．

3. AdaGrad

在一般的随机梯度法中，调参是一个很大的难点，参数设置的好坏对算
法的性能有显著的影响．所以我们希望算法能在运行的过程中，根据当前情
况自发地调整参数，这就是 AdaGrad(adaptive subgradient methods)的出
发点．对无约束光滑凸优化问题，点 x是问题的解等价于该点处梯度为零向
量．但对大部分问题而言，梯度的每个分量收敛到零的速度是不同的．传统
梯度算法只有一个统一的步长 αk 来调节每一步迭代，它没有针对每一个分
量考虑．当梯度的某个分量较大时，可以推断出在该方向上函数变化比较剧
烈，此时应该用小步长；当梯度的某个分量较小时，在该方向上函数比较平
缓，此时应该用大步长．AdaGrad就是根据这个思想设计的．
令 gk = ∇ fsk(xk)，为了记录整个迭代过程中梯度各个分量的累积情况，

引入向量

Gk =
k

∑
i=1

gi ⊙ gi.

从 Gk 的定义可知 Gk 的每个分量表示在迭代过程中，梯度在该分量处的累
积平方和．当 Gk 的某分量较大时，我们认为该分量变化比较剧烈，因此应
采用小步长，反之亦然．因此 AdaGrad的迭代格式为

xk+1 = xk − α√
Gk + ε111n

⊙ gk, (7.7.12)

Gk+1 = Gk + gk+1 ⊙ gk+1, (7.7.13)

这里
α√

Gk + ε111n
中的除法和求根运算都是对向量每个分量分别操作的（下

同），α为初始步长，引入 ε111n这一项是为了防止除零运算．可以看到AdaGrad
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的步长大致反比于历史梯度累计值的算术平方根，所以梯度较大时步长下
降很快，反之则下降较慢，这样做的效果就是在参数空间更平缓的方向上，
前后两次迭代的距离较大．在凸优化问题中AdaGrad有比较好的理论性质，
但实际应用中也发现在训练深度神经网络模型时，从训练开始就积累梯度
平方会导致步长过早或过多减小．
如果在 AdaGrad中使用真实梯度∇ f (xk)，那么 AdaGrad也可以看成

是一种介于一阶和二阶的优化算法．考虑 f (x)在点 xk 处的二阶泰勒展开：

f (x) ≈ f (xk) +∇ f (xk)T(x− xk) +
1
2
(x− xk)TBk(x− xk),

我们知道选取不同的 Bk 可以导出不同的优化算法．例如使用常数倍单位
矩阵近似 Bk 时可得到梯度法；利用海瑟矩阵作为 Bk 时可得到牛顿法．而
AdaGrad则是使用一个对角矩阵来作为 Bk．具体地，取

Bk =
1
α

Diag(
√

Gk + ε111n)

时导出的算法就是 AdaGrad．读者可自行验证．

4. RMSProp

RMSProp（root mean square propagation）是对 AdaGrad 的一个改
进，该方法在非凸问题上可能表现更好．AdaGrad会累加之前所有的梯度
分量平方，这就导致步长是单调递减的，因此在训练后期步长会非常小，同
时这样做也加大了计算的开销．所以 RMSProp提出只需使用离当前迭代点
比较近的项，同时引入衰减参数 ρ．具体地，令

Mk+1 = ρMk + (1− ρ)gk+1 ⊙ gk+1,

再对其每个分量分别求根，就得到均方根 (root mean square)

Rk =
√

Mk + ε111n, (7.7.14)

最后将均方根的倒数作为每个分量步长的修正，得到 RMSProp迭代格式：

xk+1 = xk − α

Rk ⊙ gk, (7.7.15)

Mk+1 = ρMk + (1− ρ)gk+1 ⊙ gk+1. (7.7.16)

引入参数 ε同样是为了防止分母为 0的情况发生．一般取 ρ = 0.9, α = 0.001．
可以看到 RMSProp和 AdaGrad的唯一区别是将 Gk 替换成了 Mk．
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5. AdaDelta

AdaDelta在 RMSProp的基础上，对历史的 ∆xk 也同样累积平方并求
均方根：

Dk = ρDk−1 + (1− ρ)∆xk ⊙ ∆xk, (7.7.17)

Tk =
√

Dk + ε111n, (7.7.18)

然后使用 Tk−1和 Rk的商对梯度进行校正，完整的过程如算法 7.11所示，其
中 Tk 和 Rk 的定义分别为 (7.7.18)式和 (7.7.14)式．

算法 7.11 AdaDelta

1. 输入 x1, ρ, ε．
2. 置初值 M0 = 0, D0 = 0．
3. for k = 1,2, · · · ,K do

4. 随机选取 i ∈ {1,2, · · · , N}，计算梯度 gk =∇ fi(xk)．
5. 计算 Mk = ρMk−1 + (1− ρ)gk ⊙ gk．

6. 计算 ∆xk = −Tk−1

Rk ⊙ gk．

7. 计算 Dk = ρDk−1 + (1− ρ)∆xk ⊙ ∆xk．
8. xk+1← xk + ∆xk．
9. end for

注意，计算步长时 T 和 R 的下标相差 1，这是因为我们还没有计算出
∆xk 的值，无法使用 Tk 进行计算．AdaDelta的特点是步长选择较为保守，
同时也改善了 AdaGrad步长单调下降的缺陷．

6. Adam

Adam（adaptive moment estimation）本质上是带动量项的 RMSProp，
它利用梯度的一阶矩估计和二阶矩估计动态调整每个参数步长．虽然RMSProp

也采用了二阶矩估计，但是缺少修正因子，所以它在训练初期可能有比较大
的偏差. Adam的优点主要在于经过偏差修正后，每一次迭代的步长都有一
个确定范围，使得参数比较平稳．

与 RMSProp和动量方法相比，Adam可以看成是带修正的二者的结合．
在 Adam中不直接使用随机梯度作为基础的更新方向，而是选择了一个动



296 第七章 复合优化算法

量项进行更新：
Sk = ρ1Sk−1 + (1− ρ1)gk.

于此同时它和 RMSProp类似，也会记录迭代过程中梯度的二阶矩：

Mk = ρ2 Mk−1 + (1− ρ2)gk ⊙ gk.

与原始动量方法和RMSProp的区别是，由于 Sk和Mk本身带有偏差，Adam

不直接使用这两个量更新，而是在更新前先对其进行修正：

Ŝk =
Sk

1− ρk
1
, M̂k =

Mk

1− ρk
2
,

这里 ρk
1,ρk

2 分别表示 ρ1,ρ2 的 k次方．Adam最终使用修正后的一阶矩和二
阶矩进行迭代点的更新．

xk+1 = xk − α√
M̂k + ε111n

⊙ Ŝk.

我们将完整的迭代过程整理到算法 7.12中．这里参数 ρ1 通常选为 0.9，

算法 7.12 Adam

1. 给定步长 α，矩估计的指数衰减速率 ρ1,ρ2，x1．
2. 置初值 S0 = 0，M0 = 0．
3. for k = 1,2, · · · ,K do

4. 随机选取 i ∈ {1,2, · · · , N}，计算梯度 gk =∇ fi(xk)．
5. 更新一阶矩估计：Sk = ρ1Sk−1 + (1− ρ1)gk．
6. 更新二阶矩估计：Mk = ρ2 Mk−1 + (1− ρ2)gk ⊙ gk．

7. 修正一阶矩的偏差：Ŝk =
Sk

1− ρk
1
．

8. 修正二阶矩的偏差：M̂k =
Mk

1− ρk
2
．

9. xk+1 = xk − α√
M̂k + ε111n

⊙ Ŝk．

10. end for

ρ2 选为 0.999，全局步长 α = 0.001．
上面的很多算法已经被实现在主流的深度学习框架中，可以非常方便地

用于训练神经网络：Pytorch里实现的算法有AdaDelta，AdaGrad，Adam，
Nesterov，RMSProp等；Tensorflow里实现的算法则有 AdaDelta，Ada-

GradDA，AdaGrad，ProximalAdagrad，Ftrl，Momentum，Adam和 Cen-

teredRMSProp等．
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7.7.2 应用举例

随机优化在机器学习的监督模型中有非常多的应用，本小节介绍两个
例子——逻辑回归和神经网络．

1. 逻辑回归

逻辑回归是最基本的线性分类模型，它经常用来作为各种分类模型的
比较标准．给定数据集 {(ai,bi)}N

i=1，带 ℓ2 范数平方正则项的逻辑回归对应
的优化问题 (7.7.2)可以写成如下形式：

min
x∈Rn

f (x) =
1
N

N

∑
i=1

fi(x) =
1
N

N

∑
i=1

ln(1 + exp(−bi · aT
i x)) + λ∥x∥2

2,

其中
fi(x) = ln(1 + exp(−bi · aT

i x)) + λ∥x∥2
2.

每步我们随机取一个下标 ik 对应的梯度 ∇ fik(xk)做随机梯度下降，其迭代
格式可以写成

xk+1 = xk − αk∇ fik(xk) = xk − αk

(
−exp(−bik · aT

ik
xk)bik aik

1 + exp(−bik · aT
ik

xk)
+ 2λxk

)
,

其中 ik 为从 {1,2, · · · , N}中随机抽取的一个样本，αk 为步长．

这里和第 5.4节一样，采用 LIBSVM [29] 网站的数据集并令 λ =
10−2

N
，

分别测试不同随机算法在数据集 CINA和 a9a上的表现．我们采用网格搜
索方法来确定随机算法中的参数值，对每个参数重复 5 次数值实验并取其
平均表现．对比发现：对随机梯度算法，步长 αk = 10−3 表现最好．动量方
法中取 µk = 0.8,αk = 10−3；Adagrad, RMSProp和 Adam中的 α分别取为
0.4,10−3,5 · 10−3，数值稳定参数均设置为 ε = 10−7．数值结果见图7.12．随
机算法的批量大小（batch size）表示每次迭代所采用的样本数（即随机生
成的下标 i的个数）．在横坐标中，每个时期（epoch）表示计算了 N次分量
函数 fi 的梯度．可以看到，加入了动量之后，随机梯度法的收敛加快，但没
有自适应类梯度方法快．值得注意的是，当批量大小从 1变成 10时，随机
梯度法和动量方法达到相同精度需要的时期数变多，但大的批量大小对应
的算法效率更高（计算梯度时矩阵乘法的并行效率以及内存利用率会更高）．
在自适应梯度类方法中，AdaGrad对该凸问题收敛最快，Adam次之．在
a9a数据集上，RMSProp和AdaDelta在批量大小为 1时尾部出现函数值上
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(a) CINA数据集，批量大小 1
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(b) a9a数据集，批量大小 1
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(c) CINA数据集，批量大小 10

0 5 10 15

0.4

0.5

0.6

0.7

0.8

0.9

1

1.1

1.2

1.3
SGD

Momentum

Adagrad

RMSProp

AdaDelta

Adam

(d) a9a数据集，批量大小 10

图 7.12 使用不同类型的随机梯度法求解逻辑回归问题．

升（尽管设置更小的 α可以避免出现上升，但会大大降低目标函数值的下降
速度），批量大小为 10时算法产生的 x对应的目标函数值更小．

2. 多层感知机神经网络

多层感知机也叫全连接神经网络，是一种基本的网络结构，第 1.3 节
已经简要地介绍了这一模型．考虑有 L 个隐藏层的多层感知机，给定输入
a ∈Rp，则多层感知机的输出可用如下迭代过程表示：

y(l) = t(x(l)y(l−1) + w(l)), l = 1,2, · · · , L + 1,

其中 x(l) ∈Rml−1×ml 为系数矩阵，w(l) ∈Rml 为非齐次项，t(·)为非线性激活
函数．该感知机的输出为 y(L+1)．
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现在用非线性函数 h(a; x)来表示该多层感知机，其中

x = (x(1), x(2), · · · , x(L),w(1),w(2), · · · ,w(L))

表示所有网络参数的集合，则学习问题可以表示成经验损失函数求极小问
题：

min
1
N

N

∑
i=1

L(h(ai; x),bi).

同样地，由于目标函数表示成了样本平均的形式，我们可以用随机梯度算
法：

xk+1 = xk − τk∇x L(h(ask ; xk),bsk),

其中 sk 为从 {1,2, · · · , N} 中随机抽取的一个样本．算法最核心的部分为求
梯度，由于函数具有复合结构，因此可以采用后传算法．假定已经得到关于

第 l隐藏层的导数
∂L

∂y(l)，然后可以通过下面递推公式得到关于第 l隐藏层参

数的导数以及关于前一个隐藏层的导数：

∂L
∂w(l) =

∂L
∂y(l) ⊙

∂t
∂z

,

∂L
∂x(l) =

(
∂L

∂y(l) ⊙
∂t
∂z

)
(y(l−1))T,

∂L
∂y(l−1)

= (x(l))T
(

∂L
∂y(l) ⊙

∂t
∂z

)
.

(7.7.19)

其中 ⊙为逐元素相乘．完整的后传算法见算法 7.13．

算法 7.13后传算法

1. g←∇ŷL(ŷ,bsk).

2. for l = L + 1, L, · · · ,1. do

3. g← g⊙ ∂t
∂z

.

4.
∂L

∂w(l) = g.

5.
∂L

∂x(l) = g(y(l−1))T.

6. g← (x(l))Tg.

7. end for
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7.7.3 收敛性分析

随机梯度算法具有不确定性，这样的算法会有收敛性吗？本小节将简要
回答这一问题．概括来说，随机梯度下降法的收敛性依赖于步长的选取以及
函数 f 本身的性质，在不同条件下会有不同结果．这一点和梯度法是类似
的．为了简单起见我们仅介绍目标函数为可微强凸函数的结果．
首先我们列出这一部分的统一假设．

假设 7.2 对问题(7.7.2)使用迭代算法(7.7.4)时，

(1) f (x)是可微函数，每个 fi(x)梯度存在；

(2) f (x)是梯度利普希茨连续的，相应常数为 L；

(3) f (x)是强凸函数，强凸参数为 µ；

(4) 随机梯度二阶矩是一致有界的，即存在 M，对任意的 x ∈Rn以及随机
下标 sk，有

Esk [∥∇ fsk(x)∥2]⩽ M2 < +∞.

下面的定理表明，如果设置递减的步长，收敛阶可以达到 O
(

1
K

)
．

定理 7.10 (随机梯度算法的收敛速度 [17]定理 4.7) 在假设 7.2 的条件下，
取递减的步长

αk =
β

k + γ
,

其中 β >
1

2µ
, γ > 0，使得 α1 ⩽

1
2µ
，那么对于任意的 k ⩾ 1，都有

E[ f (xk)− f (x∗)]⩽ L
2

E[∆2
k ]⩽

L
2

v
γ + k

, (7.7.20)

这里 v = max
{

β2 M2

2βµ− 1
, (γ + 1)∆2

1

}
.

定理 7.10 表明对于强凸函数，随机梯度下降法的收敛速度可以达到

O
(

1
k

)
．对于一般的凸函数随机梯度算法也有一定的收敛性，为此我们在

表 7.1比较随机算法和普通算法的复杂度．这里复杂度是指计算梯度的次数，
ε代表希望达到的精度，N表示样本数量．对于普通梯度下降方法，每一次
迭代都需要计算 N 次梯度，而随机算法只需要计算一次．我们可以看到次
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梯度算法的普通版本和随机版本的收敛速度并没有差别，而每步的计算量
能大大降低．但是在可微光滑和强凸情形下，随机梯度算法的收敛速度要慢
于梯度算法．下一小节将讨论产生这一差别的原因，并介绍方差减小技术来
改进它．

表 7.1 梯度下降法的算法复杂度

f 凸 (次梯度算法) f 可微强凸 f 可微强凸且 L-光滑

随机算法 O
(

1
ε2

)
O
(

1
ε

)
O
(

1
ε

)
普通算法 O

(
N
ε2

)
O
(

N
ε

)
O
(

N ln
(

1
ε

))

7.7.4 方差减小技术

上一小节证明了在次梯度情形以及 f (x)可微强凸的条件下，随机梯度
方法的算法复杂度要小于普通的梯度法．但是我们也发现随机方法容易受到
梯度估计噪声的影响，这使得它在固定步长下不能收敛，并且在递减步长下

也只能达到 R-次线性收敛O
(

1
k

)
，而普通梯度法在强凸且梯度 L-利普希茨

连续的条件下可以达到 Q-线性收敛速度．下面分析这两种算法的主要区别．

在假设 7.2的条件下，对梯度下降法有

∆2
k+1 = ∥xk+1 − x∗∥2 = ∥xk − α∇ f (xk)− x∗∥2

= ∆2
k − 2α⟨∇ f (xk), xk − x∗⟩+ α2∥∇ f (xk)∥2

⩽ (1− 2αµ)∆2
k + α2∥∇ f (xk)∥2

2 (µ-强凸)

⩽ (1− 2αµ + α2L2)∆2
k . (L-光滑)

(7.7.21)

对随机梯度下降法，利用条件期望的性质（具体细节读者可自行验证）有

E[∆2
k+1] = E[∥xk+1 − x∗∥2

2] = E[∥xk − α∇ fsk(xk)− x∗∥]2

= E[∆2
k ]− 2αE[⟨∇ fsk(xk), xk − x∗⟩] + α2E[∥∇ fsk(xk)∥2]

= E[∆2
k ]− 2αE[⟨∇ f (xk), xk − x∗⟩] + α2E[∥∇ fsk(xk)∥2]

⩽ (1− 2αµ)E[∆2
k ] + α2E[∥∇ fsk(xk)∥2] (µ-强凸)

= (1− 2αµ)E[∆2
k ] + α2E[∥∇ fsk(xk)−∇ f (xk) +∇ f (xk)∥2]

⩽ (1− 2αµ + α2L2)E[∆2
k ] + α2E[∥∇ fsk(xk)−∇ f (xk)∥2],
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也即

E[∆2
k+1]⩽ (1− 2αµ + α2L2)E[∆2

k ]︸ ︷︷ ︸
A

+α2E[∥∇ fsk(xk)−∇ f (xk)∥2]︸ ︷︷ ︸
B

. (7.7.22)

从上面的分析中可以看到两种算法的主要差别就在 B 项上，也就是梯度估

计的某种方差．它导致了随机梯度算法只能有 O
(

1
k

)
的收敛速度．但是在

许多机器学习的应用中，随机梯度算法的真实的收敛速度可能会更快一些．
这主要是因为许多应用对解的精度要求并没有太高，而在开始部分方差较
小，即有 B≪ A，那么我们会观察到近似 Q-线性收敛速度；而随着迭代步

数增多，方差逐渐增大，算法最终的收敛速度为 O
(

1
k

)
．所以为了能获得

比较快的渐进收敛速度，我们的主要目标就是减少方差项 B 来加快随机梯
度算法的收敛速度．下面将要介绍三种减小方差的算法：

• SAG (stochastic average gradient)

• SAGA2

• SVRG (stochastic variance reduced gradient)

相对于普通的随机梯度算法使用更多的样本点，这些算法的基本思想都是
通过利用之前计算得到的信息来减小方差，最终获得 Q-线性收敛速度．

1. SAG算法和 SAGA算法

在随机梯度下降法中，每一步迭代仅仅使用了当前点的随机梯度，而迭
代计算的历史随机梯度则直接丢弃不再使用．当迭代接近收敛时，上一步的
随机梯度同样也是当前迭代点处梯度的一个很好的估计．随机平均梯度法
(SAG)就是基于这一想法构造的．在迭代中，SAG算法记录所有之前计算
过的随机梯度，再与当前新计算的随机梯度求平均，最终作为下一步的梯度
估计．具体来说，SAG算法在内存中开辟了存储 N个随机梯度的空间

[gk
1, gk

2, · · · , gk
N ],

分别用于记录和第 i个样本相关的最新的随机梯度．在第 k步更新时，若抽
取的样本点下标为 sk，则计算随机梯度后将 gk

sk
的值更新为当前的随机梯度

2和 SAG算法不同，SAGA算法名字本身并不是四个英文单词的缩写．
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值，而其他未抽取到的下标对应的 gk
i 保持不变．每次 SAG算法更新使用的

梯度方向是所有 gk
i 的平均值．它的数学迭代格式为

xk+1 = xk − αk

N

N

∑
i=1

gk
i , (7.7.23)

其中 gk
i 的更新方式为

gk
i =

∇ fsk(xk), i = sk,

gk−1
i , 其他,

(7.7.24)

这里 sk 是第 k次迭代随机抽取的样本．由 gk
i 的更新方式不难发现，每次迭

代时只有一个 gk
i 的内容发生了改变，而其他的 gk

i 是直接沿用上一步的值．
因此 SAG迭代公式还可以写成

xk+1 = xk − αk

(
1
N
(∇ fsk(xk)− gk−1

sk
) +

1
N

N

∑
i=1

gk−1
i

)
, (7.7.25)

其中 gk
i 的更新方式如(7.7.24)式．在 SAG算法中 {gk

i }的初值可简单地取为
零向量或中心化的随机梯度向量，我们不加证明地指出，SAG算法每次使
用的随机梯度的条件期望并不是真实梯度 ∇ f (xk)，但随着迭代进行，随机
梯度的期望和真实梯度的偏差会越来越小．
接下来直接给出 SAG算法的收敛性分析．

定理 7.11 (SAG算法的收敛性 [114]) 在假设 7.2的条件下，取固定步

长 αk =
1

16L
，gk

i 的初值取为零向量，则对任意的 k，我们有

E[ f (xk)]− f (x∗)⩽
(

1−min
{

µ

16L
,

1
8N

})k
C0,

其中常数 C0 为与 k无关的常数．

上述定理表明 SAG算法确实有 Q-线性收敛速度．但是 SAG算法的缺
点在于需要存储 N个梯度向量，当样本量 N很大时，这无疑是一个很大的
开销．因此 SAG算法在实际中很少使用，它的主要价值在于算法的思想．很
多其他实用算法都是根据 SAG算法变形而来的．

SAGA算法是 SAG算法的一个修正．我们知道 SAG算法每一步的随
机梯度的条件期望并不是真实梯度，这其实是一个缺陷．SAGA算法则使用
无偏的梯度向量作为更新方向，它的迭代方式为

xk+1 = xk − αk

(
∇ fsk(xk)− gk−1

sk
+

1
N

N

∑
i=1

gk−1
i

)
. (7.7.26)
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对比(7.7.25)式可以发现，SAGA算法去掉了∇ fsk(xk)− gk−1
sk
前面的系数

1
N
．

可以证明每次迭代使用的梯度方向都是无偏的，即

E

[
∇ fsk(xk)− gk−1

sk
+

1
N

N

∑
i=1

gk−1
i

∣∣∣ xk

]
=∇ f (xk).

SAGA算法同样有 Q-线性收敛速度，实际上我们有如下结果：

定理 7.12 (SAGA算法的收敛性 [35]) 在假设 7.2的条件下，取固定步

长 αk =
1

2(µN + L)
．定义 ∆k = ∥xk − x∗∥，则对任意的 k ⩾ 1有

E[∆2
k ]⩽

(
1− µ

2(µN + L)

)k(
∆2

1 +
N( f (x1)− f (x∗))

µN + L

)
. (7.7.27)

如果强凸的参数 µ是未知的，也可以取 α =
1

3L
，此时有类似的收敛结

果．

2. SVRG算法

与 SAG算法和 SAGA算法不同，SVRG算法通过周期性缓存全梯度的
方法来减小方差．具体做法是在随机梯度下降方法中，每经过 m次迭代就
设置一个检查点，计算一次全梯度，在之后的 m次迭代中，将这个全梯度
作为参考点来达到减小方差的目的．令 x̃j是第 j个检查点，则我们需要计算
点 x̃j 处的全梯度

∇ f (x̃j) =
1
N

N

∑
i=1

∇ fi(x̃j),

在之后的迭代中使用方向 vk 作为更新方向：

vk =∇ fsk(xk)− (∇ fsk(x̃j)−∇ f (x̃j)), (7.7.28)

其中 sk ∈ {1,2, · · · , N}是随机选取的一个样本．注意到给定 s1, s2, · · · , sk−1时
xk, x̃j 均为定值，由 vk 的表达式可知

E[vk|s1, s2, · · · , sk−1] = E[∇ fsk(xk)|xk]−E[∇ fsk(x̃j)−∇ f (x̃j)|s1, s2, · · · , sk−1]

=∇ f (xk)− 0 =∇ f (xk),

即 vk 在条件期望的意义下是 ∇ f (xk) 的一个无偏估计．公式(7.7.28)有简单
的直观理解．事实上，我们希望用∇ fsk(x̃j)去估计∇ f (x̃j)，那么∇ fsk(x̃j)−
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∇ f (x̃j)就可以看作梯度估计的误差，所以在每一步随机梯度迭代用该项来
对 ∇ fsk(xk)做一个校正．

接下来分析方差，并通过数学的方法说明为什么选取参考点会使得估
计的方差变小．这里需要作一个额外的假设

∥∇ fi(x)−∇ fi(y)∥⩽ L∥x− y∥, i = 1,2, · · · , N,

也即 f (x) 的每一个子函数都是梯度 L-利普希茨连续的．为记号方便，令
y = x̃j，x∗ 为 f (x)的最小值点，∆k = ∥xk − x∗∥为 xk 与 x∗ 的距离，则

E
[
∥vk∥2] = E

[
∥∇ fsk(xk)− (∇ fsk(y)−∇ f (y))∥2]

= E
[
∥∇ fsk(xk)−∇ fsk(y) +∇ f (y) +∇ fsk(x∗)−∇ fsk(x∗)∥2]

⩽ 2E
[
∥∇ fsk(xk)−∇ fsk(x∗)∥2]+ 2E

[
∥∇ fsk(y)−∇ f (y)−∇ fsk(x∗)∥2]

⩽ 2L2E
[
∆2

k

]
+ 2E

[
∥∇ fsk(y)−∇ fsk(x∗)∥2]

⩽ 2L2E
[
∆2

k

]
+ 2L2E

[
∥y− x∗∥2] .

(7.7.29)

其中第一个不等式是因为 ∥a + b∥2 ⩽ 2∥a∥2 + 2∥b∥2，第二个不等式使用了
有关二阶矩的不等式

E
[
∥ξ −Eξ∥2]⩽ E

[
∥ξ∥2] .

从上面的不等式可以看出，如果 xk 和 y非常接近 x∗，梯度估计的方差就很
小．显然频繁地更新 y可以使得方差更小，但是这样同时也增加了计算全梯
度的次数．

算法 7.14中给出了完整的 SVRG算法，在这里注意为了之后推导收敛
性的方便，我们将 SVRG算法写成了二重循环的形式．在 SVRG方法中，只
给出了 x̃j 的一种更新方法，实际上 x̃j 可以有其他的选法，例如取随机选取
前 m步的 xk 中的一个．与 SAG算法和 SAGA算法不同，SVRG算法不需
要分配存储空间来记录 N个梯度向量，但它的代价在于每 m步都要计算一
次全梯度，在每次迭代的时候也需要多计算一个梯度 ∇ fsk(x̃j)．

下面给出 SVRG算法的收敛性．这里的收敛性是针对参考点序列 {x̃j}
而言的．

定理 7.13 (SVRG算法的收敛性 [76]) 设每个 fi(x)是可微凸函数，且梯
度为 L-利普希茨连续的，函数 f (x)是强凸的，强凸参数为 µ．在算法 7.14
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算法 7.14 SVRG算法

1. 给定 x̃0，步长 α，更新次数 m．
2. 计算全梯度 ∇ f (x0)．
3. for j = 1,2, · · · , J do

4. 赋值 y = x̃j−1, x1 = x̃j−1．
5. 计算全梯度 ∇ f (y)．
6. for k = 1,2, · · · ,m do

7. 随机选取 sk ∈ {1,2, · · · , N}．
8. 计算 vk =∇ fsk(xk)− (∇ fsk(y)−∇ f (y))．
9. 更新 xk+1 = xk − αvk．

10. end for

11. 计算参考点 x̃j =
1
m

m

∑
i=1

xi．

12. end for

中取步长 α ∈
(

0,
1

2L

]
，并且 m充分大使得

ρ =
1

µα(1− 2Lα)m
+

2Lα

1− 2Lα
< 1, (7.7.30)

那么 SVRG算法对于参考点 x̃j 在函数值期望的意义下有 Q-线性收敛速度：

E f (x̃j)− f (x∗)⩽ ρE[ f (x̃j−1)− f (x∗)]. (7.7.31)

7.8 总结

本章介绍了众多求解复合优化问题的算法，这些算法可以应用到常见
的大部分凸优化问题上．针对非凸问题，适用的算法有近似点梯度法、分块
坐标下降法、交替方向乘子法以及随机优化算法．Nesterov加速算法和近
似点算法在经过合适变形后也可推广到一些非凸问题上．由于在非凸情形下
原始问题和对偶问题之间可能缺乏明显的关系，对偶算法应用在此类问题
上比较困难．读者需要在应用算法之前判断优化问题的种类，之后选择合适
的算法求解．

近似点梯度法是解决非光滑、无约束、规模较大问题的常用算法．通常
情况下它能利用问题的结构，有着比次梯度法更好的表现．有关近似点梯
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度法更进一步的讨论我们推荐读者阅读文献 [102]．近似点梯度算法还有一
些变形，比如镜像下降算法 [7]，条件梯度算法 [48,74]，惯性近似点梯度法
[99]，有兴趣的读者可以自行了解．近似点算法可以理解成一种特殊的近似
点梯度算法，也可以理解成次梯度算法的隐式格式．同时，近似点算法与增
广拉格朗日函数法有着非常密切的关系，由于其等价性，增广拉格朗日函数
法可以视作（次）梯度算法隐式格式的一种实现方式．

Nesterov加速算法能够对近似点梯度算法进行加速，对于凸复合优化问

题目标函数的收敛速度能够从 O
(

1
k

)
的速度提高到 O

(
1
k2

)
．但Nesterov

算法最初是如何构造出来的并没有一个很直观的解释，人们只能将这一贡献
归功于Nesterov本人强大的数学推导能力．直观理解Nesterov加速算法的
本质是一个很有意思的课题，例如，文献 [118]的作者提出使用微分方程的
观点来解释 Nesterov加速算法．通过理解 Nesterov加速算法的背后原理，
人们或许能够构造出其他非平凡的加速算法．本章主要给出了常用的一些
Nesterov加速算法，有关 FISTA算法的部分参考了 [8-9]，第二类Nesterov

加速算法在 [96]中提出，第三类 Nesterov加速算法可参考 [11,95]．

分块坐标下降法的历史可以追溯到 1960年之前，它由于算法结构简单
且易于实现而受到一些应用数学家的关注．然而当时分块坐标下降法并不是
一个很流行的算法，由于其过于简单、收敛速度缓慢，人们的研究重点大多
在其他有较快收敛速度的算法上．分块坐标下降法的复兴主要是由统计学习
和机器学习推动的，这些问题的特点是自变量维数高，而且不需要求解太精
确，因此分块坐标下降法非常适用于处理大规模问题．在分块坐标下降算法
中，每个变量块更新的顺序对算法的表现有很大影响，常用的做法是循环更
新、随机更新以及选取梯度模长最大的分量更新等，随机更新的分块坐标下
降法还可衍生出异步并行算法，详见 [10,83-84,109]．其他的一些有关分块
坐标下降法的综述可参考 [128]．

当原始问题求解过于困难时，其对偶问题可能比较容易求解．对偶算法
就是利用这种思想设计的算法．在算法的构造当中，共轭函数起到了非常关
键的作用．有关共轭函数的性质读者可参考 [69]的第十章，[16]的第七章以
及 [112]．我们没有介绍原始 –对偶混合梯度法 (PDHG)的收敛性，实际上
PDHG收敛需要更强的条件，更详细的讨论推荐读者阅读 [65-66]．

早期的交替方向乘子法可以参考 1975年左右针对变分问题提出的算法
[49,53]，其在 21世纪初产生了大量的相关应用．因为其结构简单、易于实
现，交替方向乘子法很快受到人们的青睐．但该方法本身也具有一定的缺
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陷，例如正文给出了多块变量的交替方向乘子法的反例，该反例来自 [30]．
为了解决这一问题，人们提出 RP-ADMM [119]，即如果每一轮迭代的乘子
更新前随机独立地改变多块变量的更新顺序，那么这种算法在求解上述问
题时在期望意义下收敛．此后 RP-ADMM被拓展到不可分的多块凸优化问
题上 [31]．正文还提到交替方向乘子法在一般情况下每一步可能不是良定义
的，因此人们提出了近似点交替方向乘子法 [42]，即在更新 x1 与 x2 子问题
目标函数中再添加正定二次项．近几十年也有许多文献对交替方向乘子法的
收敛性有进一步讨论，读者可参考文献 [37,67,70-71]．
随机优化的早期研究可参考 1951年的Monro-Robbins算法 [110]．最

近一些年，随着大数据和深度学习等相关领域的发展，随机优化算法受到
了人们的大量关注和研究．我们这里介绍了无约束光滑优化问题的随机梯
度法以及相应的方差减少和加速技术．除了梯度方法外，人们也研究了随机
拟牛顿法 [15,24,93,130]和带有子采样的牛顿法 [12,22-23,88,104,131]．对于
目标函数中带有非光滑项的情形，也有相应的随机近似点梯度类算法，见
[115,129]．对于约束优化问题（例如随机主成分分析）的随机梯度法，感兴
趣的读者可以参考 [75,138]．

本章的部分内容基于 Lieven Vandenberghe 教授的课件编写，包含近
似点梯度法、Nesterov加速算法、近似点算法、对偶分解算法、交替方向乘
子法．分块坐标下降法结构叙述主要参考了 [132]，相关的收敛性分析主要
参考了 [14]．Chambolle-Pock算法的收敛性编写参考了 [28]．交替方向乘
子法方面的内容同时参考了印卧涛教授的课件，相关的收敛性分析主要参
考了 [32]．

习题 8

7.1 证明例7.2中的运算法则成立．

7.2 求下列函数的邻近算子：

(a) f (x) = IC(x)，其中 C = {(x, t) ∈Rn+1|∥x∥2 ⩽ t}；

(b) f (x) = inf
y∈C
∥x− y∥，其中 C是闭凸集；

(c) f (x) =
1
2
(inf

y∈C
∥x− y∥)2，其中 C是闭凸集．

7.3 对一般复合优化问题的加速算法（算法 7.8），试证明：
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(a) 当 tk = γkλk 且 h(x) = 0时，算法 7.8等价于第二类 Nesterov加
速算法；

(b) 当 tk = λk 时，算法 7.8等价于近似点梯度法．

7.4 假设 f 是闭凸函数，证明Moreau分解的推广成立，即对任意的 λ > 0

有

x = proxλ f (x) + λproxλ−1 f ∗

( x
λ

)
∀x.

提示：利用Moreau分解的结论．

7.5 写出关于 LASSO 问题的鞍点问题形式，并写出原始 – 对偶混合梯度
算法和 Chambolle-Pock算法．

7.6 设函数 f (x1, x2) = |x1 − x2| −min{x1, x2}，其定义域为 [0,1] × [0,1]．
试推导基于格式(7.4.2)的分块坐标下降法（x1 和 x2 分别看做一个变量
块），此算法是否收敛？

7.7 试对分组 LASSO问题（即例7.5）推导出基于格式(7.4.3)的分块坐标下
降法．

7.8 考虑约束优化问题

min max{e−x + y,y2},
s.t. y ⩾ 2,

其中 x,y ∈R为自变量．

(a) 通过引入松弛变量 z，试说明该问题等价于

min max{e−x + y,y2}+ IR+
(z),

s.t. y− z = 2;

(b) 推导 (a)中问题的对偶问题，并求出原始问题的最优解；

(c) 对 (a)中的问题形式，使用 ADMM求解时可能会遇到什么问题？

7.9 写出对于线性规划对偶问题运用 ADMM的迭代格式，以及与之等价
的对于原始问题的 DRS格式，并指出 ADMM和 DRS算法更新变量
之间的关系．
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7.10 考虑 ℓ0 范数优化问题的罚函数形式：

min λ∥x∥0 +
1
2
∥Ax− b∥2,

其中 A ∈ Rm×n,m < n 为实矩阵，∥ · ∥0 为 ℓ0 范数，即非零元素的个
数．试针对 ℓ0 范数优化问题形式化推导具有两个变量块的 ADMM格
式．在算法中每个子问题是如何求解的？

7.11 试说明 LASSO对偶问题中，若在问题(7.6.27)中对约束

ATy + z = 0

引入乘子 x，则 x恰好对应 LASSO原始问题(7.6.26)中的自变量．

7.12 实现关于 LASSO问题使用以下算法的程序，并比较它们的效率

(a) 近似点梯度算法；

(b) Nesterov加速算法；

(c) 交替方向乘子法；

(d) Chambolle-Pock算法；

(e) 分块坐标下降法；

(f) 随机近似点梯度算法．

7.13 设 f (x) =
1
N

N

∑
i=1

fi(x)，其中每个 fi(x)是可微函数，且 f (x)为梯度 L-利

普希茨连续的．{xk}是由随机梯度下降法产生的迭代序列，sk 为第 k

步随机抽取的下标．证明：

E[∥∇ fsk(xk)∥2]⩽ L2E[∥xk − x∗∥2] + E[∥∇ fsk(xk)−∇ f (xk)∥2],

其中 x∗ 是 f (x)的一个最小值点．

7.14 在 SAGA算法中，每一步的下降方向取为

vk =∇ fsk(xk)− gk−1
sk

+
1
N

N

∑
i=1

gk−1
i ,

假设初值 g0
i = 0, i = 1,2, · · · , N，证明：

E[vk|s1, s2, · · · , sk−1] =∇ f (xk).
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符号 含义
R 实数集合
R̄ 广义实数集合
Rn n维欧几里得空间
Rm×n m× n矩阵空间
Sn n阶对称矩阵空间
Sn
+ n阶对称半正定矩阵空间
Sn
++ n阶对称正定矩阵空间

int S 集合 S的内点
affine S 集合 S的仿射包
conv S 集合 S的凸包
A ⊆ B 集合 A是 B的子集
A ⊂ B 集合 A是 B的真子集
A + B 集合 A与 B的加法（分别从 A与 B中选取一个

元素相加构成的集合）
A− B 集合 A与 B的减法（分别从 A与 B中选取一个

元素相减构成的集合）
Nδ(x) 点 x处半径为 δ的邻域
dist(x,S) 点 x到集合 S的欧几里得距离

a def
== b 表达式 a的定义为表达式 b

x 最优化问题的变量
xk 最优化算法在第 k步时自变量 x的值
x∗ 最优化问题的最优解
xT 向量或矩阵的转置
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符号 含义
x̄T 向量或矩阵的共轭转置
dom f 函数 f 的定义域
epi f 函数 f 的上方图
∇ f (x) 函数 f 在点 x处的梯度
∇2 f (x) 函数 f 在点 x处的海瑟矩阵
∂ f (x;d) 函数 f 在点 x处关于方向 d的方向导数
∂ f (x) 函数 f 在点 x处的次微分
argmin

x∈X
f (x) 函数 f 在可行域 X 中的一个最小值点

argmax
x∈X

f (x) 函数 f 在可行域 X 中的一个最大值点

sign(x) 符号函数
ln(x) 自然对数（以 e为底）
dk 最优化算法在第 k步时的下降方向
αk 最优化算法在第 k步时的步长
x ⩾ 0 向量 x每一个分量都大于或等于 0，即 xi ⩾ 0, i =

1,2, · · · ,n
x⊙ y 向量或矩阵 x和 y的Hadamard积（逐分量相乘）
⟨x,y⟩ 向量或矩阵 x和 y的内积
R(X) 矩阵 X的像空间
N (X) 矩阵 X的零空间
Tr(X) 矩阵 X的迹
det(X) 矩阵 X的行列式
X ⪰ 0 矩阵 X半正定
X ⪰ Y 矩阵 X−Y半正定
X ≻ 0 矩阵 X严格正定
X ≻ Y 矩阵 X−Y严格正定
∥x∥,∥x∥2 向量 x的 ℓ2 范数
∥x∥1 向量 x的 ℓ1 范数（所有分量绝对值的和）
∥X∥2 矩阵 X的谱范数（最大奇异值）
∥X∥1 矩阵 X的 ℓ1 范数（所有分量绝对值的和）
∥X∥F 矩阵 X的 F范数
∥X∥∗ 矩阵 X的核范数（所有奇异值的和）
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符号 含义
diag(X) 方阵 X所有对角线元素组成的向量
Diag(x) 以向量 x元素生成的对角矩阵
sk 在拟牛顿算法中，相邻两次迭代点的差 xk+1 − xk

yk 在拟牛顿算法中，相邻两次迭代点处梯度的差，即
∇ f (xk+1)−∇ f (xk)

Bk 二阶算法中第 k步海瑟矩阵的近似矩阵
Hk 二阶算法中第 k步海瑟矩阵逆的近似矩阵
E 约束优化问题中所有等式约束指标集合
I 约束优化问题中所有不等式约束指标集合
A(x) 约束优化问题中点 x处的积极集
PE(x,σ) 等式约束罚函数
PI(x,σ) 不等式约束罚函数
L(x,λ) 拉格朗日函数
Lσ(x,λ) 增广拉格朗日函数
prox f (x) 函数 f 的邻近算子

IS(x) 集合 S的示性函数
PS(x) 点 x到闭集 S的欧几里得投影
P(A) 随机事件 A的概率
E[X] 随机变量 X的数学期望
E[X|Y] 随机变量 X关于 Y的条件期望
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