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摘 要
本文粗略地探讨数学形式化的基本原理与应用，重点介绍形式化语言 Lean 及其在数

学优化中的应用进展。我们先回顾数学形式化的发展背景，阐述形式化语言 Lean的构建原
理及其正确性保障机制，介绍 Lean 语言中的定理库 Mathlib4 的作用。通过自然语言与形
式化证明的对比，阐述利用形式化验证数学的优势，强调形式化在数学理论的准确验证中
的重要作用。在数学优化领域，本文讨论目前数学优化理论的形式化进展，以二次上界引
理等经典定理的形式化实例，进一步给出形式化数学的特点与优势。此外，我们探讨运筹
优化中的形式化目标，以及自动形式化和自动定理证明的可能性，分析自动化工具在数学
形式化过程中的潜力与挑战。最后总结数学形式化的研究现状，提出一些推动形式化领域
发展的建议，并探讨形式化在应用数学理论发展中的重要意义。
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Abstract
This paper provides a brief exploration of the basic principles and applications of math-

ematical formalization, with a focus on the formal language Lean and its application in
mathematical optimization. We first review the development background of mathematical
formalization, explain the construction principles of the Lean language and its correctness
guarantee mechanisms, and introduce the role of the theorem library Mathlib4 in Lean. By
comparing natural language with formalized expressions, we illustrate the advantages of
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using formalization to verify mathematics, emphasizing its important role in the accurate
verification of mathematical theories. In the field of mathematical optimization, this pa-
per discusses the current progress of formalizing mathematical optimization theory, using
formalized examples of classic theorems such as the quadratic upper bound lemma, and fur-
ther highlights the characteristics and advantages of formalized mathematics. Additionally,
we explore the formalization goals in operations research and investigate the technologies
of automated formalization and automated theorem proving, analyzing the potential and
challenges of automation tools in the mathematical formalization process. Finally, we sum-
marize the current state of research in mathematical formalization, give suggestions for
further advancing the field, and discuss the significant role of formalization in the develop-
ment of applied mathematical theory.

Keywords: formalization, optimization, computational mathematics
2000 Mathematics Subject Classification: 68V20, 65K10, 90C26

1. 简介

数学形式化是数学与逻辑学相结合的一个重要领域，致力于用精确的符号语言来表
达数学概念、定理及其证明。其目的是消除传统数学推理中的模糊性，建立一个严谨而
透明的框架，确保每一个推理步骤都能被清晰地理解和验证。数学形式化不仅是对数学
符号的精确表达，还涉及到计算机科学中的形式语言和自动化逻辑推理技术。形式化的
核心在于使用形式逻辑（如命题逻辑、一阶逻辑）来精确描述和推理数学命题。这种精
确性可以确保数学理论的严谨性，使整个推理过程更加透明和可验证。通过计算机辅助
工具，例如定理证明器，数学家可以对复杂证明进行逐步验证，极大地减少人为推导中
的潜在错误。

从宏观上看，数学形式化代表一种对数学的全新理解方式。它不仅是一种工具或技
术，更是一种思想方法，将数学从人类思维的推理过程转化为计算机可以处理的精确语
言。这种转化使得数学家能够系统地分析和处理以前难以形式化的复杂概念，同时也为
数学领域的研究创造新的可能性。例如通过将数学形式化，数学家可以将不同领域的数
学知识进行统一和集成，这有助于发现不同数学分支之间的深层联系。数学形式化还提
供一种严格定义和验证数学知识的方式，有助于消除数学中的歧义性。传统的数学表达
方式常常依赖于上下文和数学家的直觉，而形式化通过精确的语言描述和逻辑推理，确
保每一个概念和推理步骤都得到明确定义和验证。这对于数学研究的严谨性和准确性具
有重要意义，尤其在一些极为复杂的数学证明中，形式化工具能够起到至关重要的验证
作用。与形式化验证相关的还有硬件与软件的形式化验证，其利用形式化语言来描述程
序的行为，并通过自动化工具检查程序是否符合预期功能，这与数学形式化验证定理和
命题的准确性具有相似的目标和过程。类似于在程序开发中通过代码形式化验证来确保
软件的正确性和稳定性，数学形式化确保每个数学命题的推理是严密和无误的。

数学通常被划分为基础数学和应用数学两个主要方向。基础数学关注于构建各种数
学结构、赋予它们基本特性，并通过推导和证明来探究这些结构的本质。而应用数学则
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致力于解决现实中的具体问题，通过精确的抽象化过程，应用数学家将现实问题转化为
数学模型，以便系统地解决和分析这些问题。在基础数学方面，形式化使得很多经典数
学理论和证明得以被精确记录和保存。以往需要依赖数学家经验和直觉的复杂证明，现
在可以通过形式化的方式精确地展示其推理过程，并由计算机进行验证。这种做法不仅
提高数学理论的可重复性和可验证性，也为后续的数学家提供一个可靠的基础，减少误
解和错误的可能性。在应用数学中，建模的精确性至关重要。应用数学家需要深入分析
实际问题，去除次要因素，专注于关键变量，从而构建出能够真实反映实际情况的数学
模型。模型的准确性直接决定它与现实的契合程度。在模型建立后，应用数学家往往需
要开发专门的算法来求解这些模型，从数值求解偏微分方程，到优化问题，再到图像处
理等。这些算法需要精心设计，以便充分利用问题的结构特性，确保更高效和精确地求
解结果。故算法的性质分析与验证在应用数学中占有重要地位，而理论分析算法的效率
与准确性确保了算法对于实际问题的正确性和有效性。

数学形式化还带来学科间协作的新机遇。通过统一的形式化语言，不同学科的研究
人员可以更容易地共享和理解彼此的工作。例如，物理学、计算机科学和经济学等领域
中都存在大量数学推导和模型，形式化的工具使得这些学科之间的交流更顺畅，提供进
行抽象分析的途径，推动跨学科的创新和进步。另一方面，形式化通过推动数学推理的
自动化，极大提高数学研究的严谨性和效率，不仅为数学研究者提供可靠的工具，也为
数学教育和科学研究提供全新的方法。它正在成为推动数学发展的重要力量，有望对未
来的数学研究和应用产生深远影响。通过形式化，我们不仅能够确保数学推理过程的正
确性，还能够提升数学知识的共享性、透明性和可验证性，从而推动整个科学界的进步。

近年来，数学形式化的发展取得显著的进展，尤其是在工具和技术的应用上。借助
多种形式化语言如 Coq [1–3]、Isabelle [4] 和 Lean [5]，数学家可以将复杂的数学定理完全形
式化，使其在计算机上进行精确验证，使得很多过去需要人工推导的数学过程可以通过
计算机来自动化完成。数学形式化在基础数学中表现突出，在 2020 年 Kevin Buzzard 和
合作者使用 Lean语言完成获得菲尔兹奖的完美胚空间相关命题的形式化 [6]。分析 [7]、代
数 [8,9]、几何 [10] 中的关键对象正被迅速形式化，积累了大量的研究难度的形式化定理。
形式化逐渐在应用数学中展现出巨大潜力，比如在优化、概率和数值分析等领域，形式
化手段能够为数学模型的精确性和算法的可靠性提供全新的支持。

构造辅助形式化的人工智能工具也是研究的热点问题之一。随着大语言模型的蓬勃
发展，更多的人试图通过结合大模型来完成自动定理证明器的构建。Jiang等人推出基于
自然语言草稿，搭建形式化框架，再利用 Isebelle 中的 “Sledgehammer” 策略进行证明补
全的形式化翻译器 [11]。在 2023 年，Yang 等人构建 LeanDojo 自动证明 [12]，将每一步证
明的生成分解为挑选定理和产生策略两个步骤，初步搭建根据形式化题目自动生成形式
化证明的基本功能。Lample等人首次将蒙特卡洛树搜索的技术引入到自动定理证明的框
架内 [13]，通过探索、回溯等方式，强化证明器的表现。Xin 等人 [14] 利用大模型微调和基
于人类反馈的强化学习策略，研发 Deepseek-prover 相关证明器，在测试集 MiniF2F [15]

中达到很好的效果。
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本文后续章节组织如下。在第 2 章中，我们详细介绍 Lean 语言的形式化过程，解
析形式化的底层原理与正确性保障，以及 Lean 对应的定理库 Mathlib4 的详细情况。后
续在第 3 章中，我们分析目前数学优化形式化的进展情况，并给出运筹优化领域的形式
化目标。随后在第 4 章讨论了常见的自动形式化和自动定理证明的技巧。第 5 章给出推
进数学形式化的一些建议。最终，我们在第 6 章给出本文的总结。

2. 数学形式化原理

2.1. 形式化语言 Lean 简介

由微软研究院自 2013 年开始开发的 Lean 以其严谨性和简洁性在数学界广受关注。
Lean1) 是一种专为数学家和计算机科学家设计的形式化语言，用于精确书写数学证明和
进行逻辑推理。Lean 的语法设计非常直观，使得数学家可以用接近自然数学语言的方式
表达复杂的概念和证明，降低形式化学习的门槛。Lean 使用类似于函数式编程语言的语
法，例如，通过定义“定理”（theorem）并提供相应的“证明”（proof）来形式化数学命
题。Lean 的核心语法包括命名变量、定义函数和引入假设，所有这些都可以用简单且易
于理解的方式进行。

例如，使用 Lean 可以清晰明地证明如下实数中的运算规律：

lemma example1 (x y z : R) (h0 : x ≤ y) (h1 : y ≤ z) : x ≤ z :=
le_trans h0 h1

在这段代码中，lemma 用于定义一个引理，exmaple1 是引理的名称。在这个引理中定义
三个实数 x, y和z，h0 和 h1 是该结论的两个条件，“:=” 前的表达式为待证命题即实数
大小关系的传递性。我们利用 Mathlib 中已经存在的偏序集上不等关系的传递性对应的
定理来证明，即 le_trans。在条件 h0 和 h1 下，使用定理之后结论正好是目标命题，故
证明完成。这一形式化过程展示 Lean 的一个数学命题的证明的基本框架。Lean 还支持
更复杂的数学结构，例如定义群、环和域等抽象代数结构。在 Lean 中，我们可以通过
“类”（class）语法来定义群的特性：

class Group (α : Type∗) where -- 群中元素所属的类型为α

(mul : α → α → α) -- 群运算
(one : α) -- 单位元
(inv : α → α) -- 逆元
(mul_assoc : ∀ a b c, mul (mul a b) c = mul a (mul b c)) -- 结合律
(one_mul : ∀ a, mul one a = a) -- 单位元性质
(mul_left_inv : ∀ a, mul (inv a) a = one) -- 逆元性质

这个例子展示 Lean 如何用精确的语法描述群的定义特性。我们可以在后续的工作中利
用这个定义来证明群的更复杂性质，从而提供结构化且可重用的基础。Lean 还支持数学
中的逻辑运算，例如“且”、“或”、“非”等基本逻辑操作，以及形式化地描述和证明反
1) 官网是https://leanprover-community.github.io/
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证法等逻辑推理方法。且（And）: 在 Lean 中，逻辑“且”运算可以通过关键字 ∧ 来表
示。例如，如果我们想证明两个命题 P 和 Q 都为真，可以使用：

lemma and_example (P Q : Prop) (hP : P) (hQ : Q) : P ∧ Q :=
And.intro hP hQ

在这里，and.intro 用于构造 P ∧Q 的证明，前提是我们已经有 hP : P 和 hQ : Q。
或（Or）: “或”运算在 Lean 中使用 ∨ 表示。如果我们有两个命题 P 和 Q，并且

至少一个为真，则可以证明 P ∨Q：

lemma or_example (P Q : Prop) (hP : P) : P ∨ Q :=
Or.inl hP

在这个例子中，or.inl 表示左侧为真，即 P 为真，从而得到 P ∨Q。
非（Not）: 非运算，即“否定”运算在 Lean 中用 ¬ 表示。如果我们想要证明某个

命题 P 不成立，可以这样写：

lemma not_example (P : Prop) (h : P → False) : ¬ P :=
Not.intro h

在这里，Not.intro 用于构造 ¬P 的证明，前提是 P 的成立会导致矛盾。
反证法（Proof by Contradiction）: 反证法是一种常见的证明方法，通过假设结论不

成立推导出矛盾，从而证明结论成立。在 Lean中，我们可以用 by_contra来实现反证法。

lemma proof_by_contradiction_example (P : Prop) (h : ¬ P → False) : P :=
by_contra h

这里，通过假设 ¬P 为真，并且能够推导出 “false”，我们就可以证明 P 为真。这些逻辑
操作和证明方法使得 Lean 在形式化数学逻辑推理方面极具表现力，能够精确地描述和
验证各种数学推导，使其成为数学家和逻辑学家的重要工具。我们把这些直接利用定理
和条件构成的项来做证明称为项证明（term proof）。

而除利用项直接证明，Lean 提供了强大的证明策略（tactic）系统，用于逐步地处
理证明任务，这样的证明被称为策略证明（tactic proof）。利用策略模式，系统能够实时
展现当前的条件和结论，给用户提供足量的信息，让用户能够根据当前状态向前推进证
明，极大地辅助人类进行证明。一个详细的利用策略的证明将详细在 3.2 节中介绍。我
们在此只简单罗列一些常用的策略，初步展现策略证明的强大之处。常用的策略有如下
一些，rfl 策略用于证明自反性，rw 用于简化等价表达式，ring 用来简化环上的乘法和
加法运算，linarith用于处理线性不等式的推导，positivity用以证明大于 0或者大于
等于 0，continuity专门用来证明函数连续性相关命题。Lean 还有一系列智能的简化策
略，如simp能够自动将所有导入的库函数中标注了@simp的定理作用到条件或结论上，辅
助人类进行复杂化简；apply?策略能够让 Lean语言进行匹配式搜索，如果在一定深度内
搜到了证明，则会提示找到了相关证明，如果没有，也会提示可能会使用的相关定理。这
些策略都是基于 Lean 底层封装实现的高级策略，灵活使用可以大大提高形式化证明的
效率，使数学家能够专注于更复杂的证明部分。
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2.2. Lean 形式化的底层原理及正确性保障

Lean 是一种基于依赖类型理论（Dependent Type Theory, DTT）的交互式定理证明
器和形式化语言，为数学和计算机科学提供了精确且高效的形式化工具。Lean 的理论基
础是 CIC（Calculus of Inductive Constructions），它结合了依赖类型和归纳类型的强大
功能，允许通过归纳地定义数学对象、递归地定义对象上的运算以及关于它们性质的证
明。CIC 为形式化推理提供了灵活的表达方式，能够精确地描述各种数学结构和证明过
程。依照 Curry-Howard 对应原理 [16]，Lean 将逻辑命题视为类型，而证明则是类型的构
造物，依赖类型系统和归纳定义的能力使得类型检查器可以验证命题的正确性，从而确
保数学证明的可靠性。

Lean 的类型检查器是其逻辑内核的一部分，负责自动验证用户提供的证明是否符
合逻辑规则。在这一过程中，类型检查器会严格验证每一个逻辑推导步骤，确保所有的
定义和推导都符合依赖类型理论的规则。这一类型系统非常严格，任何形式上的错误都
会导致类型检查失败，确保所有证明步骤的准确性和一致性。这种验证过程避免了隐含
假设和跳步推理等可能导致错误的情况，使得每个证明都具备逻辑上的严密性。为更清
楚的说明这一点，我们来考虑对于自然数的加法交换律的证明过程。加法交换律是自然
数加法的一项基本性质，其形式为：

∀ m,n ∈ N, m+ n = n+m.

在 Lean 中，首先需要定义自然数类型 N 及其上的加法运算。我们使用了如下的两
个基本构造来定义自然数：

• 0 表示自然数 0。

• succ m 表示自然数 m 的后继，即 m + 1。

加法运算则也是根据上述两个层次进行的，具体定义为：

• n+ 0 = n

• m + succ n = succ (m + n)

这种递归定义确保了加法操作符合自然数的加法规则，并且为加法交换律的证明提供了
基础。我们将通过数学归纳法来证明加法交换律。归纳法的证明过程分为两个主要步骤：
基础情形和归纳步骤。Lean 会根据自然数加法的定义自动生成相应的归纳原理。具体而
言，对于自然数类型 Lean会生成相应的 induction principle，它确保我们可以通过归
纳法推理出定理的正确性。

当我们在 Lean 中定义自然数类型时，系统会自动生成关键规则，这些规则确保了
类型系统的严谨性以，例如 formation, introduction, elimination 和 computation 等。

• formation规则指定了如何形成新的类型。自然数类型 N 是一个类型，它遵循类型
系统的基础规则。具体而言 Lean 会将自然数 N 定义为类型 Type 的一个实例，即
自然数类型是一个类型。通过这一规则确保了自然数类型的存在性。
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• introduction 规则描述了如何构造自然数类型的元素。构造自然数的基本方法包
括两个主要构造器：零元素 0 和后继函数 succ。这两个构造器确保了我们可以从
基本元素开始，通过递归地应用后继函数构造出所有自然数。

• elimination 规则允许我们使用自然数类型的元素进行归纳推理，类似于如何使用
函数类型的应用来消去函数的元素。

• computation规则描述了如何将构造器应用于元素并简化表达式。对于自然数类型，
这个规则表明如何通过构造器简化函数应用。对于自然数类型，如何处理后继元素
的递归结构正是计算规则控制的，如 succ 0 = 1，以及如何将更高阶的自然数递归
地简化为其基本元素。

通过这规则的协作，Lean 不仅定义了自然数类型，还确保了在此类型上进行形式化推理
时的计算性和推理能力。这些规则的设计使得 Lean在自然数类型的构造、消去、应用及
计算过程中保持一致性，并为进一步的形式化数学证明提供了强大的支持。

通过这些机制，Lean能够根据人类撰写的归纳法的格式，来验证加法交换律等定理
的正确性，而用户只需要关注如何进行定义和设定假设，剩余的补充工作则由 Lean 的
推理引擎自动完成。用户在 Lean 中只需要定义自然数类型、加法运算以及自然数之间
的关系，Lean 会基于这些定义自动生成相关的归纳原理和推理规则，使得加法交换律的
证明成为一个更为清晰的过程。在 Mathlib 库中，这个定理的叙述和证明如下

theorem add_comm : ∀ (n m : Nat), n + m = m + n
| n, 0 => Eq.symm (Nat.zero_add n)
| n, m+1 => by

have : succ (n + m) = succ (m + n) := by apply congrArg; apply Nat.add_comm
rw [succ_add m n]
apply this

在第一个竖线中，我们检查基础情形，即 m = 0 时加法交换律是否成立。我们需要证明：

n+ 0 = 0 + n.

这个证明由Eq.symm (Nat.zero_add n)给出，在运行后面这一串代码的逻辑是，Lean 加
工了由加法定义出发证明的一个引理Nat.zero_add，然后与当前的目标状态比较，发现
一致后证明成立，则可以停机。因此这个基础情形成立，证明了加法交换律在 m = 0 时
是正确的。

接下来，我们进入归纳步骤的证明。我们需要证明对于 m = k + 1 时，依然成立：

m+ (k + 1) = (k + 1) +m.

这里我们在有关have的引理的证明中，经过结构化递归的检查后，归纳假设被转化为了
归纳原理，从而在引理证明中得到了应用。随后通过改写策略进行类型的等价转换，得
到了目标类型，最终归纳步骤得证。
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通过在 Lean 类型论框架下进行自然数加法交换律的证明，我们展示了 Lean 如何
利用归纳法和类型论的自动化机制来确保数学定理的严谨性和可计算性。加法交换律的
证明过程通过基本的归纳步骤逐步展开，而 Lean 类型论的强大推理能力保证了每一个
步骤的正确性。在每一个步骤中，Lean 执行输入的代码并在条件和目标类型上进行相应
的转化，最终通过条件的类型推出目标的类型。在 Lean 的类型论框架下，定义和推理
过程是通过类型和归纳法来完成的。Lean 的类型系统确保了每一个构造、推理步骤和定
理都可以追溯到基本的公理和规则。通过类型论的严格结构，Lean 保证了定理证明具有
良好的计算性质，不会出现非终止或不一致的情况。具体来说，Lean 为每个 inductive
definition自动生成一个 induction principle，它包括了基于自然数的递归定义进行
推理的所有必要规则。

Lean的逻辑内核采用极简设计，仅处理核心逻辑推导规则。内核本身只负责实现依
类型理论的基本规则，例如函数应用、变量绑定、类型匹配等。而复杂的自动化推理工
具（如“simp”、“tauto”等）则被设计在内核之外。这种设计理念的优点在于，核心逻
辑内核的简洁性减少了出现漏洞的可能性，从而确保系统的一致性和可靠性。Lean 的逻
辑一致性保障来源于对构造逻辑的严格遵循，这意味着 Lean 尽可能避免使用非构造性
推理，例如排中律或选择公理。在 Lean中，构造逻辑确保了每个命题的证明都必须提供
具体的构造方法，这种严格的逻辑体系极大地降低了不一致性的可能。此外，Lean 强制
要求所有递归定义必须具有明确的终止条件，防止出现无限递归导致的逻辑矛盾。这些
设计使得 Lean 在逻辑上具备很强的一致性保障，不可能同时证明某个命题及其否定。

Lean通过高度形式化的证明和逐步验证避免了非正式证明中的漏洞和逻辑错误。数
学家可能会在复杂推理中忽略中间步骤，而 Lean强制用户明确写出每个细节，确保推导
完备。此外，Lean 的类型系统不允许跳过逻辑步骤，避免隐含假设或不完全推理。Lean
的证明文件可在其他兼容类型理论的系统中重新验证，增强了其可信度和跨系统的可靠
性。结合严格的逻辑体系和自动化类型检查，Lean 提供了一个强大、可靠的平台，提升
了数学证明的可靠性与效率，有效避免了不严谨的推理问题，实现了数学证明的计算机
化验证和形式化表达。

2.3. Lean 语言定理库 Mathlib4

Mathlib41) [17] 是 Lean 生态系统中的核心数学库，其目标是利用形式化语言构建标
准化和模块化的数学知识库，并实现高效的验证与共享。Mathlib 仓库独立于 Lean 的基
本结构之外，是根据 Lean的基本语言建立的代码库。类似于 Python和 numpy、torch等
软件包之间的关系，即 Python 是一个程序语言，numpy、torch 是用 Python 撰写的代码
包。对于 Lean 语言而言，Mathlib 是一个集成了目前已经被证明的所有定理的庞大定理
库。Mathlib项目启动于 2017年，起源于 Lean 3发布后社区对统一数学知识库的迫切需
求。它旨在成为一个由 Lean 用户共同构建和维护的数学定理库。在早期阶段，Mathlib
主要专注于形式化数学的基础核心概念，例如分析学、集合论、数论和代数结构。随着

1) 官网是https://leanprover-community.github.io/mathlib4_docs/
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Lean 社区的不断壮大，Mathlib 逐渐扩展到更多高级数学领域，如拓扑学和代数几何等。
2020 年，Kevin Buzzard 及其合作者成功利用 Lean 语言和其 Mathlib 库形式化了菲尔兹
奖得主 Peter Scholze 关于完美化空间的部分研究，标志着形式化语言及其定理库在高阶
数学研究中的一个重要里程碑。目前（截止 2024 年 11 月），Mathlib 已经包含了超过十
七万个定理和八万条定义，涵盖从基础数学到部分应用数学的广泛领域。这些形式化成
果显著提高了数学知识的可验证性和共享性。

Mathlib 的成功很大程度上得益于其开放的合作机制。Mathlib 的开发主要依托于
GitHub平台，所有的贡献者都可以通过拉取请求的方式提交自己的代码和证明。每个拉
取请求都会经过严格的同行评审，以确保代码质量和数学推导的正确性。此外，Mathlib
社区鼓励广泛的协作与交流，拥有活跃的聊天室和论坛 Zulip，贡献者可以随时就问题
进行讨论。自动化测试工具也被广泛应用于整个开发流程，以确保新增模块与现有知识
库的兼容性和一致性。这种开放、严谨的合作机制不仅保证了 Mathlib 的高质量和可靠
性，也吸引了越来越多的数学家和计算机科学家加入到这一项目中来，为数学形式化贡
献自己的力量。

Mathlib 目录结构被精心设计以支持模块化开发和高效维护。主要的目录划分如下：

• Algebra：代数相关内容，包括群、环、域以及模理论等。

• Analysis：实分析和复分析内容，包括极限、导数、积分以及函数空间。

• Category Theory：范畴论相关内容，涵盖函子、自然变换以及对范畴的基本定义。

• Data：数据结构及其性质，例如集合、映射、序列和树。

• Geometry：几何内容，包括平面几何、微分几何的部分模块。

• Linear Algebra：线性代数内容，包括向量空间、矩阵理论以及线性映射。

• Logic：逻辑与证明论的核心模块，支持形式化推理的基础工具。

• Measure Theory：测度论模块，包括勒贝格测度和积分理论。

• Number Theory：数论内容，例如素数、模运算以及有限域。

• Probability：概率论内容，涵盖经典概率论中的基本定理和结果。

• Topology：拓扑学内容，包括拓扑空间、紧致性、连通性等核心概念。

尽管 Mathlib 在基础数学领域取得了显著进展，但许多应用数学领域的形式化工作
仍在发展中。例如，数值优化中的凸优化算法收敛性证明和复杂度分析，偏微分方程的
数值解法，以及机器学习中的经典模型和算法形式化验证，都是未来的形式化的方向。作
为数学形式化的重要成果之一，Mathlib 的标准化、模块化和开放性为数学研究和教育
提供了强大的工具支持。从拓扑学到代数几何，从分析学到概率统计，Mathlib的形式化
成果涵盖了多个领域，并显著提高了数学知识的可验证性和共享性。通过社区的协作与
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不断扩展，Mathlib 将持续推动数学形式化的发展，为未来的科学研究和数学教育提供
更多可能性。

2.4. 自然语言与形式化证明对比

在数学推理中，证明是展示命题正确性的核心工具。基于形式化语言的证明和基于
自然语言的证明呈现出截然不同的特点，各自有其优势和挑战。自然语言证明通常以简
洁性和直观性为特点，能够迅速传递数学概念，并通过语言的灵活性简化推理过程。在
自然语言证明中，常见的启发式短语如“不失一般性”、“显然”等，用来引导读者关注
核心思想或简化证明步骤，这使得自然语言证明在学术交流中非常有效。然而，自然语
言证明中很依赖直觉和经验，许多细节在自然语言证明中可能会被忽略，导致推理过程
的模糊性或不严谨性。例如，在处理极限、连续性等问题时，传统的自然语言证明往往
跳过了一些潜在的特殊情况或假设，未必考虑到所有可能的边界情况，且容易出现对空
间结构、极限行为等概念的简化。

与自然语言证明的灵活性和简洁性不同，形式化证明要求每个步骤都遵循严格的逻
辑规则，以确保推理过程的无歧义性和严密性。形式化证明的最大优势在于其严格性和
可验证性：每一个定义、定理和推理步骤都必须精确无误，不能存在任何隐含的假设或
模糊的推理，且整个证明过程可以被计算机自动化验证，确保每一个细节都被充分检查，
从而避免人为疏漏或不严谨的可能性。这种严格性和可验证性也广泛应用于硬件和软件
系统的形式化验证中，例如硬件设计中的逻辑正确性验证和软件系统的安全性验证，都
依赖于形式化语言的严谨推理来确保系统在各种复杂情况下的稳定性和正确性。类似地，
数学形式化处理每一个推理步骤，以相同的逻辑严密性确保整个过程无懈可击。

通过 Lean 等形式化语言，我们可以让计算机辅助验证复杂的数学证明，实时获得
当前的证明目标和状态。如果所有的证明目标都得到了严格验证，Lean 会明确提示我们
“证明已经完成”。这种实时反馈和自动验证是自然语言证明无法提供的，特别是面对边
界情况或细微条件时，形式化语言的精准性使得每一个逻辑环节都清晰可见。比如，在
处理极限问题时，形式化证明通常通过 “滤子” 的概念代替传统的 ϵ, δ 语言，从而能够精
确描述不同空间中的极限行为，而自然语言证明常常会简化这些细节，留下潜在的歧义。

因此，自然语言证明的一般性使其在交流中更具效率，能够快速传递数学思想，但
其不严谨的部分可能忽略了某些细节或特殊情况。而尽管其表达较为复杂且构建过程较
长，形式化证明保证了每个推理步骤的严格性，确保所证明的定理都经得起检验，能够
精确捕捉所有潜在的共识和边界条件。

3. 数学优化形式化

3.1. 数学优化形式化进展

我们下面重点介绍数学优化理论与算法的形式化。围绕数学优化的核心目标，即在
满足约束的条件下极小化目标函数，我们展开了一系列详细的形式化工作，正构建数学
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优化领域的形式化定理库 Optlib [18]1) 。在本小节中，我们概述目前优化形式化的主要进
展，并给出部分定理的形式化陈述；在下一小节，我们通过优化中的二次上界引理的具
体自然语言证明和形式化证明的分析，剖析形式化的具体流程与优势；在最后一个小节，
我们阐述有关运筹学的未来形式化目标。

我们首先从优化问题本身开始给出形式化定义。最一般的优化问题包含定义域、约
束、目标函数这三个核心要素。在此基础上又派生出无约束优化问题问题和凸优化问题
两个特殊的优化问题类。与优化问题相对应的即为优化问题的算法，算法即是在给出初
始点后不断迭代产生的一个点列，这个点列往往具有良好的性质，如收敛到优化问题的
稳定点等等。为刻画优化算法的收敛性性质，我们又可以利用形式化的优势，给出一系
列的收敛速率的详细刻画。至此，我们搭建了一个数学优化形式化的最一般框架，下面
即是对特殊条件的情况给出更加详细的证明。为此，我们从目标函数的性质，算法的收
敛性，以及优化问题最优性条件个主要方面展开形式化。这三个方面相互依托，共同构
成了数学优化理论研究的核心要素。

需要指出的是，除了特别说明，与常见的优化课本不同，我们考虑的空间都是完备
的内积空间而不是 Rn。一方面这样在形式化过程中更简洁优雅，另一方面 Rn 并不是很
多算法收敛性本质需要的条件，例如对于矩阵变量函数和 L2 变分，梯度法的收敛性自然
也是成立的。通过在完备的内积空间上证明，我们的形式化涵盖了更为广泛的情况。由
于在定理库中 Rn 已经被证明是完备的内积空间，故这些定理能够自动在 Rn 上成立。

整个形式化优化的体系基础在于对于目标函数性质的充分刻画。而现有定理库在此
方面尚不完善，故我们增添定义了一系列凸优化中的基本概念，如强凸函数、次梯度、近
似点算子等。同时也扩展性地证明了凸函数的基本性质、利普希茨光滑函数的特性以及
近似点算子的良好定义性等，为后续的算法证明提供了坚实的基础。在此我们给出凸函
数的一阶条件的定理及其对应的形式化命题。

定理 1. 对于定义在凸集上的可微函数 f，f 是凸函数当且仅当

f(y) ≥ f(x) +∇f(x)T (y − x), ∀x, y ∈ dom f.

这条定理的形式化陈述可以写为

theorem Convex_first_order_condition_iff′ {E : Type∗} [NormedAddCommGroup E]
[InnerProductSpace R E] [CompleteSpace E] -- 对于问题假设空间的设定
{f : E → R} {f′ : E → E} {s : Set E} {x : E} -- 对于问题所需变量的假设
(hc : Convex R s) -- 条件：定义域是凸集
(hd : ∀ x ∈ s, HasGradientAt f (f′ x) x): -- 条件：导数关系
ConvexOn R s f ↔ ∀ x ∈ s, ∀ y ∈ s, f x + inner (f′ x) (y - x) ≤ f y := by

其对应的证明即是由标准的数学分析相关证明技术给出。类似于这个定理，我们给出了
一系列的凸函数的性质和判定准则，极大地方便了后续算法收敛性分析的证明。

1) 代码库网页: https://github.com/optsuite/optlib
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在优化问题的算法方面，我们已对对无约束凸优化问题的四种经典算法——梯度下
降法、次梯度下降法、近似点梯度法和 Nesterov 加速法——进行了经典收敛性分析的完
整形式化验证。这四类算法的收敛性证明是更多一阶算法收敛性证明的模板与基础。在
此我们介绍有关梯度下降法的收敛性分析的形式化过程。梯度下降法由目标函数 f，目
标函数的梯度 ∇f 和初始点 x0 共同决定，其迭代格式为

xk+1 = xk − αk∇f(xk). (3.1)

在形式化的过程中，把目标函数的梯度 ∇f 显式作为输入给出，能够节省形式化算法表
达的复杂性，使得结构更加清晰。对于固定步长的梯度法，我们可以用下述的类给出

variable {E : Type∗} [NormedAddCommGroup E] [InnerProductSpace R E]
[CompleteSpace E]

class Gradient_Descent_fix_stepsize (f : E → R) (f′ : E → E) (x0 : E) :=
(x : N → E) (a : R) (l : NNReal)
(diff : ∀ x1, HasGradientAt f (f′ x1) x1) (smooth : LipschitzWith l f′)
(update : ∀ k : N, x (k + 1) = x k - a · f′ (x k))
(hl : l > (0 : R)) (step : a > 0) (initial : x 0 = x0)

在变量中，我们定义了梯度法的目标空间，即完备的内积空间。而x给出了迭代的点列，
a为算法对应的固定步长，l为梯度的利普希茨常数。diff和smooth给出了目标函数的性
质，即可微且梯度 l 利普希茨连续，update刻画了算法的迭代格式(3.1)。最后在hl，step，
initial给出了其余算法需要满足的条件。利用凸函数和利普希茨光滑函数的性质，我们
可以证明如下关于凸函数的固定步长梯度法的收敛性理论

定理 2. 设 f(x) 凸的梯度 L-利普希茨连续函数，f∗ = f(x∗) = inf
x
f(x) 存在且可达。

如果固定步长 αk = α 满足 0 < α ≤ 1
L
, 那么由梯度下降法(3.1)迭代得到的点序列 {xk}

函数值收敛到最优，且满足

f(xk)− f(x∗) ≤ 1

2kα
‖x0 − x∗‖2, ∀ k ∈ N.

这条定理可以用如下的形式化语言陈述，其证明可以参考代码库中的相关部分。

theorem gradient_method {f : E → R} {f′ : E → E} {xm x0 : E}
{alg : Gradient_Descent_fix_stepsize f f′ x0} -- 对于问题所需变量的假设
(hfun: ConvexOn R Set.univ f) -- 条件：目标函数是凸集
(step′ : alg.a ≤ 1 / alg.l) : -- 条件：步长需要效率利普希茨常数的倒数
∀ k : N, f (alg.x (k + 1)) - f xm

≤ 1 / (2 ∗ (k + 1) ∗ alg.a) ∗ ‖x0 - xm‖ ^ 2 := by

这就给出了梯度法在满足特定步长的条件下的 O( 1
k
) 的收敛速率的形式化。类似地，对

于强凸函数，我们也能证明固定步长梯度法的线性收敛速率如下

定理 3. 设 f(x) 为 m-强凸的梯度 L-利普希茨连续函数，f∗ = f(x∗) = inf
x
f(x) 存在

且可达。如果固定步长 αk = α 满足 0 < α ≤ 2
m+L

, 那么由梯度下降法(3.1)迭代得到的点
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序列 {xk} 收敛到 x∗，且满足

‖xk − x∗‖2 ≤
(
1− α

2mL

m+ L

)k

‖x0 − x∗‖2, ∀ k ∈ N.

相应地，这条定理的形式化陈述为

theorem gradient_method_strongly_convex {f : E → R} {f′ : E → E} {xm x0 : E}
{alg : Gradient_Descent_fix_stepsize f f′ x0} -- 对于问题所需变量的假设
(min : IsMinOn f univ xm) -- 参考点是全局极小点
(step2 : alg.a ≤ 2 / (m + alg.l)) -- 条件：对于步长需要满足的要求
(hm : m > 0) (hsc: StrongConvexOn univ m f) -- 条件：目标函数需要是强凸函数:
∀ k : N , ‖alg.x k - xm‖ ^ 2 ≤ (1 - alg.a ∗ (2 ∗ m ∗ alg.l / (m + alg.l)))
^ k ∗ ‖x0 - xm‖ ^ 2 := by

至此我们形式化地证明了固定步长梯度法对于凸函数和强凸函数的收敛性理论。其他的
各类算法的形式化定义和证明类似，只是形式上更为复杂。

在这些已有的证明的基础上，可以快速扩展出更多的算法的收敛性证明。在抽象算
法的基础上，我们还验证了这些算法在具体优化问题（如压缩感知中的 Lasso 问题）上
的收敛性证明的可扩展性。基于近似点梯度法的收敛性证明，我们展示了如何将这些性
质扩展到 Lasso 问题上，确保了算法在特定问题上的有效收敛。此外对于经典的无约束
复合优化中的分块坐标下降法，我们也给出了具体的形式以及对于在 KL 函数的假设下
对应的收敛性证明。对于带线性约束的复合优化问题的交替方向乘子法，我们给出了在
Slater 条件下的收敛到 KKT 点的具体证明。这不仅成功地将梯度算法的收敛性质形式
化，而且为其他更一般算法的收敛性形式化铺平了清晰的道路，展示了形式化应用数学
中核心理论的可行性和重要性。

在优化问题的最优性条件方面，我们分别对于各类不同条件的优化问题对应的最优
性条件进行了系统地形式化。对于光滑问题，我们重点形式化了带约束优化问题的最优
性理论，特别是在线性无关约束品性下，证明了 KKT条件与稳定点之间的对应关系。我
们也初步研究了非光滑无约束优化问题的最优性条件。关于非光滑地凸问题的最优性条
件是目前我们工作的一个重点。这些结果为广泛的优化问题提供了最优性条件的形式化
证明，增强了理论的适用性和深度，为未来的研究和应用奠定了坚实的基础。

总得来说，我们目前的数学优化形式化进度可以概述如下：

• 函数类的性质分析

– 梯度的定义及其性质

– 凸函数和利普希茨函数的基本性质

– 非光滑函数的次微分和邻近算子的定义与性质

– KL 函数的定义与性质

• 最优性条件相关理论
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– 无约束光滑和非光滑问题的最优性条件

– 有约束光滑问题的在约束品性下的最优性条件

• 优化算法的收敛性分析

– 梯度法和次梯度降法

– 近似点梯度法

– Nesterov 加速法

– 分块坐标下降法

– 交替方向乘子法

目前我们的形式化结果已涵盖凸优化的基本知识、最优性理论的基础部分和基础的
优化算法的收敛性证明，奠定了数值优化系统形式化的基础。未来我们希望首先能够将
《最优化：建模、算法、理论》[19] 书中的理论部分进行形式化，再不断扩宽深度与广度。

3.2. 实例：二次上界引理的形式化

在凸优化中一个最基本的定理是利普希茨光滑函数的二次上界引理，这条定理是证
明梯度法在函数类上收敛性证明的基础，定理的自然语言表述和证明如下。

定理 4 二次上界. 设可微函数 f(x) 的定义域 dom f = Rn，且为梯度 L-利普希茨连
续的，则函数 f(x) 有二次上界：

f(y) ≤ f(x) +∇f(x)T(y − x) +
L

2
‖y − x‖2, ∀ x, y ∈ dom f. (3.2)

证明. 我们考虑构造辅助函数 g(t) = f(x+ t · (y − x))。由链式法则，我们可以计算
出 g 的梯度为

g′(t) = ∇f(x+ t · (y − x))T (y − x).

根据 ∇f 的 L-利普希茨连续性，对所有 u, v 我们发现

‖g′(u)− g′(v)‖ = ‖∇f(x+ u · (y − x))T (y − x)−∇f(x+ v · (y − x))T (y − x)‖

≤ L‖y − x‖2‖u− v‖,
(3.3)

即 g′ 也是 L‖y − x‖2 利普希茨连续的。下面我们构造一个上界函数 u 如下

u(t) = g(0) + t · g′(0) + L‖y − x‖2

2
t2.

通过 g(t) 和 u(t)，我们的证明目标即可以转换为 g(1) ≤ u(1)。又由于 u(0) = g(0)，且由
g 也是 L‖y − x‖2 利普希茨光滑的，对任意 t 有

g′(t) ≤ g′(0) + L‖y − x‖2t = u′(t).
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故由导数的比较定理，我们可以知道 g(1) ≤ u(1)，即原结论成立。

这个定理的形式化的证明给出如下

1 theorem lipschitz_continuous_upper_bound {E : Type∗} [NormedAddCommGroup E]
[NormedSpace R E] {f : E → R} {f′ : E → E →L[R] R} {l : NNReal} (hd : ∀ x
: E, HasFDerivAt f (f′ x) x) (hl : LipschitzWith l f′):

2 ∀ (x y : E), f y ≤ f x + (f′ x) (y - x) + l / 2 ∗ ‖y - x‖ ^ 2 := by
3 intro x y; rw [lipschitzWith_iff_norm_sub_le] at hl
4 let g := fun t : R 7→ f (x + t • (y - x))
5 let g′ := fun t : R 7→ (f′ (x + t • (y - x)) (y - x))
6 let LL := l ∗ ‖y - x‖ ^ 2
7 obtain gderiv : ∀ t, HasDerivAt g (g′ t) t := deriv_function_comp_segment x

y hd
8 have glip : ∀ u v : R, ‖g′ u - g′ v‖ ≤ l ∗ ‖y - x‖ ^ 2 ∗ ‖u - v‖ := by
9 intro u v

10 calc
11 _ ≤ ‖f′ (x + u • (y - x)) - f′ (x + v • (y - x))‖ ∗ ‖y - x‖ :=
12 ContinuousLinearMap.le_opNorm _ (y - x)
13 _ ≤ l ∗ ‖x + u • (y - x) - (x + v • (y - x))‖ ∗ ‖y - x‖ :=
14 mul_le_mul_of_nonneg (hl _ _) (le_refl _) (norm_nonneg _)

(norm_nonneg _)
15 _ = l ∗ ‖y - x‖ ^ 2 ∗ ‖u - v‖ := by
16 rw [← sub_sub, add_sub_right_comm, sub_self, zero_add, ← sub_smul,
17 norm_smul]; ring_nf
18 let u := fun t : R 7→ g 0 + t ∗ (g′ 0) + t ^ 2 ∗ (LL / 2)
19 let u′ := fun t : R 7→ g′ 0 + LL ∗ t
20 have hderiv : ∀ t, HasDerivAt u (u′ t) t := by
21 intro t
22 apply HasDerivAt.add
23 · apply HasDerivAt.const_add; apply hasDerivAt_mul_const
24 · have : l ∗ ‖y - x‖ ^ 2 ∗ t = (2 ∗ t) ∗ (l ∗ ‖y - x‖ ^ 2 / 2) := by
25 field_simp; ring_nf
26 rw [this]; apply HasDerivAt.mul_const
27 obtain hd := HasDerivAt.pow (n := 2) (hasDerivAt_id′ t)
28 simp at hd; exact hd
29 suffices g 1 ≤ u 1 by
30 simp [u, g, u′, LL, g′] at this
31 rw [map_sub]; linarith
32 apply image_le_of_deriv_right_le_deriv_boundary (a := 0) (b := 2)
33 · exact HasDerivAt.continuousOn (fun x _ 7→ gderiv x)
34 · exact fun t _ 7→ HasDerivAt.hasDerivWithinAt (gderiv t)
35 · simp [u]
36 · exact HasDerivAt.continuousOn (fun x _ 7→ hderiv x)
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37 · exact fun t _ 7→ HasDerivAt.hasDerivWithinAt (hderiv t)
38 · intro t ht
39 simp [u′, LL]; simp at ht
40 apply tsub_le_iff_left.mp
41 apply le_trans (le_abs_self _)
42 convert (glip t 0); simp; rw [abs_of_nonneg ht.1]
43 simp

下面我们来逐行分析这个形式化的定理。

• 在形式化定理的第 1 行，我们给出了当前定理对应的变量和所需要的条件。

• theorem: 声明一个定理的关键词，其后的关键词是在 Lean 中形式化时，按照数学
库Mathlib的命名习惯，我们给其取的名字 lipschitz_continuous_upper_bound，以
表示这个定理是关于利普希茨连续性和上界的估计。

• {E : Type∗}: 定义一个类型参数 E，表示整个问题研究对象空间。Type∗ 是 Lean 中
的类型层次，* 表示我们当前并不关心 E 在第几层。

• [NormedAddCommGroup E] 和 [NormedSpace R E] 表示 E 具有的结构。前者表示 E 是
一个具有范数结构的加法交换群，后者表示 E 是带范数的向量空间，表示 E 是定
义在实数 R 上的赋范空间，意味着可以在 E 中定义标量乘法，并满足相关公理。

• {f : E → R}表达 f 是一个函数，从 E映射到实数 R。{f' : E → E →L[R] R}描述
的是 f 的 Fréchet导数函数，从 E 中的点映射到一个连续线性映射。{l : NNReal}定
义了一个非负实数是函数 f ′ 的利普希茨常数。

• 条件hd与hl给出了二次上界引理需要的条件。其中 (hd : ∀ x : E, HasFDerivAt
f (f' x�) x�) 表示在每个点 x 上，f 都具有 Fréchet 导数f′ x。另一方面(hl :
LipschitzWith l f′)表示 f’ 满足 l-利普希茨连续性。

• 可以注意到此定理的条件有三种不同给出形式，即为大括号、中括号、小括号的环
境。用小括号表示的是我们再次使用定理时需要提供的条件。大括号环境给出的条
件都可以由小括号给出的条件自动推断出来，例如此时给出了梯度关系和利普希茨
常数时就能自动推断需要的函数、导函数和利普希茨常数。而中括号条件的环境是
可以由 Lean根据定理库中的已有实例自动推断的。例如如果我们想对欧氏空间 Rn

使用这个定理，由欧氏空间的结构，欧氏空间是具有范数结构的加法交换群且是带
范数的向量空间，通过定理库中的实例化，Lean 能够进行自动推断。

• 随后在第二行我们给出了我们要证明的二次上界性质(3.2)的形式化。:= by表示开
始使用 tactic 模式 (by 后面是具体的证明步骤)。

• 在第三行中，用intro来处理待证命题中的全称量词，即给出了任意取定的两个变量。
分号后利用rw策略把hl中LipschitzWith用定理lipschitzWith_iff_norm_sub_le改写
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为更容易使用的用不等式表达的条件。此处如果我们把鼠标点在第三行结束的位
置，Lean 的 infoview 会提示如下图 1所示的信息。

图 1 二次上界引理形式化证明第三行对应的 Infoview

可以看出 Lean 的 Infoview 中能够通过绿色的阴影提示我们对于假设和条件的加
工，凸显此时问题有的条件以及证明目标。

• 证明中的第 4-6 以及 18-19 行是在自然语言证明中给出的辅助变量和函数的定义。

• 在第 7行中我们通过已经写好的前置引理deriv_function_comp_segment来得到有关
辅助函数g的可导的性质。

• 在形式化证明中，常用的一个手段是给出引理。我们首先证明此引理并基于它进行
接下来的证明。在 Lean 语言中，引理即是用have开头给出的结论，如第 8-17 行是
为了说明 g 的利普希茨光滑性(3.3)。在 9-17 行中，我们的目标就从证明二次上界
引理转换到了证明第 8 行提出的这个目标。而证明中的calc模式，是在 Lean 中证
明等式与不等式的常用手段，提供一个类似于自然语言书写中进行不等式与等式推
导的环境，只是在每一步后都需要给出其形式化证明。即在 12，14-15，16-17 行中，
我们使用基本的运算的法则和放缩的不等式来证明这一系列的等式与不等式关系。

• 与自然语言不同的是，我们在第 20-28 行说明函数的可微性，尽管这可能在人类书
写的证明中被认为是显然的，从而略去在自然语言中不给出详细证明。而在形式化
证明中，我们需要给出导数的详细证明，为此我们使用了 Mathlib 库中的有关导数
运算法则的定理来将目标函数进行拆分。

• 在使用比较定理前，和自然语言类似，我们也需要严格地说明要证的目标可以转换
为 g(1) ≤ u(1)。在 Lean中，我们可以使用suffices这个策略，讨论目标成立所需要
的条件，一个是证明 g(1) ≤ u(1)，另一个是证明 g(1) ≤ u(1)能推出原结论。与自然
语言的模糊性不同的是，尽管此处是简单的展开计算，形式化证明也要求我们给出
理由。我们能通过 Lean语言提供的小型的自动策略，如simp自动化简和linarith处
理线性不等式。
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• 最后和自然语言一样，我们利用了 Matlib4 中的比较定理，即 33 行用apply使用的
image_le_of_deriv_right_le_deriv_boundary定理来完成证明。为保证严格性，我
们需要验证这个定理的条件，从 33-38 行的五个点分别给出了这个定理使用时需要
验证的五个条件。

• 最后 43行的simp是在说明 1 ∈ Set.Icc 0 2，即使用比较定理的一个必要条件。在
使用这个策略之后，我们能够看到 Lean 提示No Goals，表示证明完成。

完成定理 4 的证明可以使用的方法有很多。除这里给出利用导数的比较定理之外，
还有一种常见的证明技术，即通过泰勒展开后，利用利普希茨的条件控制积分余项来得
到目标不等式。在形式化过程中，两者在难度上有一定差别。后者综合利用到了导数和
积分的有关技巧，在证明过程中需要多次讨论可微性和可积性的问题，虽然两者在自然
语言上的长度相近，但是在形式化语言中，利用积分的证明方法所需要费功夫更多一些。
另一方面，由于 Mathlib 库中已经有完善的导数比较定理相关结论，使用起来非常方便。
综合以上多种因素，故我们采用了只利用导数比较定理的证明方式。

从二次上界引理的形式化证明中我们能够看到形式化证明的严格性以及没有歧义的
特点。我们的条件和结论都是明确给出，并且推导关系有一系列的策略来给出。再使用
其他已经被证明的定理时，我们也需要逐条检验其条件，绝没有可以含糊的空间和隐含
的假设。这正是形式化证明的严格性保证。将定理形式化证明之后，我们还能容易看出
所有的条件和假设被用在了什么地方，是否有推广的可能。比如如果我们将空间E如果加
强到内积空间，Lean 就会提示我们空间的内积结构并没有被使用到，并提示我们删去。
这对于探索结论成立的最弱条件是很有帮助的。

3.3. 运筹优化形式化目标

未来的形式化研究将围绕运筹优化的多个方向，构建一个系统化的形式化框架，旨
在推动优化理论的严谨性发展与实际应用的高效求解。从问题优化模型的建立到算法的
设计，再到解的性质和收敛性分析，所有环节都将经过严格的形式化处理，确保理论的
正确性和求解的效率。我们更希望通过形式化，建设一个统一的框架，涵盖各类型的优
化算法。利用形式化的优势，抽丝剥茧，提炼主干，建构运筹优化的形式化范式。通过这
种抽象化的分析，能够方便地分析不同类型优化算法的异同点，更成体系地建立起运筹
优化向量化数据库。下面我们将从运筹优化的各个子领域详细分析形式化的具体目标。

首先，我们希望在连续优化领域深入开展形式化工作，针对各种函数类及其性质（如
半代数函数、矩阵函数等）进行精确定义，并通过形式化的语言对这些函数的性质进行
推导。优化算法的结构和收敛性分析也将进一步形式化，整理每种算法的理论的形式化
证明。牛顿法、拟牛顿法、信赖域方法、线搜索方法、增广拉格朗日法和内点法等经典算
法的形式化定义将帮助我们从理论上分析这些算法在不同条件下的收敛性和复杂度。在
此基础上，线性规划、二次锥规划、半正定规划、几何优化、张量优化、全局优化和分
布式优化等问题的形式化框架将全面展开。每个问题的约束条件、目标函数以及求解方
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法都将经过严格的形式化推导，凸显算法的正确性和效率。
在离散优化领域，形式化的重点将是整数规划、混合整数规划、组合优化和约束优

化问题的基本结构，包括整数约束、变量集、目标函数等的形式化定义。同时，经典求
解算法如割平面法、分支定界法等的形式化收敛性和复杂度分析将为其应用提供理论保
证。多面体理论将深入探讨整数多面体的构造、极点性质等基本理论的形式化，以确保
理论的可靠性和可操作性。此外，网络流优化和调度优化等实际问题的形式化框架将帮
助我们更好地理解和求解这些问题，提供理论上可靠的求解过程。

不确定性优化领域的研究将专注于鲁棒优化、随机优化和动态规划等问题的形式化。
我们将通过形式化的数学模型和算法框架，探索如何在面对不确定性时做出最优决策。也
希望能将强化学习、深度学习等前沿技术与形式化方法结合，推动数据驱动的优化技术
在动态变化的环境中的应用。这种形式化方法将提供更加精确的优化决策模型，支持在
实际环境中应对各种不确定性挑战。

在跨学科应用方面，形式化将为运筹优化在多个领域的应用提供理论支持。如排队
论、库存论和供应链管理等问题将通过形式化的数学模型进行研究，确保每个模型的解
法具有严格的理论基础。对于博弈论、金融工程等应用领域，我们希望通过形式化推导
最优策略、风险管理方法和衍生品定价模型，确保博弈环境下的决策具有理论可验证性。

最终，运筹优化的应用将扩展到工业、交通、能源等多个实际领域。形式化将作为
核心工具，帮助我们设计通用的优化平台，支持高维度、复杂约束的优化问题建模与求
解。通过形式化的数学模型和算法框架，优化技术将在实际问题中得到广泛应用，并提
升求解的效率与实用性。

通过在连续优化、离散优化、不确定性优化等领域中全面实施形式化研究，我们的
目标是建立一个完整的优化理论形式化框架。这一框架不仅能推动优化算法的理论发展，
还将促进其在实际问题中应用效率的提升，确保优化技术在复杂问题中得到高效解决。

4. 自动形式化和自动定理证明

4.1. 自动形式化

自动形式化是指将数学命题、证明以及理论从非形式化的自然语言或传统书写形式
自动转换为形式化语言（如 Lean等形式化工具支持的语言）的过程。这个任务旨在通过
计算机技术自动生成符合逻辑验证器要求的形式化代码，从而减少数学形式化过程中的
人工参与，极大地提高效率。由于数学定理数量极多且人类的效率有限，数学中自动形
式化已成为当前形式化研究中的一个重要趋势，面临的主要挑战在于如何从复杂的数学
文本中提取结构化的逻辑信息，并将其转换为严谨的形式化表示。实现自动形式化的过
程将极大降低数学家和工程师使用形式化工具的门槛，推动数学及相关领域的发展。

在实现自动形式化时，首先需要对数学文本或符号表述进行解析并理解其语义。现
代自然语言处理技术能够帮助理解自然语言中的数学表述，例如从“对于任意 x > 0，有
f(x) > 0”中提取逻辑关系，并将其转化为全称量词的形式化表示。此外，数学符号的
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表达往往具有高度抽象性，自动形式化系统需要通过上下文分析和符号解析，将类似于∫ b

a
x2dx 的 LaTeX 公式转化为形式化语言，如 Lean 中的

∫
x in a..b, x^2。背景知识

和已有的数学知识库在自动形式化中发挥着重要作用。系统需要通过检索增强生成等手
段，调用相关知识库，识别证明中引用的引理和定理，并将其转化为形式化表达，例如
在提到“三角不等式”时，系统应自动识别并插入三角不等式在 Mathlib 库中的定义。

近期的研究表明，大规模语言模型（如 GPT-4）在理解数学表述和生成形式化代码
方面展现了显著的优势。这些模型可以帮助自动生成如 Lean 的代码片段，并且能从非
形式化描述中直接翻译出相应的证明结构。生成的形式化代码需要经过逻辑验证器的验
证，如果验证失败，系统能够根据错误信息进行自动调整或提示用户修正。尽管如此，自
动形式化面临一些挑战，包括数学语言中的模糊性、背景知识的缺乏以及复杂数学推导
的处理难度。当前的系统仍需进一步提高对模糊性的处理能力、扩展知识库的覆盖范围，
并解决一些复杂推导需要人工干预的问题。

总的来说，自动形式化的实现不仅能显著提升数学形式化的效率，也为数学教育和
科学研究提供了强大的工具支持。随着自然语言处理技术、知识图谱和逻辑验证器的深
度结合，未来的自动形式化工具将更加智能和高效。

4.2. 自动定理证明

自动定理证明（Automated Theorem Proving, ATP）是利用计算机程序自动生成定
理证明的技术，其目标是从形式化语言中的数学命题出发，不依赖已有的自然语言证明，
通过逻辑推导生成完整的证明过程。与传统的自动形式化不同，自动定理证明系统的输
入通常是已经形式化的数学命题，系统的任务是构造能够通过逻辑验证的证明。作为形
式化数学的核心技术之一，自动定理证明推动了数学研究的自动化，也为理论计算机科
学、人工智能及工程技术等领域提供了重要的工具。

传统的自动定理证明器，如由微软研究院开发的高效可满足性模理论（SMT）求解器
Z3，广泛应用于程序验证、硬件设计验证、定理证明等领域，尤其擅长处理符号约束和组
合优化问题。Z3使用高效的求解算法，能够快速判定逻辑公式的可满足性，并在必要时提
供满足条件的解。与此同时，Isabelle系统中集成的自动定理证明工具 Sledgehammer，通
过调用包括 Z3在内的多个外部求解器，自动尝试解决给定的定理或命题。Sledgehammer
将 Isabelle 中的定理转换为外部求解器能理解的格式，利用这些求解器的强大功能和启
发式搜索策略，快速找到证明的关键步骤或潜在证明路径，并将结果导入 Isabelle 系统
进行验证。这种结合不仅加速了证明过程，还显著提高了处理复杂定理的效率，通过集
成 Z3 等高效求解器与交互式推理系统，Sledgehammer 能够帮助用户节省大量时间和计
算资源，提升自动定理证明的整体性能。

随着深度学习技术的发展，利用神经网络辅助推理也逐渐成为自动定理证明系统的
重要工具。其核心一方面是利用海量的数据进行学习，强化形式化语言撰写的能力，另
一方面借助了交互式定理证明器的优势，将问题进行拆分求解。Leandojo 模型 [12] 利用
定理库中的大量证明针对性地进行模型训练，实现了基于大模型的自动定理证明器。通
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过挑选定理和生成策略两个步骤，在每一个状态下，借助于 Lean环境能实时反馈待证目
标，将该目标进行词嵌入得到高维向量后，与定理库中的定理进行相似度比较，挑选得
分高的一些定理作为使用对象。此外再利用一个经过训练，掌握如何通过状态和要使用
定理的语言模型输出下一步操作，并将该操作提交给交互式定理证明器，如果该操作能
顺利进行，我们就能推进当前目标转移到下一个状态，并再次重复上述操作。如果操作
不能顺利进行，可以将形式化语言的报错信息一并交给负责生成策略的大语言模型，并
让其重复生成。利用这个架构，对整棵定理证明树进行探索，直至最大时间或最大深度
或目标完成。理想状况下我们通过一步步向前推进，直至目标已证明完成。上述过程充
分利用了语言模型的能力，辅助进行自动定理证明。目前还有一系列工作改进探索的方
式，但其核心都是利用交互式定理证明器的状态进行有策略地代码生成。

尽管自动定理证明在许多领域取得了显著进展，但仍面临挑战。首先，搜索空间的
爆炸性问题使得某些复杂定理的证明路径过多，如何高效选择合适的路径仍然是一个难
题。其次，证明过程中对知识库的依赖要求知识库内容的完备性和精确性，而现有知识
库的局限性往往影响证明的效率和成功率。最后，数学推导中的人类直觉和创造性思维
的部分很难被完全编码，自动系统往往无法完全替代这些人类因素。尽管如此，自动定
理证明的研究正日益推动数学研究和实际应用领域的深度变革，从传统的逻辑推理方法
到现代的神经网络辅助工具，正在开辟新的研究前沿。

自动形式化和自动定理证明在任务目标和技术实现上既有区别，也有紧密的联系。
自动形式化的目标是将非形式化的数学内容，如自然语言或 LaTeX 表述及其证明，转
化为形式化语言，而自动定理证明的目标则是从形式化的数学命题出发，生成证明。尽
管如此，自动形式化和自动定理证明是紧密相连的，因为自动形式化通常是自动定理证
明的前置任务。只有将数学内容转化为形式化的描述，才能进一步进行定理的自动证明。
自动形式化也能为自动定理证明准备更大的数据量。随着自然语言处理和逻辑推理技术
的不断进步，这两个领域将在未来更加紧密地融合，共同推动数学研究的自动化进程。

5. 数学形式化建议

形式化作为一种严密的数学工具和方法，其核心目标是通过数字化、系统化和严格
化现有理论，构建可验证且可复用的数学模型和证明。在理论性较强的学科，特别是数
学及其他基础学科中，形式化不仅是提高研究精度和可靠性的有效手段，更是推动学科
深入发展的关键因素。由于这些学科具有高度的抽象性和复杂性，传统的手工推理和证
明方式在面对日益复杂的定理、算法和模型时，往往存在验证困难和理论漏洞的风险。

更重要的是，通过建立一个系统化的知识库，使研究者能够更高效地学习、检索和
复用数学成果。形式化工具的使用可以将大量手工证明的数学结论转化为可验证的代码，
确保数学理论的精确性和可靠性。此外这种数学知识库可以帮助研究者快速定位相关定
理和概念，优化学术资源，减少重复劳动，提高研究效率。在这一过程中，形式化验证
还能揭示不同数学领域之间的潜在联系，进而提供新的研究方向和视角，不仅推动数学
理论本身的发展，也为多学科交叉研究创造新的机会。基于我们有限的知识，在接下来
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两小节中给出形式化的主要领域和形式化的实施路径和组织形式的一些不成熟的建议。

5.1. 形式化的主要领域

在基础数学的形式化过程中，除了集合论、泛函分析和抽象代数等基本领域，代数
几何、代数数论和实分析等高级领域也应成为关键研究对象。通过形式化这些领域的核
心理论，可以为数学理论的深入发展提供坚实的基础。代数几何研究代数方程解集的几
何性质，形式化任务包括代数簇、代数曲线及其相关理论，如多项式理想和奇点理论。这
不仅有助于理解复杂几何结构，还为高维几何和弦理论等领域的应用提供理论支持。代
数数论主要研究代数数体和数论方程的解，形式化内容包括代数整数环、有限域和 L 函
数等核心工具。代数数论的形式化为密码学和编码理论等应用提供了坚实的数学基础。
实分析关注极限性质、测度理论和积分理论，并为物理学中的量子力学、流体力学等问
题提供理论支持。这些研究级的数学领域的形式化，不仅推动理论的深入发展，还为跨
学科研究提供了可靠的基础，为应用数学、物理学等领域的形式化提供坚实的理论支撑。

计算与应用数学作为现代数学的重要分支，其理论的完备性和广泛的应用为形式化
数学提供了丰富的研究基础。我们希望形式化计算数学中的一些核心领域，包括数值分
析、数值代数、常微分方程与偏微分方程数值解等。在数值分析方面，我们将着重于数值
积分、数值微分、插值方法、误差分析；在数值代数方面，我们重点在于线性代数的数值
解法（如 LU 分解、QR 分解等）和特征值的计算方法等数值方法，形式化这些计算方法
背后的严谨的数学理论。而对于常微分方程和偏微分方程数值解的研究，我们将着力于
形式化包括有限差分法、有限元法及谱方法等方法，确保迭代方法的构造及其稳定性和
收敛性理论得到严格验证。这将极大地促进数学模型在工程和物理等领域的应用。在应
用领域中，图像处理和信号分析是典型的例子。通过形式化图像处理中的滤波算法、边
缘检测与分割方法，以及信号分析中的信号分解、重建和噪声消除算法，我们可以为这
些应用领域的技术创新提供新的可能性。

概率与统计是现代科学与工程研究中不可或缺的工具，其理论的形式化对于确保实
验结果的可靠性、数据分析的严谨性，以及应用中的可解释性至关重要。其对应地形式
化任务涵盖概率理论的基本概念、随机过程的性质和统计推断方法。首先，完善概率论
的基础部分的形式化，这一内容包括概率空间、随机变量、常见分布（如正态分布、泊松
分布等）、大数定律和中心极限定理。这些内容的成体系的严格形式化有助于确保概率
模型的科学性。其次，随机过程的形式化（如马尔可夫链、随机游动、布朗运动）确保了
模型的可靠性，尤其在平稳性和长期行为分析中至关重要。统计推断（参数估计、假设
检验、贝叶斯推断等）的形式化保证数据分析的严谨性。统计学习理论的形式化（如 VC
维和 PAC 学习）对机器学习方法的泛化能力提供理论支持。此外，应用概率统计（如金
融风险评估、工程可靠性分析等）的形式化确保建模的规范性和应用决策的准确性。

深度学习的数学理论研究中，我们希望考虑如下的核心形式化对象。一方面是深度
神经网络的表达能力，通过神经网络中的万能逼近定理等定理可以形式化证明深度网络
具有逼近任意连续函数的能力，揭示层数、宽度和激活函数对逼近能力的影响。在优化
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方面，深度学习的非凸优化问题要求形式化分析不同优化算法（如 SGD、Adam 等）的
收敛性和稳定性，尤其是在复杂网络架构下的相关理论。此外，形式化的泛化误差分析
能够量化模型的泛化能力，揭示模型复杂度与误差之间的关系。深度学习中的训练稳定
性、收敛性及对抗性攻击问题也是形式化的关键对象。对于深度强化学习，形式化策略
优化和收敛性分析能确保算法的理论可靠性。最后，自动微分和计算图的形式化能够提
示优化梯度计算过程的可能途径，从底层探索提升训练效率的方法。通过对这些核心对
象的形式化研究，我们可以为深度学习的理论基础提供更加严密的数学验证，推动算法
和模型的创新与优化。

在物理、化学和生物等理论性较强的领域，许多核心概念和方法都可以通过形式化
来确保其数学精确性和可靠性。物理学中的经典力学、量子力学和统计物理可以通过形
式化方程和理论框架加强理论的一致性和应用性；化学中的反应动力学、量子化学和分
子模拟可以通过数学模型的形式化来提高计算的精确度和稳定性；生物学中的基因调控、
代谢网络和生物信息学的优化问题可以通过形式化方法更准确地描述生物系统的动态行
为。形式化这些领域的核心对象不仅有助于提升理论研究的严谨性，还能为技术创新提
供坚实的数学基础，推动跨学科的应用与发展。

总体而言，这一批理论性强学科的形式化任务旨在提高学科理论的严谨性，希望通
过构建一个强大的学科知识库，为多学科交叉研究提供新的可能性。这种系统化的形式
化工作将促进理论与应用之间的紧密结合，确保理论研究的严密性与可靠性，为技术创
新提供有力支持，从而推动基础学科及其相关应用领域的全面进步与发展。

5.2. 实施路径和组织形式

为了推动形式化研究，我们建议采取明确目标、构建基础设施、逐步形式化现有理
论、开发应用导向的软件包、以及持续优化与验证的实施路径。首先，明确目标是形式化
研究的首要步骤。我们建议根据数学各领域的核心理论进行优先排序。在计算数学领域，
对于优化中的最优性条件、算法的收敛性分析、数值分析中的逼近理论等具有理论深度
的领域，进行优先形式化。这些领域通常涉及到高精度的数学推导与理论验证，是确保
其他复杂理论形式化的基础。通过细化各学科中的关键理论内容，并为每个领域设定合
理的优先级，希望能推动形式化进程有序展开。在此基础上，扩展和完善现有的定理库
将是下一步的重要任务。Mathlib4 已经为集合论和代数学等领域提供了相对完善的基础
设施，但针对计算数学等更多领域的覆盖还远远不够。随着基础定理的逐步完善，下一
步的任务是将理论性更深、应用性更强的领域纳入形式化体系中。这一过程不仅有助于
确保之前形式化的框架能够在实际应用中稳定运行，也为进一步扩展到机器学习、信号
处理等工程领域打下坚实的基础。与此同时，能提高人工形式化效率的自动化工具（如
定理推荐器、自动翻译器等）将成为形式化过程中的重要补充，帮助科研人员高效检索
相关定理、自动翻译复杂公式，并提供形式化验证的技术支持。

为了确保这一计划的顺利推进，也希望争取国家级支持，例如申请国家自然科学基
金和科技部的重点研发计划，以确保充足的资金支持。同时，我们计划定期举办学术培
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训、专题讲座和学术讨论班，组织暑期学校和寒假培训，培养一大批掌握形式化工具使
用的本科生与研究生。按学科分组建立专门的研究团队，明确每个研究模块的目标与进
度，确保工作同步、协调地推进，最终在基础数学和应用数学的多个领域建立完善的形
式化库。通过一系列的工作，预计可以逐步构建起一个全面的形式化知识体系，开发出
高效的数学学习与检索工具，从而有效促进数学理论与实际应用的结合，并为跨学科的
研究合作提供支撑。最终，这将为推动数学科学及其应用领域的可靠性和创新性提供强
有力的基础，并为学术界与工业界之间的协同发展奠定坚实的基础。

6. 总结

数学形式化正推动着数学研究和应用的深刻变革。通过精确的符号语言和自动化推
理工具，形式化提高了数学推理的严谨性、可验证性和透明度，促进了数学知识的共享
与传播。借助如 Lean 语言和 Mathlib4 定理库等工具，数学家能够将复杂的数学定理和
证明转化为计算机可处理的形式，减少了人为错误，并提高了研究的可靠性和可重复性。
形式化不仅在理论验证方面提供了强大支持，还在数学模型构建和算法开发中发挥了重
要作用，尤其在优化、数值分析等领域，辅助算法的效率和准确性的验证过程。自动形
式化和定理证明技术正在加速数学研究的自动化进程，推动了高效、精确的求解方法和
验证机制的发展。随着形式化工具的不断完善，数学形式化将在多个领域展现出更大潜
力，特别是在优化、机器学习和人工智能等方向。它不仅为数学研究提供了可靠的基础，
也促进了跨学科的合作与创新，推动了数学与其他科学领域的深度融合。

数学形式化的推进过程是技术上的一场革新，更是数学证明背后思维方式的转变，
它将推动数学的研究、应用与教育进入一个更加高效、清晰和自动化的新阶段。
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