
分类号 密级

UDC 编号

中国科学院研究生院
硕士学位论文

最小二乘法及其应用

文 再 文

指 导 教 师 袁亚湘（研究员,博士）

中国科学院数学与系统科学研究院

申请学位级别 硕 士 学科专业名称 计算数学

论文提交日期 2004. 5 论文答辩日期 2004. 5

学位培养单位 中国科学院数学与系统科学研究院

学位授予单位 中国科学院研究生院

答辩委员会主席



Least Squares and their Applications

Zaiwen Wen

Directed by

Prof. Ya-xiang Yuan

Institute of Computational Mathematics and

Scientific/Engineering Computing,

Academy of Mathematics and System Sciences,

Chinese Academy of Sciences



摘要 ii

摘 要

最小二乘问题是一个相当古老的课题。随着科技的发展，不仅在数学内涵的本身它被

赋予了新的内容，而且被应用到很多研究领域。如神经网络、化学、物理、金融、经济、

机械系统、通讯、电子电气工程、医疗成像等等中，人们都喜欢用最小二乘问题来描述模

型函数与实际观测值之间的误差，以找到一组使误差最小的参数。这些新的应用，或者由

于规模很大，或者由于不适定性（病态）或高度非线性，给最小二乘问题的求解带来了很

大的困难。本论文试图从这些方面对最小二乘问题进行一些新的探讨。

本论文分为两个部分。第一部分（第二章，第三章，第四章）主要讨论线性最小二乘

问题及其应用，重点研究不适定的线性最小二乘问题。第二部分（第五章，第六章）我们

集中研究非线性最小二乘问题及其应用。

在第二章中，我们首先回顾了经典的最小二乘解。然后通过一个数值算例说明最小二

乘问题的不适定性，接着分析了这种不适定性，给出了不适定性的定义。最后分别从两个

不同的角度提出了克服不适定性的正则化方法：用逼近原问题的良态亏秩矩阵或良态满

秩矩阵来得到近似解。这些方法是分别通过截断 SVD（TSVD）分解算法、Tikhonov正则化

和信赖域方法来实现的。同时我们也说明了求解线性最小二乘问题的信赖域方法也是一

种正则化方法。

在第三章中我们考虑了截断 SVD（TSVD）分解算法在信号处理中的应用。这主要是

通过研究傅立叶矩阵的特殊结构来实现的。我们从理论上得到了傅立叶矩阵实部和虚部

的一个简单易行的奇异值分解，从而在计算速度上使得这种应用成为可能。而且由于奇

异值分解充分挖掘了矩阵的性质，算法也是很稳定的。

在第四章中我们考虑了信赖域算法在图像恢复中的应用。主要是利用 Lanczos方法与

共轭梯度法的等价性，将 Lanczos方法综合进求解信赖域子问题的截断共轭梯度法，在不

增加多少计算量的基础上，有效的提高了求解的精度和速度。数值试验表明我们的这一

方法在遥感图像恢复中是成功的。

在第五章中我们首先从不同角度回顾了 Gauss-Newton 法，然后在信赖域框架内分析

了 Levenberg-Marquardt方法和拟牛顿法。接着对于解非线性最小二乘的信赖域子问题，我

们提出了 M范数方法，化成一个等价的对角系统来解。此外我们概述了带约束的非线性

最小二乘问题的一些解法。特别的我们还介绍了可分非线性最小二乘问题及其解法。最

后分析了最小二乘问题的一些数值困难。

在第六章中，我们介绍了最小二乘法在热中子时间谱测井谱的解析中的应用。

最后在第七章中，我们对全文做了一个总结，简要的阐述了我们的研究成果并提出了
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一些有趣的仍未解决的问题。

关键词: 线性最小二乘，非线性最小二乘，不适定性，正则化，截断 SVD , 信赖

域，Lanczos，Gauss-Newton法，Levenberg-Marquardt方法，拟牛顿法，M范数方法，可分非

线性最小二乘
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ABSTRACT

The least Square problem is an very old problem in mathematics. With the development of science

and technology, Not only new ingredients are added into itself, but also people in many fields such as

chemistry, physics, neural network, finance, economic, mechanical system, communication, electronic

engineering, medical imaging and so on always like to use least squares to measure the discrepancies

between their model and observations. These new applications, which usually are large scale problems,

or highly nonlinear or ill-posed, make the traditional numerical methods difficult to single out a useful

solution. This dissertation intents to discuss the least square problem from those new aspects.

The contents are divided into two parts. The first part (Chapter 2 , Chapter 3 and Chapter 4)

mainly discuss the linear least square problem and it’s application, especially focus on the so called ill-

posed linear least square problem. In the second part (Chapter 5 and Chapter 6) we concentrate on

nonlinear least square problem.

In Chapter 2, we review the traditional least square method first. Then we give the definition of

ill-posed problem by a simple example and analysis it. At last we present methods of regularization to

overcome the ill-posedness from two different perspective: use the well-posed rank deficient matrix or

the well posed full rank matrix to approximate the original problem. Those methods are realized by

truncated singular decomposition method(TSVD), Tikhonov regularization and trust region method.

In Chapter 3, we apply the TSVD method to signal processing. Exploring the special structure of

the Fourier matrix, we get a simple but practical SVD of the real and imaginary part of the Fourier

matrix. So it is possible to develop efficient algorithm from computation. Because SVD fully utilize the

property of matrix at most, this algorithm is also very robust.

In Chapter 4, we apply a trust region method to image restoration. We utilize the equivalence be-

tween Lanczos method and the conjugate gradient method, integrate Lanczos method into the truncated

conjugate gradient method to solve the trust region subproblem. As a result, without increasing compu-

tation cost, we enhance the accuracy and speed of the algorithm. Numerical tests in the restoration of

remote sensing prove that our method is very successful.

In Chapter 5, we examine the Gauss-Newton method from different point of views, and analyze the

Levenberg-Marquardt method and Quasi-Newton method in the trust region framework. Then we present

the M-norm method to solve the trust region subproblem of nonlinear least square problem, that is, we

only need to solve a diagonal system deduced from the original subproblem. We also summarized the

methods of solving constraint nonlinear least square problem. Particularly, we introduced the separable
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least square problem. At last, we analysis some numerical difficulties of the least square problem.

In Chapter 6, we study a practical problem in the analysis of time-spectrum recorded in thermal

neutron time spectrometry logging.

Finally, in Chapter 7, we give an overview of this thesis. Several interesting problems are also

presented in this chapter.

Key words and phrases: Least Square, ill-posed regularization, trust region, Lanc-

zos , Gauss-Newton method, Levenberg-Marquardt method, Quasi-Newton method, M-norm, separable

nonlinear least square.
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第一章 引言

§1.1 背景介绍

最小二乘在许多实际问题中都有很重要的应用。在过去的几十年中，它已经俨然是一

个硕果累累的研究领域。人们在描述化学、物理、金融、经济中的参数模型时，通常用形

如：

f(x) =
1
2

m∑

j=1

[yj − φ(x; tj)]2 , (1.1.1)

的函数来度量模型与系统在不同观测点处输出的偏差，其中 yj 为系统在时间 tj 处的观

测值，φ(x; t)为人们描述系统的模型。然后极小化函数 (1.1.1)，寻找一组参数 x，以使得模

型最靠近所给的观测值。在实际中，yj 由于试验装置或测量误差可能包含或多或少的噪

声。而模型函数 φ(x; t) 可以是一个显式函数，也可以是一个无法显式积出的积分，还可

以是一个常微分方程或者偏微分方程的带参数的解。通常求解（极小化）模型 (1.1.1) 也

称为数据拟和（Data fitting），参数估计（Parameter estimation）或回归分析（Linear\Nonlinear

Regression）。

实际上，式 (1.1.1)中的平方和函数并不是度量模型与观测值偏差的唯一方式。我们还

可以用 5次和式：
m∑

j=1

[yj − φ(x; tj)]5 (1.1.2)

或绝对值的和：
m∑

j=1

|yj − φ(x; tj)| (1.1.3)

甚至更复杂的函数来描述。尽管形如 (1.1.3) 的准则在很多场合中比较合适，然而最小二

乘准则，正如我们在下面叙述中将要看到的一样，在统计上有着深刻的背景。

我们稍微改变一下记号，把数据拟和问题中模型与观测值之间的偏差记为 εj，即：

εj = yj − φ(x; tj) .

还假设 εj 独立同分布，其方差为 σ2，概率密度函数为 gσ(·)（通常这是合理的）。在这个
假设下，假定真实参数是 x，则一组特定的观测值 yj , j = 1, 2, · · · ,m的似然函数定义为：

p(y;x, σ) =
m∏

j=1

gσ(εj) =
m∏

j=1

gσ(yj − φ(x; tj)) . (1.1.4)

如果我们知道观测值 yj , j = 1, 2, · · · ,m 的值，最佳的参数 x 就可以通过关于 x 极大化函

数 p(y;x, σ)来得到。这就是所谓的参数 x的极大似然估计。

1
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当假设偏差服从正态分布时，我们有：

gσ(ε) =
1√
2πσ

exp(− ε2

2σ2
) .

将上式代入式 (1.1.4)中，那么：

p(y;x, σ) = (2πσ2)−
m
2 exp

(
−1

2

m∑

j=1

[yj − φ(x; tj)]2

σ2

)
(1.1.5)

对于任意固定的方差 σ2，很明显极大化函数 p相当于极小化平方和式 (1.1.1)。总的来说，当

偏差是服从独立同分布的正态分布函数时，极大似然估计的解即为极小化平方和式 (1.1.1)

的解。

前面关于 εj 的假设很常见，但它们并不是唯一说明平方和函数的极小点具有统计意

义的情形。在 [1]（Nonlinear Regression）中，Seber 和 Wild 举了很多例子说明极小化形如

式 (1.1.1)，或者更广义的形如：

rT V r , V ∈ Rm×m是对称的 , 且rj(x) = yj − φ(x; tj)

的函数是从观测数据中得到参数估计的关键步骤。

§1.2 最小二乘问题

我们通常称形如

min
x

f(x) =
1
2

m∑

j=1

r2
j (x) =

1
2
‖r(x)‖22 (1.2.1)

的问题为最小二乘问题，其中 r(x) = (r1(x), r2(x), · · · , rm(x))T，rj(x)称为余量，是从 Rn到 R

的光滑函数，如在前面提到的参数估计或数据拟和中，rj(x)即为 yj − φ(x; tj)。另外，在本

文中还假定 m ≥ n。

函数 f 及其导数较一般的无约束优化问题有特殊结构。引入 f(x)的 Jacobian矩阵：

J =




∂r1
∂x1

· · · ∂r1
∂xn

...
. . .

...
∂rm

∂x1
· · · ∂rm

∂xn




, (1.2.2)

则我们可以将 f(x)的梯度和 Hessian阵表达为：
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∇f(x) =
m∑

j=1

rj(x)∇rj(x) = J(x)T r(x) (1.2.3)

∇2f(x) =
m∑

j=1

∇rj(x)∇rj(x)T +
m∑

j=1

rj(x)∇2rj(x)

= J(x)T J(x) +
m∑

j=1

rj(x)∇2rj(x) (1.2.4)

如果函数 ri 是线性的（如 φ(x, t) 是线性的），则 Jacobian 矩阵是常数矩阵，因此我们

有：

f(x) =
1
2
‖Jx + r‖ (1.2.5)

其中 r = r(0)。这就是所谓的线性最小二乘问题。线性最小二乘问题本身有很广的应用，

很多模型是线性的，而且它们也是非线性最小二乘算法的子问题，因此这类问题的研究

有其自身的价值。但历史的原因，求解线性最小二乘问题更多是属于数值线性代数的而

不是最优化研究范畴。

如果函数 ri 是非线性的，情况就复杂些。不过在很多应用中，计算 ri 的一阶偏导是

可能的，也就是能显式的得到 Jacobian 矩阵 J(x)，这样就能根据式 (1.2.3) 就能计算出梯

度。然而最小二乘问题的最显著的特点在于一旦知道了 Jacobian 矩阵，我们也就计算出

了 Hessian阵 ∇2f(x)的前半部分。而且，式 (1.2.4)中的项 J(x)T J(x)经常比第二个和式更重

要，因为模型在解的附近经常是线性的（即 ∇2rj 比较小）或者余量较小（即 rj 比较小）。

大多数非线性最小二乘算法都考虑了 Hessian阵结构上的的这一特殊性质。

本论文分为两个部分。第一部分我们将集中探讨线性最小二乘问题及其应用。重点的

研究求解不适定（病态的）的线性最小二乘问题的算法，并将其应用到信号处理和图像恢

复中。第二部分我们将集中探讨非线性最小二乘问题，主要利用其特殊结构，研究解非线

性最小二乘的信赖域算法，并将其应用到热中子时间谱测井谱的解析中。



第一部分

线性最小二乘法及其应用



第二章 线性最小二乘问题

§2.1 最小二乘解的数学性质

设 A ∈ Rm×n(m ≥ n), b ∈ Rm。所谓的线性最小二乘问题（简称 LS问题），是指求 x̄ ∈ Rn

使得：

‖Ax̄− b‖2 = min{‖Ax− b‖2 : x ∈ Rn} . (2.1.1)

记

XLS = {x̄ ∈ Rn : x̄满足 (2.1.1)} ,

则称 XLS 是最小二乘问题 (2.1.1)的解集；XLS 中 2范数最小的称为最小二乘解，记做 xLS，

即：

‖xLS‖2 = min{‖x̄‖2 : x̄ ∈ XLS} .

定理2.1.1. x ∈ XLS 当且仅当 AT (Ax− b) = 0。

定理2.1.2. 最小二乘问题 (2.1.1)的解由

x = A†b + (I −A†A)z

给出，其中 z 表示 Rn 中的任一向量；而且其最小的范数解由 xLS = A†b给出。

其中 A† 为 A 的 Moore-Penrose 广义逆。可以证明 A† 是由 A 唯一确定的，而且若 A

的 SVD分解为：

A = U


Σr 0

0 Σ0


 V T , (2.1.2)

其中 U = [u1, u2, · · · , um]和 V = [v1, v2, · · · , vn]分别是按列划分的 m和 n阶的正交矩阵，r =

rank(A) , Σr = diag(σ1, · · · , σr) , Σ0 = diag(σr+1, · · · , σn) , σ1 ≥ · · · ≥ σr > σr+1 = · · · = σn = 0，则

A† = V


Σ−1

r 0

0 0


 UT .

当然 SVD分解提供了 xLS 一个简洁的表达式和最小二乘剩余量的范数 ρLS = ‖AxLS − b‖2，
我们有下面的定理：

定理2.1.3. A ∈ Rm×n , b ∈ Rm，设 A的 SVD由式 (2.1.2)给出，则

xLS =
r∑

i=1

uT
i b

σi
vi (2.1.3)

5
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使 ‖Ax− b‖2 极小化，且是所有极小点中 2范数最小的，而且

ρ2
LS = ||AxLS − b||22 =

m∑

i=r+1

(uT
i b)2. (2.1.4)

求解最小二乘问题最古老而且现在仍常用的方法之一是正规化方法，这一方法的理

论依据就是定理 2.1.1，即将求解问题 (2.1.1)转换为求解法方程组：

AT Ax = AT b .

当 rank(A) = n 时，AT A 是对称正定方程组，因而其解是唯一的，可用 cholesky 分解来求

得。但此时解的相对误差依赖于条件数的平方。另一个常用的方法是正交化方法，由于

矩阵的 2范数是正交不变的，因此对于任意的正交矩阵 Q ∈ Rm×m，问题 (2.1.1)等价于：

‖QT (Ax̄− b)‖2 = min{‖QT (Ax− b)‖2 : x ∈ Rn} .

我们可以适当选取正交矩阵 Q，这样就使原问题转化成一个较为容易求解的最小二乘问

题。实现正交化的基本方法有 Householder方法，Givens方法等等。

对于最小二乘问题通常的这些数值解法，一般大学教程 [2, 3]里都有详尽的介绍，我

们在这里就不再详细的展开讨论。虽然最小二乘问题很经典，但当数据有扰动的时候，特

别当矩阵 A 成病态的时候，即条件数很大，甚至亏秩的时候，用传统的这些方法要得到

一个满意的解就会有相当大的困难，甚至和精确解相差很远。这时最小二乘问题是一个

不适定问题，需要用特殊的技巧，如正则化方法来求解。在接下来的内容里，我们将重点

介绍克服这些不适定性的正则化方法。

§2.2 不适定问题及其最小二乘描述

病态问题这个概念最早可以追溯到上世纪初的 Hadamard。Hadamard实质上定义了一

个问题是不适定的（ill-posed）如果其解不唯一或者它不是关于数据的连续函数 — 即数

据的任意微小的扰动能使解产生任意大的扰动。Hadamard 认为不适定问题只是“人造

的 (artificial)”，它们不能描述现实的物理系统。但事实上近年来，从科学和工程领域 [4, 5,

20, 21, 22]却涌现出了大量的不适定问题。

不适定问题的一个经典的例子是带第一类平方可积积分核的 Fredholm积分方程：
∫ b

a

K(s, t)f(t) dt = g(s) , c ≤ s ≤ d , (2.2.1)

其中右端项 g 和积分核 K 是给定的，f 是要求的解。如果解 f 加上一个微小扰动：

∆f(t) = ε sin(2πpt) , p = 1, 2, · · · , ε 为常数 ,
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则相应的右端项 g 的扰动为：

∆g(s) = ε

∫ b

a

K(s, t) sin(2πpt) dt , p = 1, 2, · · · .

由 Riemann-Lebesgue 引理可以得到当 p → ∞ 时 ∆g → 0。因此，p 足够大时，‖∆f‖/‖∆g‖ 可
以变得任意大。这表明 (2.2.1)是一个不适定问题。

严格的讲，不适定问题必须是无穷维的，否则 ‖∆f‖/‖∆g‖有界，尽管它可以变得非常
大。但是，一些有穷维的离散问题有无穷维问题的类似性质，如对高频扰动高度敏感。因

此，很自然的可以称之为离散不适定问题或数值不适定问题（见文献 [21, 22]）。

下面我们给出不适定问题的一个一般的定义：

定义2.2.1. 设 F, U 均为度量空间，ρF , ρU 分别是它们所对应空间上的度量，算子 A : F → U

把 F 映照到 U，则问题或方程：

Az = u , z ∈ F , u ∈ U (2.2.2)

称为适定的，如果它们同时满足下述三个条件：

1. ∀u ∈ U，都存在 z ∈ F 满足方程 (2.2.2)（解的存在性）；

2. 设 u1, u2 ∈ U，若 z1, z2 分别是方程 (2.2.2) 对应于 u1 6= u2 的解，则 z1 6= z2（解的唯一

性）；

3. 解相对于空间偶 (F, U)而言是稳定的（解的稳定性），即：∀ε > 0,∃δ(ε) > 0，只要

ρU (u1, u2) ≤ δ(ε) (u1, u2 ∈ U)

便有：

ρF (z1, z2) ≤ ε (Az1 = u1 , Az2 = u2)

反之，若上述三个条件中，至少有一个不能满足，则成为是不适定的。

在定义 2.2.1中，算子 A可为积分算子、微分算子或矩阵（有限秩算子），这在 [22]中

有更详细的讨论。

离散不适定问题的通常的表现形式是由不适定问题离散化之后得到的线性方程组系

统和线性最小二乘问题，即如果 Fredholm积分方程 (2.2.1)用有限元类型的方法来离散，则

会产生形如

Ax = b , A ∈ Rn×n (2.2.3)

或

min
x
‖Ax− b‖2 , A ∈ Rm×n , m > n , (2.2.4)
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的系统。其中矩阵 A的元素 aij 和右端项 b的元素 bi 如下：

aij =
∫ b

a

∫ d

c

K(s, t)φi(s)ψj(t) ds dt , bi =
∫ d

c

φi(s)g(s) ds ,

其中 φi, ψj 是有限元方法中用到的基函数。对于这类问题，由于第一类积分方程的求解是

不适定的，故由它直接导出的离散线性系统 (2.2.3)或 (2.2.4)即使可解，也将是病态的，并

且随着离散步长的缩小而不断加剧。

下面我们利用 SVD分解对离散系统的不适定性做进一步的说明。设 A的 SVD分解由

式 (2.1.2)给出，则可以得出关系式：

Avi = σiui

‖Avi‖2 = σi





i = 1, · · · , n .

‖Avi‖i = σi 相对于 ‖A‖2 = σ1 比较小，意味着 A 的列之间存在着很大程度上的线性相关。

也就是说小的奇异值 σi 表明 A接近亏秩，而与 σi 对应的向量 vi 在数值上为 A的零空间

向量。从 A的这个性质可以得出离散不适定系统通常是高度病态的，其零空间由符号改

变得很厉害的向量张成。

这里我们再给出离散不适定系统的一个更直观的定义：

定义2.2.2. 线性方程系统 (2.2.3)和线性最小二乘问题 (2.2.4)称之为离散不适定问题，如果

它们同时满足以下两条准则：

1. 最大非零奇异值与最小非零奇异值的比例非常大，

2. A的奇异值最终蜕化为 0。

准则 1说明矩阵 A是病态的，即其解对扰动很敏感。准则 2表明没有一个适定的，数

值秩很好的矩阵与之“很接近”。

有意思的是，虽然不适定问题是”病态的“，但这并不意味着我们就不能计算得到有

意义的解。然而，正是这种”病态性“使得数值代数 [2, 3] 中求解问题 (2.2.3) 和 (2.2.4) 方

法，如 LU , Cholesky或 QR方法不能直接用来计算这类不适定问题。必须用其它的技巧来

保证计算得到的解有意义。这正是正则化方法的目标所在。

§2.3 一个简单的例子

考虑最小二乘问题：

min
x
‖Ax− b‖2 , 其中A =




0.16 0.10

0.17 0.11

2.02 1.29


 , b =




0.27

0.25

3.33


 .
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在这里，右端项 b 是精确解 x∗ = (1 1)T 对应的右端项 b∗ 加上一个微小的扰动 δ 后产生

的，即：

b =




0.16 0.10

0.17 0.11

2.02 1.29





1.00

1.00


 +




0.01

−0.03

0.02


 .

这个问题的难点在于矩阵 A成病态，其条件数为 1.1 · 103。这就意味着数值计算过程中解

对数据的微小扰动都很敏感。实际上，如果我们用通常的最小二乘法，如 A 的 QR 分解

来求解，其解 xLSQ 为：

xLSQ =


 7.01

−8.40


 .

这个解显然与我们所需要的相差很远，必须通过其它的方式来得到更好的近似。矩阵 A =

(a1 a2) 的条件数很大表明 A 的列 a1 和 a2 几乎线性相关。可以考虑用 (a1 0) 或 (0 a2)

来替换 A求解。相应的解称为基本解，分别为：

x1
B =


1.65

0.00


 , x2

B =


0.00

2.58


 .

尽管相应的余量很小：

‖Ax1
B − b‖2 = 0.031 ‖Ax2

B − b‖2 = 0.036 ,

但基本解却与精确解 x∗ = (1 1)T 没有多少共同之处。

一般的最小二乘解 xLS 的主要困难之处在于其范数明显的大于精确解的范数。因此

可以在原问题的基础上，对解添加约束使其范数不超过某个值 α，即求解：

min
x
‖Ax− b‖2 , ‖x‖ ≤ α .

上述问题的解 xα 非线性依赖于参数 α的选取。如 α取 0.1, 1, 1.385, 10时，解分别为：

x0.1 =


0.08

0.05


 , x1 =


0.84

0.54


 , x1.385 =


1.17

0.74


 , x10 =


 6.51

−7.60


 .

可以看到，如果 α选取恰当，我们就可以得到精确解的较好近似，如 x1.385. 但值得注

意的是，选取 α必须非常小心，而且什么是好的 α并不明显。

上面的例子虽然很小，但突出了离散的不适定问题的三个主要困难：

1. 矩阵 A的条件数很大。

2. 用一个从 A得到的条件数好的矩阵替代 A并不意味着能得到一个好的解。

3. 在添加额外约束条件时必须谨慎。
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§2.4 直接正则化方法：TSVD 正则化

不适定系统 (2.2.3) 和 (2.2.4) 的主要困难在于它们被 A 的小奇异值簇大大的削弱了。

一个很自然的正则化方法是用一个良态的亏秩矩阵 B 来近似 A。所谓良态的亏秩矩阵是

指这个矩阵的条件数，即最大的非零奇异值与最小的非零奇异值的比值：

cond(B) def= ‖B‖‖B†‖ =
σ1

σrank(B)

不是很大。下面我们通过 SVD分解来找这样的一个近似矩阵。

SVD分解深刻的揭露了矩阵的结构。设 A的 SVD由式 (2.1.2)给出，则可以得到以下

丰富信息：

null(A) = span{vr+1, · · · , vn}

range(A) = span{u1, · · · , ur}

A =
r∑

i=1

σiuiv
T
i

和

‖A‖2F = σ2
1 + · · ·+ σ2

n

‖A‖2 = σ1

min
x6=0

‖Ax‖2
‖x‖2 = σn

.

同时由以下定理可以刻画给定矩阵与比其秩低的矩阵的靠近程度。

定理2.4.1.（[2] Golub）设 A ∈ Rm×n 的 SVD由式 (2.1.2)给出，如果 k < r = rank(A)且

Ak =
k∑

i=1

σiuiv
T
i , (2.4.1)

则：

min
rank(B)=k

‖A−B‖2 = ‖A−Ak‖2 = σk+1 (2.4.2)

证明. 由于 UT AkV = diag(σ1, · · · , σk, 0, · · · , 0)，从 rank(Ak) = k 和

UT (A−Ak)V = diag(0, · · · , 0, σk+1, · · · , σp)

可知 ‖A−Ak‖2 = σk+1。

现假定对某一B ∈ Rm×n满足 rank(B) = k。则存在单位正交向量 x1, · · · , xn−k使得 null(B) =

span{x1, · · · , xn−k}。利用维数可知：

span{x1, · · · , xn−k} ∩ span{v1, · · · , vk+1} 6= {0}

令 z 是这一交集中的一个 2范数单位向量。利用 Bz = 0和

Az =
k+1∑

i=1

σi(vT
i z)ui ,
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我们有：

‖A−B‖22 ≥ ‖(A−B)z‖22 = ‖Az‖22

=
k+1∑

i=1

σ2
i (vT

i z)2 .

定理得证。 2

定理 2.4.1表明 Rm×n 中的满秩矩阵的集合是开的而且是稠密的。同时可知 A的最小

奇异值是从 A到所有秩亏矩阵集合的 2范数距离。更进一步的，Ak 是到 A最近的秩为 k

的亏秩矩阵，其 2范数距离是 σk+1。

这样我们就差不多找到了一个亏秩矩阵 Ak 与 A充分接近，但还需给定条件保证这个

矩阵是良态的。取 k(ε)满足要求：

k(ε) = rank(Ak(ε)) = min
‖A−B‖2≤ε

rank(B) , (2.4.3)

即：

σ1 ≥ · · · ≥ σk(ε) > ε ≥ σk(ε)+1 ≥ · · ·σn .

只要取 ε合适，这样构造的 Ak(ε) 就是我们要找的良态矩阵。

定义2.4.2. 设 A ∈ Rm×n 的 SVD分解由式 (2.1.2)给出，给定 ε，取 k(ε)满足式 (2.4.3)，则

Ak(ε) =
k(ε)∑

i=1

σiuiv
T
i (2.4.4)

称为 A的截断 SVD 分解（TSVD）。在不引起混淆的情况下，记 Ak(ε) 为 Ak。

截断 SVD分解实质上是通过控制 ε过虑掉对矩阵性质影响较大的小奇异值。在实际

中，ε一般可以取为观测数据的精度。

有了 A的截断 SVD分解 Ak(ε)，我们就将问题 (2.2.4)转化为求解：

min
x
‖Ak(ε)x− b‖2 , (2.4.5)

其最小二乘解为：

xk(ε) = A†k(ε)b =
k(ε)∑

i=1

uT
i b

σi
vi . (2.4.6)

这就是我们所说的TSVD 正则化方法。该方法在实际中取得了很好的计算效果，我们将

在第三章中介绍它在数值信号处理中的一个应用。

§2.5 直接正则化方法：Tikhonov 正则化

在上一节中，我们用一个亏秩的良态矩阵 B 来近似 A，从而达到正则化的效果。同
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样，我们也可以用一个满秩的良态矩阵来逼近 A，在这一节中，我们将介绍另一个经典的

正则化方法：Tikhonov正则化。

正则化的基本思想在于：由于系统高度病态，或观测数据不精确，解被误差淹没掉

了，因此必须添加关于解的其它一些进一步的信息以规范问题，从而识别出一个有意义

的，稳定的解。虽然原则上解有很多类型的附加信息可以利用，但正则化离散不定问题的

主要方法是要求解的二范数或适当的半范数要小。也可以将解的一个初始估计 x∗包含在

约束中，即极小化：

Ω(x) = ‖L(x− x∗)‖2 . (2.5.1)

这里，矩阵 L一般取为单位矩阵 In 或第 p× n阶微分算子的 p× n离散近似，即 L是一个

满秩的带状矩阵。在一些情况下，可以把约束写成 Sobolev范数的形式：

Ω(x)2 = α2
0‖(x− x∗)‖22 +

q∑

i=1

α2
i ‖Li(x− x∗)‖22 ,

这里 Li 是第 i阶微分算子的近似。如果记 L为矩阵 α2
0In +

∑q
i=1 α2

i L
T
i Li 的 Cholesky分解因

子，这里的 Ω经常就可以写成 (2.5.1)的形式。通过约束 Ω，我们就可以控制正则解的光滑

性。

在引进约束 Ω后，就必须放弃线性系统 (2.2.3)中 Ax等于 b的要求，转而寻找一个解

使得极小化 Ω(x)和极小化余量范数 ‖Ax− b‖2达到相对平衡。基本准则是使得正则解有小
的范数（半范数）和恰当小余量，而且距离没有扰动过的原问题的未知解不远。这个原则

对最小二乘问题 (2.2.4)同样适用。

最常用，最知名的正则化方法是 Tikhonov正则化方法。Tikhonov正则化方法定义正则

解 xλ 为问题：

min
x
‖Ax− b‖22 + λ2‖Lx‖22 (2.5.2)

的最优解，即余量和约束 Ω的组合形式的最优解，其中 λ为正则化参数，它控制极小化 Ω

相对于极小化余量的权重。同时 λ也控制正则解 xλ 对 A和 b的扰动的敏感度。实际上，

求解最小二乘问题 (2.5.2)相当于求解最小二乘问题：

min
x

∥∥∥∥∥∥


 A

λL


 x−


b

0




∥∥∥∥∥∥
2

, (2.5.3)

如果 λ选取得当，可以使矩阵： ∥∥∥∥∥∥


 A

λL




∥∥∥∥∥∥

是一个列满秩良态矩阵。从而达到寻找近似解的目的。
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此外极小化问题 (2.5.2)也相当于求解线性代数方程组：

(AT A + λ2LT L)x = AT b . (2.5.4)

相对于原问题 (2.2.4) 的法方程组，方程 (2.5.4) 中多了一个修正项 λ2LT L ，通过这个修正

项，达到改善法方程组的条件数和谱（特征值）的分布的目的。因此正则化参数 λ 对正

则解的性质影响极大，必须谨慎的选择。如果 λ 太小，则对问题的谱的改善没有起到什

么作用，即解的不稳定性仍然存在；反之，如果 λ太大，则我们得到的新的问题是可以稳

定的求到解了，但该问题与原问题相差甚远，是一个相当糟糕的逼近。所以最优的正则

参数的选取应当兼顾这两个情况。通常，参数 λ 的选取有先验和后验两种。关于后验选

取正则参数，在书 [22]中详细的阐述。关于先验选取，主要是依据经验进行，通常我们都

取 λ ∈ (0, 1)。

由于问题 (2.5.3) 和问题 (2.5.4) 的系数矩阵是良态的，因此可以用线性代数中的经典

方法来求解。例如对于问题 (2.5.4)，系数矩阵 AT A + λ2LT L正定，设其 Cholesky分解为：

AT A + λ2LT L = L̄DL̄T ,

其中 L̄为下三角矩阵，其主对角线的元素全为 1，D为对角线矩阵。于是问题的解可以通

过解下述线性方程组：

v = L−1AT b

x = L−T D−1v

得到。

§2.6 迭代正则化方法：信赖域方法

信赖域算法是 80年代开始兴起的一种优化算法，该方法在确保问题的全局收敛的同

时又要求问题在局部的快速收敛性。比如我们考虑如下的优化问题：

min
x∈Rn

f(x) . (2.6.1)

信赖域的基本思想是每一次迭代在信赖域 {s|‖s‖ ≤ ∆k} 内解原优化问题的一个逼近问题
（常称为子问题）得到试探步 sk，该试探步使得 xk + sk 是在以 xk 为中心的广义球 {xk +

s|‖s‖ ≤ ∆k}上的“最好的点”，因此信赖域法不进行线搜索，而是直接令 xk+1 = xk + sk 或

者 xk+1 = xk。

下面我们考虑用信赖域方法求解不适定的最小二乘问题：

min
x

f(x) =
1
2
‖Ax− b‖22 , (2.6.2)
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其中函数 f(x)在点 xk 处的梯度和 Hessian阵分别可以显式的计算为：

gk = ∇f = AT Axk −AT b , Bk = AT A .

在这里，因为 f(x)本身是二次的，故信赖域子问题可取为：

min
s∈S

f(xk + s) =
1
2
‖A(xk + s)− b‖22

s.t. ‖s‖ ≤ ∆k.

(2.6.3)

由于 f(xk + s) = f(xk) + gT s + 1
2sT Bks，因此 (2.6.3)相当于求解子问题：

min
s∈S

φk(s) = gT s +
1
2
sT Bks

s.t. ‖s‖ ≤ ∆k.

(2.6.4)

设 sk 是子问题 (2.6.4) 的解，为了检测该试探步是否值得信赖，我们定义逼近模型的

子问题的下降量

Predk = φk(0)− φk(sk)

为模型的预估下降量。而目标函数的真实下降量为：

Aredk = f(xk)− f(xk + sk) .

这样就可以用真实下降量与预估下降量的比值：

rk =
Aredk

Predk
(2.6.5)

来作为一个标准。粗略的说，rk 越大，说明目标函数的下降越多，新的点 xk + sk 也就越

好，故 xk+1 可以取为 xk + sk，而且 ∆k+1 也可以考虑扩大。否则 rk 越小，例如 rk < 0，这

时 f(xk + sk) > f(xk)，故 xk+1 应该取为 xk，∆k+1 也应小于 ∆k。

但对于二次型问题，我们发现 rk ≡ 1。事实上，通过解问题 (2.6.3) 或 (2.6.4)，函数

值 f(xk + sk)至少不会比 f(xk)更差。因此不管 sk 的好坏（函数下降量的多少），信赖域半

径总会增大。这样我们定义新的比值：

rk =
f(xk + sk)

f(xk)
(2.6.6)

或

rk =
‖∇f(xk + sk)‖
‖∇f(xk)‖ (2.6.7)

来衡量是否接受信赖域试探步以及是否调整信赖域半径。这样做实际上也利用了问题的

偏差大小，从而更好的描述了问题的本质。

基于以上分析，我们把求解不适定线性最小二乘问题的信赖域方法描述如下：
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算法2.6.1. 求线性最小二乘问题的信赖域算法

步 0: 初始化。给定初始点 x0 和信赖域半径 ∆0。选取信赖域参数 η1, η2, γ1, γ2, γ3 使

得 0 < η1 ≤ η2 < 1和 0 < γ1 ≤ 1 ≤ γ2 ≤ γ3。计算 f(x0)并令 k := 0。

步 1: 求步长。若满足停机条件，则停机；否则求解子问题 (2.6.4) 得到步长 sk ，使得

“目标函数模型充分下降”。

步 2: 是否接受试探步。计算 f(xk + sk)，并由 (2.6.6)或 (2.6.7)来计算 rk，令

xk+1 =





xk + sk, 若 rk ≤ η1,

xk, 否则.

步 3: 更新信赖域半径。令

∆k+1 ∈




[γ2‖sk‖, γ3∆k] , 若 rk ≤ η2,

[γ1∆k, γ2∆k] , 否则.

步 4: 计算 gk+1，并令 k := k + 1;转步 1。

在以上算法中参数 ηi, γi的选取可由用户来定，一种典型的取法为 η1 = 0.6, η2 = 0.6, γ1 =

0.8, γ2 = 1.5, γ3 = 2，在算法的第二步中，我们用偏差原理来作为停机准则：当迭代点第一

次出现：

‖Axk − b‖ ≤ δ

时，终止迭代。其中 δ 为大于零的常数，不同的问题 δ 的取值不尽相同，在实际应用问题

中，δ 通常被称为误差水平。因此 δ 的取值范围应当在 (0, 1)区间中。

对于子问题 (2.6.4)，我们有以下结论：

定理2.6.2. sk 是子问题 (2.6.4)的解当且仅当存在 λk ≥ 0使得：

(Bk + λkI)sk = −gk

‖sk‖2 ≤ ∆k

λk(∆k − ‖sk‖2) = 0

(2.6.8)

并且 Bk + λkI 是半正定矩阵。

下面我们来考虑怎样求解子问题 (2.6.4)。假定 Bk + λkI 正定，则 sk 可以通过求解：

λk(∆k − ‖(Bk + λkI)−1gk‖2) = 0

‖(Bk + λkI)−1gk‖2 ≤ ∆k , λk ≥ 0

来得到 λk，然后置 sk = (Bk + λkI)−1gk。如果 Bk 正定且 B−1
k gk ≤ ∆k，则 sk = B−1

k gk 。否

则 λk > 0，只需求解：

ψ(λ) =
1

‖(Bk + λkI)−1gk‖2 −
1

∆k
= 0 . (2.6.9)
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很多情况下 ψ(λ)近似一个线性函数，因此可以用牛顿法来求解：

λ+ = λ− ψ(λ)
ψ′(λ)

= λ− gT
k (Bk + λkI)−3gk

‖(Bk + λkI)−1gk‖32
[

1
‖(Bk + λkI)−1gk‖2 −

1
∆k

] .

事实上，我们不需要精确求解信赖域子问题 (2.6.4)，可以用共轭梯度法来求解，生成

的迭代点列如下：

sk+1 = sk + αkdk , (2.6.10)

dk+1 = −gk + βkdk , (2.6.11)

其中:

αk = −gT
k dk/dT

k Bkdk , (2.6.12)

βk = ‖gk+1‖22/‖gk‖22 . (2.6.13)

算法2.6.3. 截断共轭梯度法

步 1: 给定初始点 s0, ε > 0，计算 g0 = g(s0)并置 k = 1, d0 = −g0。

步 2: 如果 ‖A(xk + sk)− b‖ ≤ τ‖Axk − b‖, 0 < τ < 1，停机，输出 s∗k = sk；

计算 dT
k Bkdk：若 dT

k Bkdk ≤ 0，转步 4;

依式 (2.6.12)计算 αk。

步 3: 若 ‖sk + αkdk‖ ≥ ∆k，转步 4;

依式 (2.6.10)计算 sk+1 并计算 gk+1;

依式 (2.6.11)计算 βk 并依式 (2.6.11)计算 dk+1

k := k + 1，转步 2;

步 4: 计算 r∗k ≥ 0使其满足 ‖sk + r∗kdk‖ = ∆k 令 s∗k = sk + r∗kdk，停机

王彦飞在 [28]中证明了带信赖域技巧的截断共轭梯度法式一种正则化方法。事实上，

信赖域子问题 (2.6.3)的 Lagrangian函数为：

L(s, λ) =
1
2
‖A(xk + s)− b‖22 + λ(‖s‖ −∆k) . (2.6.14)

因此极小化 L(s, λ)实际上和 Tikhonov正则化 (2.5.2)是等价的。因此信赖域方法从这个角

度可以看成是迭代的正则化方法，每个信赖域子问题都等价于求解一个 Tikhonov正则化

问题。但信赖域方法具有自动调节信赖域参数，即正则化参数的功能，因此现在来越来越

引起人们的关注。

我们将在第四章中介绍信赖域方法在图像复原中的一个应用。



第三章 时域有限信号重构的 TSVD 算法

§3.1 引言

所有的科学仪器当看成一个线性系统时有共同的性质：有一个输入 f，一个输出 F，

再带一个加法型噪声 n。离散傅立叶变换（DFT）是一类点扩散函数的代表。通常时域信

号和频域信号通过一个有限带宽的系统时，信息经常要损失掉。例如一个离散的时间有

限时域信号 f 通过一个离散傅立叶系统，该过程可以描述为：

Ff = F, (3.1.1)

其中 F 是频域信号，可以通过观测或试验部分的得到（例如，一个透镜就代表一个傅立

叶系统，当时域信号通过这个透镜时，我们就可以得到频率谱信息）。上面这个过程如果

用线性代数方程组可以表示为：

N−1∑
n=0

wkn
N fn+1 = Fk+1, (3.1.2)

其中，

f = [f1, f2, · · · , fN ]T ,

F = [F1, F2, · · · , FN ]T ,

但 Fi, i = 1, 2, · · · , N 只有部分信息能知道或近似的知道。在 (3.1.2)中，wN = exp(−i(2π/N))。

实际上，(3.1.2)写成矩阵的形式为：

Ff = F or




1 1 · · · 1

1 wN · · · wN−1
N

...
...

...
...

1 wN−1
N · · · w

(N−1)2

N







f1

f2

...

fN




=




F1

F2

...

FN




. (3.1.3)

二维的情形可以类似的产生，这时傅立叶系统描述为：

Ff =
M−1∑
m=0

N−1∑
n=0

wlm,kn
MN f(m+1)(n+1) = F(l+1)(k+1), (3.1.4)

其中，

wlm,kn
MN = exp(−i2π(lm/M + kn/N)),

l = 0, 1, · · · ,M − 1; k = 0, 1, · · · , N − 1.

17
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F ∈ RMN×MN , f ∈ RMN , F ∈ RMN，值得注意的是，F 是一个张量积，因此我们可以利用张
量积的性质来简化计算。在本章的第二节中，我们将集中给出张量积的一些有用的性质。

很多文献 [6, 8, 7, 10, 13, 18, 19, 12] 都讨论了这个问题的应用和方法。在 [10] 和 [13] 中

作者考虑了磁共振成像问题，他们的方法是求解超定方程组 (3.1.1)。这一类型的问题通常

包括选取观测点，因为得到观测值 F 中的元素非常耗时，并且常常很危险，因此只能是

有限的。在他们的文章中，引入了解的最小二乘估计。文献 [18]和 [19]中，介绍了线性系

统的 SVD方法。其中在 [18]中，超分辨率问题的解是基于傅立叶矩阵 F 的 SVD分解。而

在 [19]中，作者利用 SVD分解求解衍射问题的有限带宽信号的重构。并且讨论了带 SVD

的 Miller 正则化方法与最小二乘估计差别。在 [8, 12] 中，提出了傅立叶雷达问题的谱估

计算法。而在 [7]，提出了 SAR图像重构的非二次正则化方法。文献 [20]明确提出了基于

复 Fourier矩阵的截断奇异值分解算法 (TSVD)，并将之应用于信号的重构问题中。所有这

些应用都包括解一个线性的傅立叶系统。

通过离散傅立叶变换可以重构整个频率谱信息 F。仅仅知道部分的频域和时域信息，

我们可以决定时域信号 f 和频率谱 F。很显然 f 可以通过求解线性系统 (3.1.1) 得到。通

常用的方法是快速傅立叶变换 FFT。通过 FFT，时域信号转换为频域上的信号，然后运算

在频域上进行；最后逆快速傅立叶变换 IFFT将频域信号转换为时域上的信号。但有时直

接计算更加合适，而不必要进行时域和频域的转换。而且，标准的 FFT 只有当在抽样点

的个数为 2N 时才很快。否则，虽然 FFT仍能使用，但速度并不理想，仅仅象 DFT。更进

一步，有时系统可能是超定的 [10, 11, 13, 15]，因此 FFT不能直接应用。还有傅立叶变换对

于干涉成像的强度，相位有一些缺陷，如见 [8]。这样我们必须借助于其它方法。直接方

法，如 [18, 19, 20]中提出的 SVD分解和本章我们要提出的方法就是一个很好的选择。

我们注意到傅立叶矩阵 F 可以写成：

F = Fr + iFi,

其中 Fr和 Fi分别代表 F 的实部和虚部。它们之间的差别就在于差一个角度位移 π
2。对于

时间有限的信号，我们可以简单的通过 DFT系统的实部来重构（这更像余弦变换 [14, 16]）。

从这个意义上，输入信号 f 可以通过

f = F−1
r F. (3.1.5)

重构。现在的问题是 Fr 的条件数如何？它的逆是有界还是无界的？如果 Fr 的条件数很

大，而且由于频率信号 F 含有随机噪声，这就是一个离散的不适定系统，让我考虑 10×10
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seigenvalues for the real part of DFT matrix

图 3.1: DFT 矩阵实部的特征值分布

的 DFT矩阵：F10×10 ：

F10×10 =




1 1 1 · · · 1

1 wN w2
N · · · w9

N

1 w2
N w4

N · · · w18
N

1 w6
N w9

N · · · w27
N

...
...

...
...

...

1 w9
N w18

N · · · w81
N




.

其中 wkn
N = exp(−i(2πkn/N)), N = 10。从计算可知，Fr 最大的和最小的奇异值分别为：

σmax(Fr) = 3.1623, σmin(Fr) = 7.1289× 10−19.

因此 Fr 的条件数非常大，达到 4.4359× 1018，该矩阵高度病态。图 3.1画出了 Fr 的特征值

分布。从图中，我们可以看出它的非零特征值分布在 x轴两侧，中间部分的部分非常小，

接近于零。

但是由于傅立叶矩阵的特殊结构，Fr 和 Fi 有非常好的性质。根据这些性质，我们可

以构造非常有效的数值算法，即截断奇异值分解算法（TSVD）来恢复信息。从后面我们

的分析可以看出，计算的代价非常小。

§3.2 张量积

文献 [20, 54]列出了很多关于张量积的性质，我们这里对其只作简单的介绍。
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定义3.2.1. 设 Am1×n1 , A = (aij), Bm2×n2 , B = (bij)，则矩阵 A和 B 的张量积定义为：

A⊗B =




a11B a12B · · · a1n1B

a21B a22B · · · a2n1B

...
...

...
...

am11B am12B · · · am1n1B




定义3.2.2. 给定一个矩阵 V ∈ Cnx×ny，我们可以按列叠加（或者说对列向量进行字典式排

序）得到一个向量 v ∈ Cnxny，即定义算子 vec : Cnx×ny → Cnxny：

vec(V ) = (V1,1, · · · , Vnx,1, V1,2, · · · , Vnx,2, · · · , V1,ny
, · · · , Vnx,ny

) , (3.2.1)

记 array 为 vec的逆算子，且满足：

array(vec(V )) = V , vec(array(v)) = v .

张量积在数字信号处理和数字图像处理中起着很重要的作用，我们下面给出张量积

的一下性质，这些性质可以直接验证，我们这里略去不证。

性质3.2.3. (A⊗B)⊗ C = A⊗ (B ⊗ C)

性质3.2.4. (A + B)⊗ (C + D) = A⊗ C + B ⊗ C + A⊗D + B ⊗D

性质3.2.5. (A⊗B)T = AT ⊗BT

性质3.2.6. (A⊗B)(C ⊗D) = (AC)⊗ (BD)

性质3.2.7. (A⊗B)−1 = A−1 ⊗B−1

性质3.2.8. (A⊗B)vec(X) = vec(BXAT )

下面我们再给出张量积的几个基本定理，其证明都可以根据相关定义得到验证。

定理3.2.9. 对于矩阵 A,B，我们有下面关系式成立：

1. 若 A,B 为对角（下或上三角）阵，则 A⊗B 亦为对角（下或上三角）阵

2. 若 A,B 为带状矩阵，则 A⊗B 亦为带状矩阵

3. 若 A,B 为对称矩阵，则 A⊗B 亦为对称矩阵

4. 若 A,B 为奇异矩阵，则 A⊗B 亦为奇异矩阵

5. 若 A,B 均正定，则 A⊗B 亦正定

6. 若 A,B 为正交矩阵，则 A⊗B 亦为正交矩阵

7. 若 A,B 为 Toeplitz矩阵或循环矩阵，则 A⊗B 亦为 Toeplitz矩阵或循环矩阵

定理3.2.10. 矩阵 A和 B 的张量积的模、迹、秩、幂、谱和行列式满足以下关系式：

1. ‖A⊗B‖p = ‖A‖p‖B‖p , p = 1, 2,∞, F

2. 若 A,B 均为方阵，则对迹有：Tr(A⊗B) = Tr(B ⊗A) = Tr(A) · Tr(B)
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3. 若 A,B 的秩分别为 r(A), r(B)，则 r(A⊗B) = r(A) · r(B)

4. 若 A,B 均为方阵，则对幂有 (A⊗B)n = An ⊗Bn

5. 若 A,B 均为方阵，则 A ⊗ B 的特征值为对应的 A 的特征值 λA 和 B 的特征值 λB 的

乘积 λAλB；A⊗B 的特征向量为对应的 A的特征向量 vA 和 B 的特征向量 vB 的张量

积 vA ⊗ vB。

若 A,B 为非方阵，设 A的秩为 rA，奇异值为 σi(A), i = 1, · · · , rA；B 的秩为 rB，奇异值

为 σi(B), i = 1, · · · , rB。则 A⊗B的非零奇异值为集合：{σi(A)σj(B) : 1 ≤ i ≤ rA, 1 ≤ j ≤ rB}
6. 若 A,B 分别为 m×m,n× n节的矩阵，则行列式运算满足：

det(A⊗B) = det(A)m · det(B)n)

7. 若 A,B 为均为方阵，则 cond(A⊗B) = cond(A) · cond(B)

§3.3 离散傅立叶矩阵 DFT 的 SVD 分解

令

F =




1 1 1 · · · 1

1 ωN ω2
N · · · ωN−1

N

1 ω2
N ω4

N · · · ω
2(N−1)
N

...
...

...
...

...

1 ωN−1
N ω

2(N−1)
N · · · ω

(N−1)2

N




∈ CN×N , (3.3.1)

其中 ωN = e−i 2π
N。显然，F 的不同元素仅为 1, x, x2, · · · , xN−1 ，其中 x = 1, ωN , · · · , ωN−1

N ，并

且 F 满足：
FT = F and F∗F = FF∗ = NIN . (3.3.2)

在得到我们的主要结论之前，我们需要以下几个引理：

引理3.3.1. 设 F ∈ CN×N 是傅立叶矩阵，记 Kr := FT
r Fr, Ki := FT

i Fi，则

(1) F 是对称矩阵，即 FT = F；
(2) F 不同的元素仅为 1, x, x2, · · · , xN−1，其中 x = ω, ω2, · · · , ωN−1;
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(3)设 N 偶数，则

Kr =




N 0 0 · · · · · · · · · · · · · · · 0 0

0 N
2 0 · · · · · · · · · · · · · · · 0 N

2

0 0 N
2 · · · · · · · · · · · · · · · N

2 0
...

...
...

. . .
...

...
...

...
...

...

0 0 0 · · · N
2 0 N

2 · · · 0 0

0 0 0 · · · 0 N 0 . . . 0 0

0 0 0 · · · N
2 0 N

2 · · · 0 0
...

...
...

. . .
...

...
...

. . .
...

...

0 0 N
2 · · · · · · · · · · · · · · · N

2 0

0 N
2 0 · · · · · · · · · · · · · · · 0 N

2




, (3.3.3)

并且，

Ki =




0 0 0 · · · · · · · · · · · · · · · 0 0

0 N
2 0 · · · · · · · · · · · · · · · 0 −N

2

0 0 N
2 · · · · · · · · · · · · · · · −N

2 0
...

...
...

. . .
...

...
...

...
...

...

0 0 0 · · · N
2 0 −N

2 · · · 0 0

0 0 0 · · · 0 0 0 . . . 0 0

0 0 0 · · · −N
2 0 N

2 · · · 0 0
...

...
...

. . .
...

...
...

. . .
...

...

0 0 −N
2 · · · · · · · · · · · · · · · N

2 0

0 −N
2 0 · · · · · · · · · · · · · · · 0 N

2




. (3.3.4)

(4)设 N 是奇数，则

Kr =




N 0 0 · · · · · · · · · · · · 0 0

0 N
2 0 · · · · · · · · · · · · 0 N

2

0 0 N
2 · · · · · · · · · · · · N

2 0
...

...
...

. . .
...

...
...

...
...

0 0 0 · · · N
2

N
2 · · · 0 0

0 0 0 · · · N
2

N
2 · · · 0 0

...
...

...
. . .

...
...

. . .
...

...

0 0 N
2 · · · · · · · · · · · · N

2 0

0 N
2 0 · · · · · · · · · · · · 0 N

2




, (3.3.5)
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并且

Ki =




0 0 0 · · · · · · · · · · · · 0 0

0 N
2 0 · · · · · · · · · · · · 0 −N

2

0 0 N
2 · · · · · · · · · · · · −N

2 0
...

...
...

. . .
...

...
...

...
...

0 0 0 · · · N
2 −N

2 · · · 0 0

0 0 0 · · · 0 0 . . . 0 0

0 0 0 · · · −N
2

N
2 · · · 0 0

...
...

...
. . .

...
...

. . .
...

...

0 0 −N
2 · · · · · · · · · · · · N

2 0

0 −N
2 0 · · · · · · · · · · · · 0 N

2




. (3.3.6)

(5) F 是正规矩阵，即 F∗F = FF∗，特别的 F∗F = N · I，其中 I 是 N 阶的单位矩阵。

证明. (1)，(2)和 (5)非常明显，这里我们主要证明 (3)和 (4)。

考虑一个单位圆周划分为 N 个等距节点：θl = 2klπ
N , l = 0, 2, · · · , N − 1。注意到 cos θl 是

到 x轴的投影，sin θl 是到 y 轴的投影，因此下面的等式可以很容易的得到：

N−1∑

l=0

cos
2klπ

N
cos

2k′lπ
N

=
N−1∑

l=0

sin
2klπ

N
sin

2k′lπ
N

= 0 (3.3.7)

对于所有的整数 k, k′ ，且 k ± k′ 6∈ NZ成立，

N−1∑

l=0

cos2
2klπ

N
=

N−1∑

l=0

sin2 2klπ

N
=

N

2
(3.3.8)

对于所有的整数 k ∈ Z，且 2k 6∈ NZ成立，

N−1∑

l=0

cos 2klπN sin
2k′lπ

N
= 0 (3.3.9)

对于所有的整数 k, k′ 成立。这些关系直接导出了 (3)和 (4)成立。 2

引理3.3.2. Kr 和 Ki 的特征值分解为：

Kr = V T Λ1V, Ki = V T Λ2V,

其中 Λ1 = diag(N, · · · , N︸ ︷︷ ︸
r

, 0, · · · , 0),Λ2 = diag(0, · · · , 0, N, · · · , N︸ ︷︷ ︸
N−r

)。矩阵 V 是正交的，即 V T V = I
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并且当 N 为偶数时为以下形式：

V =




1 0 0 · · · · · · · · · · · · · · · 0 0

0
√

2
2 0 · · · · · · · · · · · · · · · 0

√
2

2

0 0
√

2
2 · · · · · · · · · · · · · · ·

√
2

2 0
...

...
...

. . .
...

...
...

...
...

...

0 0 0 · · ·
√

2
2 0

√
2

2 · · · 0 0

0 0 0 · · · 0 1 0 . . . 0 0

0 0 0 · · ·
√

2
2 0 −

√
2

2 · · · 0 0
...

...
...

. . .
...

...
...

. . .
...

...

0 0
√

2
2 · · · · · · · · · · · · · · · −

√
2

2 0

0
√

2
2 0 · · · · · · · · · · · · · · · 0 −

√
2

2




(3.3.10)

当 N 为奇数时为以下形式：

V =




1 0 0 · · · · · · · · · · · · 0 0

0
√

2
2 0 · · · · · · · · · · · · 0

√
2

2

0 0
√

2
2 · · · · · · · · · · · ·

√
2

2 0
...

...
...

. . .
...

...
...

...
...

0 0 0 · · ·
√

2
2

√
2

2 · · · 0 0

0 0 0 · · ·
√

2
2 −

√
2

2 · · · 0 0
...

...
...

. . .
...

...
. . .

...
...

0 0
√

2
2 · · · · · · · · · · · · −

√
2

2 0

0
√

2
2 0 · · · · · · · · · · · · 0 −

√
2

2




(3.3.11)

并且当 N 为偶数时 r = (N + 2)/2，当 N 为奇数时 r = (N + 1)/2。

证明. 我们仅考虑偶数阶的傅立叶矩阵。记 det(·)为给定矩阵的行列式，我们得到：

det(Kr − λI) = (−λ)
N
2 −1(N − λ)

N
2 +1, (3.3.12)

因此 Kr 的不同特征值仅为 N 和 0。而且可以很容易的构造出正交的特征向量 (3.3.10) 2

下面我们证明傅立叶矩阵 F 实部和虚部的 SVD分解。

定理3.3.3. 令 F ∈ CN×N 为式 (3.3.1) 给出的傅立叶矩阵，Fr 和 Fi 分别是 F 实部和虚部。
对于所有的整数 k，令 ak = cos 2kπ/N 和 bk = sin 2kπ/N 。当 N 为偶数时，r = (N + 2)/2，V
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由式 (3.3.10)给出，并且定义

U =

√
1
N




1
√

2 · · · √
2 1 0 · · · 0

1
√

2a1 · · · √
2ar−2 ar−1

√
2br−2 · · · √

2b1

...
...

. . .
...

...
...

. . .
...

1
√

2aN−1 · · · √
2a(N−1)(r−2) a(r−1)(N−1)

√
2b(N−1)(r−2) · · · √

2bN−1




,

(3.3.13)

当 N 为奇数时，r = (N + 1)/2，V 由式 (3.3.11)给出，并且定义

U =

√
1
N




1
√

2 · · · √
2 0 · · · 0

1
√

2a1 · · · √
2ar−1

√
2br−1 · · · √

2b1

...
...

. . .
...

...
. . .

...

1
√

2aN−1 · · · √
2a(N−1)(r−1)

√
2b(N−1)(r−1) · · · √

2bN−1




, (3.3.14)

则 Fr 和 Fi 的奇异值分解如下：

Fr = UΣ1V
T , Fi = UΣ2V

T , (3.3.15)

其中

Σ1 = diag(
√

N, · · · ,
√

N︸ ︷︷ ︸
r

, 0, · · · , 0) , Σ2 = diag(0, · · · , 0,
√

N, · · · ,
√

N︸ ︷︷ ︸
N−r

).

证明. 令 Fr = UΣ1V
T，则 FT

r Fr = V Σ2
1V

T 是其特征值分解。从引理 3.3.2中，我们可以

看出

Σ1 = diag(
√

N, · · · ,
√

N︸ ︷︷ ︸
r

, 0, · · · , 0),

并且很显然，V 可以分别取为 (3.3.10)或 (3.3.11)。一旦 V 确定了，U 的前 r 列由于奇异值

非零也就从关系式 FrV = UΣ1 确定了，余下的列取为与前 r 列正交的向量就行了。注意

到 FT
r Fi = 0，因此就得到了如 (3.3.13)或 (3.3.14)所示的 U。 2

有意思的是，如果记 Σ = Σ1 + iΣ2，从定理 3.3.3的结论中我们可以写出矩阵 F 的乘积
形式：

F = UΣV T .

我们的目标是仅仅利用矩阵 Fr 就重构出时间有限信号。但定理 3.3.3 却告诉我们 Fr

是一个亏秩的实矩阵，它的秩等于 Fr 严格正的奇异值的个数。这就给计算带来了很大的

困难，即 Fr 很小的扰动就能给解带来很大的不稳定。这就需要特殊的技巧来克服。对于

秩亏问题，我们在第二章第四节有过比较详细叙述，由于 Fr 的 SVD分解的特殊性，很容

易可以将截断 SVD分解（TSVD）用来解这个问题。
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§3.4 TSVD 在信号处理中的应用

§3.4.1 一维问题

在实际问题中，频率信息通常含有噪声，即实际上有的信息只是 F = Ftrue +E，其中 E

是加法型噪声。如果我们想重构出信号 f，我们需要解如下优化问题：

min ‖E‖2 ,

即相当于求解最小二乘问题：

minJ(f)
def
= min ‖Frf − F‖2 . (3.4.1)

由定理 3.3.3，可得 Fr = UΣ1V
T 是矩阵 Fr 的 SVD 分解，其中 U = [u1, u2, · · · , uN ] 和 V =

[v1, v2, · · · , vN ]按列排列。这样我们就可以将第二章第四节的截断 SVD分解（TSVD）直接

应用到这个问题，只需虑掉所有为零的奇异值，即有：

f = F†r F =
r∑

i=1

uT
i F

σi
vi .

我们把具体的算法描述如下：

算法3.4.1. 一维信号重构的最小二乘算法

步 1 ：如果 N是偶数，令 r = N
2 + 1，V = (v1, v2, · · · , vr) ,

构造 U = Fr(:, 1 : r);

U(:, 2 : r − 1) =
√

2U(:, 2 : r − 1)；转步 3;

步 2 ：如果 N是奇数，令 r = N+1
2 ，V = (v1, v2, · · · , vr)，

构造 U = Fr(:, 1 : r)；

U(:, 2 : r) =
√

2U(:, 2 : r)；转步 3;

步 3 ： fLS =
r∑

i=1

uT
i F
N vi.

在算法 (3.4.1)中，记号 Fr(:, 1 : r)表示选择矩阵 Fr 的 1到 r列形成的子矩阵，其它类

似。

§3.4.2 二维问题

对于超定的二维问题，计算过程比一维问题稍微复杂一点。然而，利用张量积的性质，

我们仍然可以得到重构信号的简单方法。记

Fx = Ax + Bxi, Fy = Ay + Byi,
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另记 Nx = dim(Fx), Ny = dim(Fy), rx = rank(Ax), ry = rank(Ay)，因此有：

Fx ⊗Fy = (Ax + Bxi)⊗ (Ay + Byi)

= (Ax ⊗Ay −Bx ⊗By) + (Ax ⊗By −Bx ⊗Ay)i.

二维的信号重构问题有如下形式：

min ||Kf − F||2, (3.4.2)

其中 K = real(Fx ⊗Fy), f = vec(f), F = vec(F )，从定理 3.3.3，可以得：

Ax = Ux


Σ1x 0

0 0


 V T

x

Bx = Ux


0 0

0 Σ2x


 V T

x

Ay = Uy


Σ1y 0

0 0


 V T

y

By = Uy


0 0

0 Σ2y


 V T

y

,

其中 Σ1x =
√

NxIrx ,Σ2x =
√

NxINx−rx ,Σ1y =
√

NyIry ,Σ2y =
√

NyINy−ry。因此

K = Ax ⊗Ay −Bx ⊗By

= (Ux ⊗ Uy)Σ(Vx ⊗ Vy)T . (3.4.3)

其中

Σ =


Σ1x 0

0 0


⊗


Σ1y 0

0 0


−


0 0

0 Σ2x


⊗


0 0

0 Σ2y


 .

从前面的讨论中最小二乘解可以表示为：

fLS = K†F = (Vx ⊗ Vy)Σ†(Ux ⊗ Uy)T F, (3.4.4)

因为 Σ是对角矩阵，则 Σ† 为：

Σ† =


Σ−1

1x 0

0 0


⊗


Σ−1

1y 0

0 0


−


0 0

0 Σ−1
2x


⊗


0 0

0 Σ−1
2y


 .

由张量积的定义，我们展开式 (3.4.4))有：

(Ux ⊗ Uy)T F = vec(UT
y FUx) = vec(F′n) ,

Σ†vec(F′n) = vec





Σ−1

1y 0

0 0


F′n


Σ−1

1x 0

0 0


−


0 0

0 Σ−1
2y


F′n


0 0

0 Σ−1
2x







= vec





F′′1n 0

0 −F′′2n





 = vec(F′′n), (3.4.5)
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其中

F′′1n = UT
1yFU1x/

√
NxNy, F′′2n = UT

2yFU2x/
√

NxNy.

这里 U1x 是 Ux 的前 rx 列，U2x 是 Ux 的后 Nx − rx 列，对于 U1y, U2y, V1x, V2x, V1y, V2y 有类

似的定义。

同时我们注意到

(Vx ⊗ Vy)vec(F′′n) = vec


Vy


F′′1n 0

0 −F′′2n


 V T

x




= vec


(V1y V2y)


F′′1n 0

0 −F′′2n


 (V1x V2x)T




= vec(V1yF′′1nV T
1x − V2yF′′2nV T

2x) . (3.4.6)

这样我们就得到了最小二乘问题的解：

fLS = vec(V1yF′′1nV T
1x − V2yF′′2nV T

2x). (3.4.7)

至此，我们就可以构造二维信号重构的一个非常有效的算法：

算法3.4.2. 二维信号重构的最小二乘算法

根据定理 3.3.3构造 Ux, Vx, Uy, Vy；

F′′1n = UT
1yFU1x/

√
NxNy;

F′′2n = UT
2yFU2x/

√
NxNy;

fLS = vec(V1yF′′1nV T
1x − V2yF′′2nV T

2x).

§3.5 数值算例

在这一节中，我们给出七个测试算例。这些算例包括一维和二维的信号重构及图像恢

复。

例3.5.1. 一维双脉冲信号重构

这是文献 [9]中考虑的信号重构问题。输入信号由：

f(x) = 1000[rect(16(x− 3.5
32

)) + rect(16(x +
3.5
32

))], (3.5.1)

给出。这个信号由两个 1
16 单位长度的脉冲组成，对称分布在原点的两侧，并相距

7
32 单位

长度。脉冲为 1000单位高。在数值上，我们在区间 [−4, 4]定义信号 f(t)。函数 f 可由一个

抽样点为 N = 500的离散向量 ~f 来近似。我们记 ~f 是函数 f 的离散化，其它记号类似。
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在我们的测试中，频率信息通过如下方式产生：首先，令时域信号 f 通过傅立叶系

统 F ，这样我们得到频率信息 F；然后给 F 添加 Gaussian噪声：

~Fn = ~F + δ · randn(size(~F )),

其中 randn(·) 代表 Gaussian 噪声函数，size(·) 表示 ~Fn 和 ~F 有相同的维数。δ 是噪声水平，

在数值试验中，我们选择 δ = 0.5。以这种方式，~F 虽然被噪声扰乱但不丢失其它信息。

为了模拟实际应用，我们假定部分频率信息缺失。在计算中，这些部分用零来代替，如

令 ~Fn(1) = 0, ~Fn(N/5) = 0, ~Fn(N/4 + 1 : N) = 0。这样，频率信息被严重破坏了。图 3.2画出

了真实的一维信号和它的频率信息。图 3.3 的左边画出带噪声，残缺的频率信息；图 3.3

的右边，原信号用实线画出，重构的信号用点线画出。我们发现重构更多的依赖于频率的

品质。

同时从图 3.4我们发现，噪声不太影响重构的效果，我们发现如果原信号只被噪声影

响，重构的信号近乎完美。这个现象的原因是噪声被截断 SVD分解成功的压制住了，即

小奇异值不起多大作用。

例3.5.2. 一维四脉冲信号重构

这个例子与例 3.5.1类似。输入信号为：

f(x) = 1000
[
rect(16((x + 2)− 3.5

32
)) + rect(16((x + 2) +

3.5
32

))

+rect(16((x− 2)− 3.5
32

)) + rect(16((x− 2) +
3.5
32

))
]
, (3.5.2)

很显然，它和例 3.5.1差别是这里信号有个为 2的平移。

为了描述实际应用，我们使用例 3.5.1 中同样的模拟方式。首先，我们加误差水平

为 δ = 0.5的 Gaussian白噪声到
−→
F，然后假定部分频率信息缺失。在计算中，这些缺失部分

用零来代替，即：令 ~Fn(N/5) = 0, ~Fn(1 : N/4 + 1) = 0。这样，频率信息被严重破坏了。图 3.5

画出了真实信号和它的频率谱。图 3.6画出了带噪声，残缺的频谱信号；图 3.6的右边，原

信号用实线画出，重构的信号用点线画出。我们发现重构也更加依赖于频率的品质。同

时从图 3.7我们发现，噪声也不太影响重构的效果，

例3.5.3. 一维三脉冲“on-off”信号重构

这个在输入信号是工程中经常遇到，可以描述为：

f(t) = rect(t + 2) + rect(t) + rect(t− 2) (3.5.3)

为了描述实际应用，我们使用例 3.5.1中同样的模拟方式。图 3.8画出了真实信号和它

的频率谱。图 3.9画出了带噪声，残缺的频谱信号；图 3.9的右边，原信号用实线画出，重

构的信号用点线画出。我们还是发现重构更加依赖于频率的品质。同时从图 3.10 我们发

现，噪声也不太影响重构的效果，
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例3.5.4. 二维信号重构

在下面测试中，我们考虑二维信号重构问题。输入信号为：

f(x, y) =
√

4− x2/9− y2/4,

where x, y ∈ [−2, 2]。数值上，函数 f 由 Mx = Ny = 28 个抽样点的离散信号 ~f 来近似。

频谱信息如同例 3.5.1中的模拟方式产生。首先，我们加误差水平为 δ = 0.5的 Gaussian

白噪声到
−→
F，然后假定部分频率信息缺失。在计算中，这些缺失部分用零来代替，即：

令 ~Fn(1, 2) = 0, ~Fn(Nx/4 + 1 : Nx, Ny/4 + 1 : Ny) = 0.。这样，频率信息被严重破坏了。为了形

象的显示频谱信息，我们将零频率分量平移到谱的中心。图 3.11 画出了真实的二维信号

和它的频率谱。图 3.12画出了带噪声，残缺的频谱信号和重构信号。

例3.5.5. 图像恢复

我们现在考虑图像恢复问题。我们取信号处理文献中经常使用的测试图像“Lena”。频

谱信息如同例 3.5.4中的模拟方式产生。首先，我们加误差水平为 δ = 0.5的 Gaussian白噪

声到
−→
F，然后假定部分频率信息缺失。在计算中，这些缺失部分用零来代替，即：令

~Fn(1, 2) = 0, ~Fn(flr(Nx/4) + 1 : flr(Nx), f lr(Ny/4) + 1 : Ny) = 0,

其中 flr(·)表示取比给定数小的最大整数。这样，频率信息被严重破坏了。图 3.13画出了

真实的二维信号和它的频率谱。图 3.14画出了带噪声，残缺的频谱信号和重构信号。

例3.5.6. 医学图像恢复

这个测试例子考虑人体肺部的医学图像。所有的模拟过程如同例 3.5.5除了损失的信

息由下式贴换：

~Fn(flr(Nx/16) + 1 : flr(Nx/4), f lr(Ny/8) + 1 : flr(Ny/2)) = 0,

~Fn(flr(Nx/4) + 1 : flr(Nx/2), f lr(Ny/16) + 1 : flr(Ny/8)) = 0.

3.15 画出了真实的二维信号和它的频率谱。图 3.16 画出了带噪声，残缺的频谱信号和重

构信号。

§3.6 讨论和结论

在这一章中我们提出了通过傅立叶系统恢复信号的截断 SVD分解方法。这一方法基

于对傅立叶矩阵 F 实部和虚部的特殊结构的研究而得到的。这一方法当系统是超定的
时候也适用，因为此时最小二乘解是有意义的。该方法对 [6, 8, 12] 中的雷达问题（radar

problems）和医学中的图像处理问题，如磁共振成像（magnetic resonance imaging (MRI)），
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图 3.2: 测试 1）左：输入信号；右：精确频率信息
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图 3.3: 测试 1）左：带噪声，残缺的频谱信号；右：重构信号

−4 −3 −2 −1 0 1 2 3 4
−200

0

200

400

600

800

1000

1200
exact solution
solution by TSVD

图 3.4: 测试 1）仅带噪声的重构信号
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图 3.5: 测试 2）左：输入信号；右：精确频率信息
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图 3.6: 测试 2）左：带噪声，残缺的频谱信号；右：重构信号
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图 3.7: 测试 2）仅带噪声的重构信号
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图 3.8: 测试 3）左：输入信号；右：精确频率信息
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图 3.9: 测试 3）左：带噪声，残缺的频谱信号；右：重构信号
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图 3.10: 测试 3）仅带噪声的重构信号
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the exact freguency

图 3.11: 测试 4）左：输入信号；右：精确频率信息

the blurred, fragmentary freguency

图 3.12: 测试 4）左：带噪声，残缺的频谱信号；右：重构信号

orignal image the exact freguency

图 3.13: 测试 5）左：输入信号；右：精确频率信息
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the blurred, fragmentary freguency restructed by SVD

图 3.14: 测试 5）左：带噪声，残缺的频谱信号；右：重构图像

orignal image the exact freguency

图 3.15: 测试 6）左：输入信号；右：精确频率信息
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the blurred, fragmentary freguency restructed by SVD

图 3.16: 测试 6）左：带噪声，残缺的频谱信号；右：重构图像

计算 X 线断层摄影术（computerized tomography），磁共振分光镜成像（magnetic resonance

spectroscopic imaging[10]）等等也同样很有帮助。

我们的算法对不等距节点 Fk, k = 1, 2, · · · 同样也适用。在这种情况下，为了恢复 f，最

简单的办法是先将右端项 F 插值形成等距节点 F̄，然后用我们的算法针对 F̄ 求解，最后

从 F̄ 中提取出对应于原信号 F 的点即是要的恢复信号。



第四章 图像恢复的信赖域方法

数字图像的恢复（Image Restoration）或者重构（Image Reconstruction）是图像信息处理中

的重要内容。图像恢复指的是去除或减轻在获取数字图像处理过程中发生的图像质量下

降。造成该现象的原因可能是由光学系统（如聚焦不准（Out of Foucus）），运动（Motion）等

造成的图像模糊，也可能是由电路和广度学因素的噪声，对于遥感图像质量的下降，还可

能是由大气湍流等随机因素造成的。这类问题通常表征为离散或连续的卷积型方程，具

有特殊的结构，但同时具有典型的不适定性，图像恢复的目的是对模糊的图像进行处理，

使它趋向于复原或没有噪声影响的理想图像。在这一章我们将以遥感图像为例集中讨论

数字图像恢复的一些技巧。

§4.1 引言

在遥感和天文图像中，图像经常由于大气湍流和噪声的影响而失真，甚至被破坏。描

述这一过程的向前模型（forward model）通常有如下形式：

(Kf)(x, y) :=
∫ b

a

∫ d

c

k(x− ξ, y − η)f(ξ, η)dξdη = h(x, y). (4.1.1)

其中 h是观测到的图像，k 是点扩散函数（PSF , point spread function，见 [20, 23, 24, 25]），f

为要恢复的真实的图像。(4.1.1)是一个卷积过程，K 表示卷积算子，由算子理论，K 将空

间 D(f) 中的函数 f 映射到空间 D(h) 中的函数 g。图像恢复的目的是要找一逆算子 K−1

使得：

K−1h −→ f . (4.1.2)

本质上讲，图像恢复是一个不适定问题。这类问题关注逆算子的存在性和唯一性，特

别的，关注它的稳定性（如见 [20, 26]）。存在性和唯一性通常能容易的解决，而稳定性是

需要更多考虑。因为在遥感中，观测图像 h的一个微小的扰动就能对要得到的真实图像 f

产生显著的扰动。例如，扰动 δout 可以任意小，但通过变换：

K−1(h + δout) = f + δin, (4.1.3)

δin >> δout，即 δin 不能任意小，因此不能被忽略。

在数字图像恢复中，我们经常建立其离散系统来进行处理。对于模型 (4.1.1)，它对应

的离散系统为线性方程组：

Kf = h, (4.1.4)

37
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其中 f 和 h 是从采样对象和图像建立的字典序向量。而矩阵 K 由采样点扩散函数产生。
由于误差总是存在于试验和采样中，我们不能忽略上面模型中的噪声，因此线性方程组

可以描述为：

Kf = h + n, (4.1.5)

其中 n 字典序排列的向量。简单的说矩阵 K 是 N2 × N2 阶的，通常是一个张量；f , h, n

是 N2 阶的向量。由于问题 (4.1.1)的不适定性，问题 (4.1.5)也是不适定的。因此很难用解

线性方程组的直接方法，如 LU分解来求解。

我们也可以将 (4.1.5)描述为最小二乘问题：

J1[f ] := ‖Kf − h‖2 . (4.1.6)

但正如我们在第二章中提到的，由于系统 (4.1.6) 的不适定性，通常的最小二乘解不能满

足要求。

Tikhonov 正则化方法是另外一个流行的可能最小二乘法不稳定性的方法。它求解问

题：

J2[f ] := ‖Kf − h‖2 + α‖f‖2L, (4.1.7)

关于这个方法，我们在第二章第五节中有过详细的叙述，α称为正则化参数，在正则化方

法中起关键作用，但它的选取比较困难，必须考虑噪声和正则化误差之间的平衡。α取得

太小，问题仍是不稳定；当 α取得太大，则得到的稳定解不是我们所需要的。

信赖域方法是克服不适定问题 (4.1.6) 的另一个方法。在 [27, 28] 中，利用截断共轭梯

度法解信赖域子问题的方法应用到这类问题，取得良好的计算效果。我们在第二章第六

节中对该方法也有过详细的叙述。在这一章中，我们将用截断的 Lanczos方法解信赖域子

问题。对于数字图像恢复问题，该方法是快速稳定的。

§4.2 Toeplitz 型与 Circulant 型矩阵

由于表征图像恢复的方程通常是卷积型方程，而这类方程离散化之后矩阵是 Toeplitz

型或 Circulant 型的，仔细研究这些特殊矩阵对实际计算效果有相对大的帮助，这里我们

给出关于这些矩阵的定义和一些有用的性质（可参见 [20, 21, 54]）。

定义4.2.1. 矩阵 T = [tij]称为 Toeplitz矩阵，如果满足：

tij = tj−i , i, j = 1, · · · , n .
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具体的，形如：

T =




t0 t−1 · · · t2−n t1−n

t1 t0 t−1
. . . t2−n

...
. . . . . . . . .

...

tn−2
. . . t1 t0 t−1

tn−1 tn−2 · · · t1 t0




.

对于任何向量 f ∈ Rn，矩阵 -向量积 Tf 具有如下离散卷积形式：

[Tf ]k = [t ? f ]k =
n−1∑

j=0

tk−jfj , i = 0, · · · , n− 1

其中 t = (t1−n, · · · , t−1, t0, t1, · · · , tn−1)T ∈ C2n−1。我们记 T = toeplitz(t)。

定义4.2.2. 矩阵 C = [cij]称为 Circulant矩阵，如果该矩阵是 Toeplitz型的并且其行（和列）

首尾末交替循环出现，即具有如下形式：

T =




c0 cn−1 · · · c2 c1

c1 c0 cn−1
. . . c2

...
. . . . . . . . .

...

cn−2
. . . c1 c0 cn−1

cn−1 cn−2 · · · c1 c0




.

容易看出 C = toeplitz(cext)，其中 cext = (c1, · · · , cn−1, c0, c1, · · · , cn−1)T 为对 cext = (c0, c1, · · · , cn−1)T

以 n 为周期的长度为 2n− 1 的延拓。我们记 C = circulant(c)。事实上，c 为矩阵 C 的第一

列。

如果 C = circulant(c)，则：

C = F ∗ndiag(Fnc)Fn ,

其中 Fn 为 Fourier矩阵，由此可以看出 Fnc的元素为 C 的特征值，F ∗n 的列为相应的特征

向量。这意味着形如 y = Cx的积能以“FFT速度”求解：

y = F ∗n((Fnc). ∗ (Fnx)) , (4.2.1)

换句话说，三次 DFT运算和一次向量乘法就能计算一个循环阵与一个向量的乘积。

令 T 是 n× n的 Toeplitz矩阵，v ∈ Rn，并记 S = toeplitz(s)，其中

s = (t−1, t−2, · · · , t1−n, 0, tn−1, · · · , t2, t1)T ,

则：

Cext


 v

0n×1


 =


Tv

Sv


 ,其中, Cext =


T S

S T


 ,
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此处 2n × 2n 阶的块状矩阵 Cext 称为矩阵 T 的 circulant 延拓，且可以表示为：Cext =

circulant(cext)，其中：

cext = (t0, t1, · · · , tn−1, 0, t1−n, · · · , t−1)T ∈ C2n .

通过将一个 Toeplitz 矩阵嵌入到了一个 circulant 矩阵，就可以将计算乘积 y = Tx 也能

以“FFT 速度”进行。具体方式是首先将 x 延拓为 xext = [xT 01×n]T，然后用 (4.2.1) 求

解 yext = Cextxext，取 yext 的前 n个元素就是要求的 y。

接下来我们给出二维情形下的 Toeplitz矩阵和 circulant矩阵的一些性质。

定义4.2.3. 称一 nxny × nxny 维的矩阵 T 为带 Toeplitz块的 Toeplitz块矩阵（BTTB），如果 T

具有下述块状结构：

T =




T0 T−1 · · · T2−ny
T1−ny

T1 T0 T−1
. . . T2−ny

...
. . . . . . . . .

...

Tny−2
. . . T1 T0 T−1

Tny−1 Tny−2 · · · T1 T0




.

其中块 Tj 为 nx × ny 维的 Toeplitz矩阵。

定义4.2.4. 给定一个矩阵 V ∈ Cnx×ny，我们可以按列叠加（或者说对列向量进行字典式排

序）得到一个向量 v ∈ Cnxny，即定义算子 vec : Cnx×ny → Cnxny：

vec(V ) = (V1,1, · · · , Vnx,1, V1,2, · · · , Vnx,2, · · · , V1,ny , · · · , Vnx,ny ) . (4.2.2)

记 array 为 vec的逆算子，且满足：

array(vec(V )) = V , vec(array(v)) = v

定义4.2.5. 称一 nxny × nxny 维的矩阵 C 为带 circulant 块的 circulant 块矩阵（BCCB），如

果 C 满足以下条件：

1. C 为 BTTB矩阵

2. 每个块 (Cj)nx×nx 其元素按行或按列均为 circulant型的。

3. 每个块 (Cj)nx×nx
均为 circulant型矩阵。

换言之，C 具有如下形式：

C =




C0 Cny−1 · · · C2 C1

C1 C0 Cny−1
. . . C2

...
. . . . . . . . .

...

Cny−2
. . . C1 C0 Cny−1

Cny−1 Cny−2 · · · C1 C0




.
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其中 Cj 为 nx × nx 维的 circulant型矩阵。

类似一维的情况，BCCB矩阵 -向量的积运算也可以通过 DFT进行计算。而 BTTB矩

阵 - 向量的积运算可以先将 BTTB 矩阵嵌入到 BCCB 矩阵，然后利用 BCCB 矩阵的性质

进行计算。我们在这里就不在叙述。

§4.3 解信赖域子问题的截断 Lanczos 方法

在第二章第六节中，我们介绍了用截断共轭梯度法解信赖域子问题，下面我们介绍解

信赖域子问题的截断 Lanczos方法。首先我们回顾一下共轭梯度法求解极小化问题：

minJ1[f ] =
1
2
‖Kf − h‖2 =

1
2
fTKTKf − hTKf +

1
2
hT h, (4.3.1)

它是一种 Krylov子空间方法，其一般的迭代格式如下：

算法4.3.1. 共轭梯度法

步 0： 给定 f0,设 g0 = grad(J1[f0]), p0 = −g0. 令 j = 0, ε > 0执行迭代：

步 1： 计算 aj = (gj , gj)/(pj ,KTKpj),

步 2： 设置 fj+1 = fj + ajpj 并计算 gj+1 = gj + ajKTKpj，如果 ‖gj+1‖ < ε，停机。

步 3： 计算 βj = (gj+1, gj+1)/(gj , gj)，

步 4： 令 pj+1 = −gj+1 + βjpj , j := j + 1，转步 1

上述算法生成 Krylov子空间 K(KTK, g0, k)的一个基底：

Kk = span{p0, p1, · · · , pk} = span{g0, g1, · · · , gk},

注意到 Lanczos方法（算法 4.3.2）也产生 Krylov子空间 Kk 的另外一组正交基：{q0, q1, ..., qk}
算法4.3.2. Lanczos 算法

步 0： 给定 f0,Set g0 = grad(J1[f0])，令 y0 = g0, q−1 = 0，对于 j = 0, 1, · · · ，执行迭代：
步 1： 计算 γj = (yj , yj)，

步 2： 计算 qj = yj/γj,

步 3： 计算 δj = (qj ,KTKqj)，

步 4： 令 yj+1 = KTKqj − δjqj − γjqj−1.

如果我们定义 Qk = (q0, ..., qk)，并令 q−1 = 0，则 Lanczos算法可以写成矩阵形式：

KTKQk −QkTk = γk+1qk+1e
T
k+1 (4.3.2)

QT
k Qk = Ik+1, (4.3.3)
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其中 Tk 为三对角矩阵：

Tk =




δ0 γ1

γ1 δ1 .

. . .

. δk−1 γk

γk δk




. (4.3.4)

从算法中我们还能得到以下有用性质：4.3.2:

QT
kKTKQk = Tk (4.3.5)

QT
k g0 = γ0e1 (4.3.6)

g0 = y0 = γ0q0 (4.3.7)

以上两个算法在某种程度上是等价的，因为 Tk 的元素可以用算法 4.3.1产生的参数来

表达：

γk =
√

βk−1/ | αk−1 |, δk =
1
αk

+
βk−1

αk−1
. (4.3.8)

因此完全可以用 Lanczos方法来求解信赖域子问题。

当用截断共轭梯度法求解信赖域子问题时，如果试探步越过信赖域边界，算法就简单

的在边界处截取步长。即截断共轭梯度法并不关心信赖域边界直到试探步走到边界并要

跨过它的时候。这种做法很简单，也很实用。不过我们可以进一步的探索这个方法的性

质。注意到共轭梯度法和 Lanczos方法之间的等价性，很容易将原系统简化成一个三对角

矩阵，而求解一个三对角矩阵系统的代价远远要小于原问题。这样我们将 Lanczos方法整

合到截断共轭梯度法中：当试探步停留在信赖域中的时候，仍采用截断共轭梯度法；当试

探步碰到边界时，我们迭代的求解从原问题得到的三对角系统直到一个满意的解满足中

止准则。

令

s ∈ S =
{

s ∈ RN2 |s = Qku
}

,

并且寻找

sk = Qkuk, (4.3.9)

其中 sk 为子问题 (2.6.4)的解。则由（4.3.5)-(4.3.7）计算可得 uk 为下述问题

min
u∈Rk+1

J3[u] := (u, γ0e1) +
1
2
(u, Tku), (4.3.10)

s.t. ‖u‖ ≤ ∆. (4.3.11)
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的解。设 uk 为问题 (4.3.10)-(4.3.11)的可行解，则 KKT条件可以计算为：

Tk(λk) := (Tk + λkI)uk = −γ0e1,

λk(‖uk‖ −∆) = 0,

‖uk‖ ≤ ∆, λk ≥ 0.

其中，λk 为相应的 Lagrangian乘子。

记 g 为函数 J1[f ]的梯度。我们有以下逼近定理：

定理4.3.3.

(KTK + λkI)sk + g = γk+1(ek+1, uk)qk+1 (4.3.12)

‖(KTK + λkI)sk + g‖ = γk+1‖(ek+1, uk)‖ (4.3.13)

证明. 注意到

KTKsk = KTKQkuk

= QkTkuk + γk+1(ek+1, uk)qk+1 从(4.3.2)

= −Qk(λkuk + γ0e1) + γk+1(ek+1, uk)qk+1

= −λkQkuk − γ0Qke1 + γk+1(ek+1, uk)qk+1

= −λksk − γ0q0 + γk+1(ek+1, uk)qk+1

= −λksk − g + γk+1(ek+1, uk)qk+1. 从(4.3.7)

于是由 (4.3.12)立得，(4.3.13)由向量 qk+1 的正交性得到。 2

从上述定理我们看到，只要知道了 γk+1和 uk的最后一个分量，则误差量 γk+1‖(ek+1, uk)‖
就完全确定了。因此，完全没有必要知道或求解 sk 和 Qk。

算法4.3.4. 求解信赖域子问题的截断 Lanczos 方法

步 0： 令 s0 = 0, g0 = grad(J1[f ]), γ0 =
√

(g0, g0)，并置 p0 = −g0；给定 ε（误差允许量）；令

标记符 INTERIOR为 true，k := 0.

步 1： 计算 αk = (gk, gk)/(pk,Hess(J1[f ])pk)，并由 (4.3.4)从 Tk−1 得到 Tk。

步 2： 如果标记符 INTERIOR 为真，但 αk < 0 或 ‖sk + αkpk‖ ≥ ∆，重置 INTERIOR

为 false。

步 3： 如果标记符 INTERIOR 为真，则令 sk+1 = sk + αkpk；否则，求解信赖域子问

题 (4.3.10)-(4.3.11)求得 uk。

步 4： 令 gk+1 = gk + αkHess(J1[f ])pk。

步 5： 如果标记符 INTERIOR 为 true 并且 ‖gk+1‖ ≤ ε ，停机；如果标记符 INTERIOR

为 false并且 γk+1|(ek+1, uk)| ≤ ε，转步 7
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步 6： 计算 βk = (gk+1, gk+1)/(gk, gk)并令 pk+1 = −gk+1 + βkpk，k := k + 1，转步 1。

步 7： 计算 sk = Qkuk，停机。

在上述算法中，我们需要从 uk 重构 sk，因此，Lanczos向量可以存储起来或者重新产

生。当然在计算过程中可以存储 αi 和 βi，然后利用这些参数重新执行迭代，恢复 Lanczos

向量，这样可以节省存储空间。另外我们需要计算三对角系统 (4.3.10)-(4.3.11)的解，这时

由于问题很简单，用第二章第六节中提到的牛顿法来解就能快速的得到解。

使用预条件技巧能经常能有效的提高共轭梯度法的速度。在我们的论文 [50] 中也提

出了一种利用预条件的 Lanczos算法，这里不再赘述。值得注意的是，预条件矩阵的选取

相当有技巧。

在很多应用中，模糊化过程通常假定为空间不变的，即模糊独立于所处的位置，模糊

的物象不管在图像中的位置如何看起来都是一样。在这种情况下，离散算子 K 高度结构
化，如前面我们提到的形如 BCCB , BTTB矩阵。这些结构设计高性能的数值算法中起到

相当大的作用。对于 BCCB , BTTB矩阵来说，矩阵 -向量的乘法可以做到以“FFT速度”

求解。但在很多情况下，如使用 Gaussian点扩散函数，K可以表示为两个低阶矩阵 A和 B

的张量积：K = A⊗B。如果 K还取成带状，则矩阵 -向量乘积的速度可以进一步提高。

下面我们设计了一个对于 Gaussian点扩散函数的计算 y = Kx的算法，其中 K是 mn×
mn阶矩阵，假设 A,B 是三对角矩阵，因此 K的不同元素仅为：C = A(1 : 2, 1)⊗B(1 : 2, 1)。

我们用 Matlab语言描述这一算法：

算法4.3.5. Gaussian 点扩散函数的块状矩阵 - 向量乘法

function y = MatVecTri(m , n , C , x)

y = blockmulti(m , n , C(1:2) , x );

x = blockmulti(m , n , C(3:4) , x );

y(1 : n ∗ (m− 1)) = y(1 : n ∗ (m− 1)) + x(n + 1 : m ∗ n);

y(n + 1 : m ∗ n) = y(n + 1 : m ∗ n) + x(1 : n ∗ (m− 1));

function b = blockmulti(m , n , D , x)

b = zeros(m ∗ n, 1);

tmp = D(2) ∗ x;

b(1 : m ∗ n− 1) = tmp(2 : m ∗ n);

b(n : n : m ∗ n) = 0;

b = D(1) ∗ x + b;

tmp(2 : m ∗ n) = tmp(1 : m ∗ n− 1);

tmp(1 : n : m ∗ n) = 0;
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b = b + tmp;

在这一算法中，矩阵 - 向量的乘法的代价仅为 4mn 次乘法。而如果用 FFT 计算，工

作量为 O(mn log2(mn))。当 A, B 的带宽取为 5时，这个技巧仍很适用。

§4.4 数值算例

在这一节中，我们给出遥感图像的重构。模糊化的过程由 Gaussian 点扩散函数来描

述：

k(x, y, ξ, η) =
1

2πρρ̄
exp(−1

2
(
x− ξ

ρ
)2 − 1

2
(
y − η

ρ̄
)2) , (4.4.1)

显然，(4.4.1)可以写成：

k(x, y, ξ, η) = k1,ρ(x, ξ)k2,ρ̄(y, η), (4.4.2)

其中 ki,ζ(x, ξ) = 1√
2πζ

exp(− 1
2 (x−ξ

ζ )2)，ρ 和 ρ̄ 是分别描述 x 和 y 方向的模糊化的常量。在我

们的测试中，取 ρ = ρ̄ = 0.7。

k的离散化是通过 k1 和 k2 的离散化来实现的。显然 k1 和 k2 是 Toeplitz型的。k1 和 k2

的张量积构成 k。我们选择 k1 和 k2 为带状矩阵，带宽为 5。因此 k 的离散化为一个块

状 Toeplitz矩阵。注意到 k1, k2 的窄带宽，矩阵 -向量乘法的代价极为低廉。

为了描述模糊化过程，我们假设噪声满足零均值，标准差为 σ 的 Gaussian分布。即我

们在数据中加入 Gaussian白噪声：

fn = f + δ · rand(mn, 1),

其中 δ 是噪声水平。

我们将我们的算法应用到三幅不同的遥感图像中，第一幅是加利福利亚一个飞机场

的 256×256图像，第二幅是Madrid体育场的 256×256图像，第三幅是北京市的一副 256×256

的鸟瞰图。图 4.1列出了真实图像。为了测试算法的有效性，我们给真实图像添加不同噪

声水平。首先，我们给这些图像添加噪声水平为 δ = 0.001 的白噪声，图 4.2 列出了模糊

化的图像。而图 4.6 列出了由信赖域算法恢复的图像，其子问题由不带预条件的 Lanczos

方法来解。在图 4.10 列出了由带预条件的 Lanczos 方法恢复的图像，其预条件取为 KTK
的主对角。同样的预条件技巧使用于其它不同噪声水平的测试。接着我们添加噪声水平

为 δ = 0.005的白噪声，图 4.3列出了模糊化的图像，图 4.7列出了不带预条件的信赖域算

法恢复的图像，图 4.11 列出了带预条件的信赖域算法的恢复的图像。接着我们添加更高

的噪声水平 δ = 0.01, 0.02，图 4.4，4.5分别列出了模糊化的图像，图 4.8，4.9分别列出了不

带预条件的信赖域算法恢复的图像，图 4.12，4.13分别列出了带预条件的信赖域算法的恢

复的图像。
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在所有测试中，选取 η1 = 0.9, η2 = 0.9, γ1 = 0.5, γ2 = 1.5, γ3 = 2，初始的信赖域半径

为 ∆ = 0.1‖hn‖2。这里 hn := h + n。记总内迭代步数为 initer，总外迭代不是为 outiter ，真

实图像与恢复图像的绝对误差为 error：

error = ‖imagetrue − imagerestoration‖l2 .

我们在表 4.1-4.4中列出迭代结果。从表 4.1和表 4.2，我们看到当误差水平 δ不是很大

时，由不带预条件的信赖域方法得到的绝对误差 error 比用带预条件技巧得到的误差小，

但使用预条件需要的迭代步数少。然而，当误差水平 δ比较大时，情况完全不同，我们可

以从表 4.3 和表 4.4 中看出。我们注意到带预条件技巧的算法要好于不带预条件的算法，

不论是从迭代步数还是解的绝对误差来看。
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表 4.1: 噪声水平 δ = 0.001 下的迭代结果

images initer outiter error

LTRS PLTRS LTRS PLTRS LTRS PLTRS

飞机场 41 35 3 5 4379.5589 4873.0837

体育场 27 27 3 5 3117.8386 3335.4046

鸟瞰图 43 37 3 5 4640.2131 5196.2899

表 4.2: 噪声水平 δ = 0.005 下的迭代结果

images initer outiter error

LTRS PLTRS LTRS PLTRS LTRS PLTRS

飞机场 44 36 3 5 4627.4995 4937.3513

体育场 39 27 3 5 3000.2422 3392.6917

鸟瞰图 45 38 3 5 4854.0366 5251.5561

表 4.3: 噪声水平 δ = 0.01 下的迭代结果

images initer outiter error

LTRS PLTRS LTRS PLTRS LTRS PLTRS

飞机场 45 37 3 5 5972.9118 5443.6936

体育场 47 37 4 5 5884.7627 5709.6846

鸟瞰图 44 27 3 5 4774.5657 3607.3968

表 4.4: 噪声水平 δ = 0.02 下的迭代结果

images initer outiter error

LTRS PLTRS LTRS PLTRS LTRS PLTRS

飞机场 69 48 5 6 11364.7184 8572.6459

体育场 67 44 5 6 10652.6523 7542.3392

鸟瞰图 67 53 5 6 10838.7183 8687.0703
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图 4.1: 真实图像：加利福利亚飞机场，Madrid 体育场和北京市鸟瞰图
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图 4.2: 噪声水平 δ = 0.001 下的模糊化图像
The blurred image

50 100 150 200 250

50

100

150

200

250

The blurred image

50 100 150 200 250

50

100

150

200

250

The blurred image

50 100 150 200 250

50

100

150

200

250

图 4.3: 噪声水平 δ = 0.005 下的模糊化图像
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图 4.4: 噪声水平 δ = 0.01 下的模糊化图像
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图 4.5: 噪声水平 δ = 0.02 下的模糊化图像
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图 4.6: 不带预条件的恢复图像，噪声水平 δ = 0.001
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图 4.7: 不带预条件的恢复图像，噪声水平 δ = 0.005
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图 4.8: 不带预条件的恢复图像，噪声水平 δ = 0.01
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图 4.9: 不带预条件的恢复图像，噪声水平 δ = 0.02
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图 4.10: 带预条件的恢复图像，噪声水平 δ = 0.001
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图 4.11: 带预条件的恢复图像，噪声水平 δ = 0.005
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图 4.12: 带预条件的恢复图像，噪声水平 δ = 0.01
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图 4.13: 带预条件的恢复图像，噪声水平 δ = 0.02



第二部分

非线性最小二乘法及其应用



第五章 非线性最小二乘问题

在第一部分中，我们讨论了线性最小二乘问题。但在很多实际应用中，线性函数往往

不能真正描述系统的性质，必须考虑非线性模型。这时目标函数可能是一个显式的非线

性函数，也可能是一个无法显式积出的复杂积分，还可能是一个含参数的动力系统或偏

微分方程组的解。因此在这一部分中，我们将集中讨论非线性最小二乘问题及其解法。

§5.1 无约束非线性最小二乘问题

为了叙述的方便，我们重新提一下非线性最小二乘问题：

min
x∈Rn

f(x) =
1
2
‖r(x)‖22 , (5.1.1)

其中 r(x) = (r1(x), · · · , rm(x))T，rj(x)是从 Rn 到 R的光滑函数。

引入 f(x)的 Jacobian矩阵：

J(x) =




∂r1
∂x1

· · · ∂r1
∂xn

...
. . .

...
∂rm

∂x1
· · · ∂rm

∂xn




, (5.1.2)

此时，J(x)一般是一个与 x有关的矩阵。则我们可以将 f(x)的梯度和 Hessian阵表达为：

∇f(x) =
m∑

j=1

rj(x)∇rj(x) = J(x)T r(x) , (5.1.3)

∇2f(x) =
m∑

j=1

∇rj(x)∇rj(x)T +
m∑

j=1

rj(x)∇2rj(x)

= J(x)T J(x) + S(x) , (5.1.4)

其中：

S(x) =
m∑

i=1

ri(x)∇2ri(x) . (5.1.5)

在几何上，r(x)可以看成是 Rm 空间中的 n维曲面，因此问题 (5.1.1)可以写为：

min
x∈Rn

1
2
‖r(x)− 0‖22 ,

即在由 r(x) 确定的曲面上寻找一个离原点最近的点。如果记 R(J) 上的正交投影为 PR，

则 r(x)的切平面上距原点最近的点是 (Im − PR)r(x)。

在 Bates和Watts [48]的讨论中，2阶导数可以看成m维的加速向量（acceleration vectors）。

这些向量可以分成两部分，一部分落在切平面上，另一部分正交于切平面。我们可以很方

52
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便的将 m 个矩阵 ∇2rj(x) 排列成一个 m × (n × n) 的矩阵 Gacc，于是切平面和正交于切平

面的分量分别为 GT = PRGacc 和 GN = (Im − PR)Gacc。如果定义：

KT
h =

‖h′GT h‖
‖Jh‖22

, KN
h =

‖h′GNh‖
‖Jh‖22

(5.1.6)

分别为方向 h上的参数效应曲率（Parameter-effect curvature）和内在曲率（Intrinsic curvature）。

这两个曲率可以用来衡量非线性最小二乘的非线性程度，通常所说的参数变换可以影响

参数效应曲率，即可以使参数在切平面上的投影分布相对均匀，但并能不改变函数的内

在非线性，即内在曲率。

§5.2 Gauss-Newton 法

有了上节中的铺垫，可以很快的得到非线性最小二乘目标函数 f(x)的二次模型为：

mk(xk + s) = f(xk) +∇f(xk)T s +
1
2
sT∇2f(xk)s

=
1
2
‖r(xk)‖22 + (J(xk)T r(xk))T s +

1
2
sT (J(xk)T J(xk) + S(xk))s , (5.2.1)

从而，解问题 (5.1.1)的牛顿法为：

xk+1 = xk + sk

sk = −(J(xk)T J(xk) + S(xk))−1J(xk)T r(xk) .

在一定的假设下，牛顿法具有局部的二阶收敛速度。但是牛顿法的主要问题是 Hes-

sian 阵 ∇2f(x) 中的二阶信息项 S(x) 通常难以计算或者花费的工作量很大。值得注意的

是在计算梯度 ∇f(x) 时就已经得到了 J(x)，即实际上已经得到了 Hessian 阵的一阶信息

项 J(x)T J(x)。特别当模型在解的附近时（此时模型经常接近线性，从而 ∇2rj 比较小），或

者当余量较小（即 rj 比较小）时，由式 (5.1.5)可以看出，S(x)常可忽略不计。鉴于此，我

们或者忽略 S(x)，或者用一阶导数信息逼近 S(x)。这是求解非线性最小二乘问题的关键

所在 [53]。

最简单的求解非线性最小二乘问题的算法之一是 Gauss-Newton法，它直接忽略 ∇2f(x)

中的二阶信息项 S(x)，求解方程：

(J(xk)T J(xk))sGN
k = −J(xk)T r(xk) (5.2.2)

得到试探步 sGN
k 。它的一个优点在于不管 J(xk)是否满秩，由关系式：

(sGN
k )T∇fk = (sGN

k )T JT
k rk = −(sGN

k )T JT
k JksGN

k = −‖JksGN
k ‖22 ≤ 0
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知 sGN
k 是 f(x)一个下降方向。此外，观察式 (5.2.2)，可以发现它实际上是线性最小问题；

min
s

1
2
‖Jks + rk‖22 (5.2.3)

的正规化方程组，因此我们可以将求解线性最小二乘问题的算法应用到求解子问题 (5.2.3)。

如果使用 QR或 SVD算法，则没有必要显式的形成 Hessian阵的近似 JT
k Jk。

子问题 (5.2.3) 也说明 Gauss-Newton 法的另外一个动机：我们并不寻求函数 f(x) 的二

次模型，而是形成向量函数 r(x + s)的线性模型 r(x + s) ≈ r(x) + J(x)s。然后将这个线性模

型代入 f(x) = 1
2‖r(x)‖22，极小化得到 Gauss-Newton步 sGN。

在实际算法中，我们采用的 Gauss-Newton往往加上线搜索策略：

xk+1 = xk + αksGN
k ,

其中，αk 为一维搜索因子，满足 Wolfe搜索条件：

f(xk + αksGN
k ) ≤ f(xk) + c1αk∇fT

k sGN
k (5.2.4)

∇f(xk + αksGN
k )T sk ≥ c2∇fT

k sGN
k (5.2.5)

其中 0 < c1 < c2 < 1。

对于带 Wolfe-Powell搜索的 Gauss-Newton法，我们有下面的收敛性定理：

定理5.2.1.（[49]）设每个余量函数 rj 在初始点 x0 的水平集：

L = {x|f(x) ≤ f(x0)} (5.2.6)

的邻域 N 内 Lipshitz连续可微，并且 Jacobian矩阵 J(x)满足条件

‖J(x)z‖2 ≥ γ‖z‖2 , γ > 0

则带 Wolfe搜索的 Gauss-Newton法有：

lim
k→∞

JT
k rk = 0 .

但 Gauss-Newton 法在解 x∗ 附件的收敛速度取决于线性项 JT J 在 Hessian 阵中所占的

比重。对于零残量问题（即 r(x∗) = 0），Gauss-Newton法有局部二阶收敛速度；对于小残量

问题（即残量 r(x)较小，或 r(x)接近线性），该方法也有较快的局部收敛速度。但对于大

残量问题，收敛速度就很慢了。当 J(x) 奇异的时候，虽然此时由于它与线性最小二乘问

题 (5.2.3)的等价性，仍能找到一个解，但不能得到类似定理 5.2.1的结果。
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§5.3 Levenberg-Marquardt 方法

从上节可以看出，Gauss-Newton法实际上是带线搜索的近似牛顿法，只不过用 JT J 来

代替 Hessian阵，同样我们也可以在信赖域的框架内求解。但信赖域的使用可以避免 Gauss-

Newton法中 Jacobian矩阵 J(x)亏秩或近似亏秩的困难。

求解非线性最小二乘问题

min
x∈Rn

f(x) =
1
2
‖r(x)‖22 (5.3.1)

的 Levenberg-Marquardt方法，可以在求解非线性优化问题的信赖域算法的框架内来进行描

述和分析。实际上，Levenberg-Marquardt方法通常被认为是解无约束问题的信赖域算法的

先驱。对于球形信赖域，信赖域算法每次迭代求解子问题：

minmk(s) =
1
2
‖r(xk) + J(xk)s‖22

s.t. ‖s‖ ≤ ∆k.

(5.3.2)

或等价于求解子问题

minφk(s) = sT J(xk)T r(xk) +
1
2
sT (J(xk)T J(xk))s

s.t. ‖s‖ ≤ ∆k.

(5.3.3)

其中 ∆k 是信赖域半径。定义比值：

rk =
Aredk

Predk
=

f(xk)− f(xk + sk)
φk(0)− φk(sk)

(5.3.4)

来控制是否接受信赖域试探步以及是否调整信赖域半径。下面我们来具体描述求解非线

性最小二乘问题的信赖域算法：

算法5.3.1. 解非线性最小二乘问题的信赖域算法

步 0: 初始化。给定初始点 x0 和信赖域半径 ∆0。选取信赖域参数 η1, η2, γ1, γ2, γ3 使

得 0 < η1 ≤ η2 < 1和 0 < γ1 ≤ 1 ≤ γ2 ≤ γ3。计算 f(x0)并令 k := 0。

步 1: 求步长。若满足停机条件，则停机；否则求解子问题 (5.3.2)或 (5.3.3)得到步长 sk，

使得“目标函数模型充分下降”。

步 2: 是否接受试探步。计算 f(xk + sk)，并由 (5.3.4)来计算 rk，令

xk+1 =





xk + sk, 若 rk ≥ η1,

xk, 否则.

步 3: 更新信赖域半径。令

∆k+1 ∈




[γ2‖sk‖, γ3∆k] , 若 rk ≥ η2,

[γ1∆k, γ2∆k] , 否则.
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步 4: 更新模型函数 mk+1(s)或 φk+1(s)，并令 k := k + 1;转步 1。

同样对于子问题 (5.3.2)我们也有以下定理：

定理5.3.2. sk 是子问题 (5.3.2)的解当且仅当存在 λk ≥ 0使得：

(J(xk)T J(xk) + λkI)sk = −J(xk)T r(xk)

‖sk‖2 ≤ ∆k

λk(∆k − ‖sk‖2) = 0

(5.3.5)

并且 J(xk)T J(xk) + λkI 是半正定矩阵。

从定理可以看出子问题 (5.3.2)的解由方程组：

(J(xk)T J(xk) + λkI)s = −J(xk)T r(xk) (5.3.6)

来表征，而该方程恰好是线性最小二乘问题:

min
s

1
2

∥∥∥∥∥


 Jk

√
λI


 s +


rk

0




∥∥∥∥∥

2

2

(5.3.7)

的正规方程组。这样就像前一节的 Gauss-Newton法，不用显式的形成矩阵 JT
k Jk 来解子问

题。假设我们已经用 Householder变换单独计算了矩阵 Jk 的 QR分解：

Jk = Q


R

0


 ,

则有： 


R

0
√

λI


 =


QT

I





 Jk

√
λI


 .

上式左边的矩阵上半部分是一个上三角矩阵，下半部分为一个只有 n个非零元素的对角

矩阵
√

λI，因此我们可以利用 n(n + 1)/2次 Givens变换将整个矩阵变为一个上三角矩阵：

Q̄T
λ




R

0
√

λI


 =




Rλ

0

0


 ,

其中 Q̄T
λ 是一系列 Givens旋转矩阵的乘积。因此，令

Qλ =


QT

I


 Q̄T

λ
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这样我们就得到了式 (5.3.7)中系数矩阵的 QR分解：

Rλ

0


 = Qλ


 Jk

√
λI


 ,

于是有分解 RT
λ Rλ = JT

k Jk + λI，可以很方便的求解出方程 (5.3.6)。

在最小二乘问题中，变量的尺度经常不一样，如有些变量的量级可能达到 104 ，而有

些变量的量级仅为 10−6，如果不考虑这些因素，算法可能遇到数值困难，或者得到的解性

态比较差。一个办法是使用调比矩阵 Dk，考虑求解椭球形信赖域子问题：

min
1
2
‖r(xk) + J(xk)s‖22

s.t. ‖Dks‖ ≤ ∆k.

(5.3.8)

来克服。其中调比矩阵在迭代过程中 Dk 自动调整大小，如使得它们与 JT
k Jk 的对角元的

量级匹配。在本章第五节中，我们将考虑另外一个克服技巧。

Levenberg-Marquardt 方法的局部收敛性质和 Gauss-Newton 方法的类似。对于小残量问

题，在解的附近，模型 (5.3.2)能很好的逼近函数 f(x)，并且随着迭代信赖域将最终变得松

弛，试探步也逐渐取为 Gauss-Newton步。

§5.4 拟牛顿方法

对于大残量问题（即 r(x∗)很大或 r(x)的非线性程度很高），Gauss-Newton法和 Levenberg-

Marquardt方法可能收敛得很慢，这主要是因为 Hesse矩阵 ∇2f(x)中得二阶信息项 S(x)不

能忽略。但正如前面所指出一样，S(x)通常难以计算或花费的计算量很大。这就启示我们

构造 S(xk)的割线近似。

设 Sk 是 S(xk)的割线近似，则迭代 (5.2.2)成为：

(J(xk)T J(xk) + Sk)s = −J(xk)T r(xk) .

我们要求 Sk 满足某种拟牛顿条件。由于：

S(xk+1) =
m∑

i=1

ri(xk+1)∇2ri(xk+1) ,

故我们用：

Sk+1 =
m∑

i=1

ri(xk+1)(Hi)k+1

去近似 S(xk+1)。这里 (Hi)k+1 是 ∇2ri(xk+1)的拟牛顿近似，故有：

(Hi)k+1(xk+1 − xk) = ∇ri(xk+1)−∇ri(xk) ,
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于是：

Sk+1(xk+1 − xk) =
m∑

i=1

ri(xk+1)(Hi)k+1(xk+1 − xk)

=
m∑

i=1

ri(xk+1)(∇ri(xk+1)−∇ri(xk))

= (J(xk+1)− J(xk))T r(xk+1) ∼= yk , (5.4.1)

这就是 Sk 要满足的拟牛顿条件。

下面的定理给出了 Sk 校正公式（[53]）：

定理5.4.1. 令 vT
k ∆xk ≥ 0，T ∈ Rn×n 是对称正定的加权矩阵，满足：

TTT sk = vk

其中：

vk
∼= ∇f(xk+1)−∇f(xk) = J(xk+1)T r(xk+1)− J(xk)T r(xk)

那么，校正：

Sk+1 = Sk +
(yk − Sk∆xk)vT

k + vT
k (yk − Sk∆xk)

∆xT
k vk

− ∆xT
k (yk − Sk∆xk)vkvT

k

(∆xT
k vk)2

是极小化问题：

min ‖T−T (Sk+1 − Sk)T−1‖F

s.t. (Sk+1 − Sk)对称 , Sk+1sk = yk

(5.4.2)

的唯一解。

Dennis ，Gay 和 Welsch [35] 最早提出了解非线性最小二乘问题的拟牛顿算法，他们解

信赖域子问题：

minφk(s) = sT J(xk)T r(xk) +
1
2
sT (J(xk)T J(xk) + Sk)s

s.t. ‖s‖ ≤ ∆k.

(5.4.3)

即用 J(xk)T J(xk) + Sk 来近似 Hessian阵。值得注意的是，在

S(x) =
m∑

i=1

ri(x)∇2ri(x)

中，分量 ri(x)有时比二阶导数分量 ∇2ri(x)变化得更快，这在零残量和小残量问题中尤为

明显。但对于 Sk，基本的校正策略并不保证在迭代趋于零残量解或小残量解时该矩阵也

趋于零。这就有可能扰乱超线性收敛性。因此，可选择调比因子：

τk = min{1,
sT

k yk

sT
k Sksk

}
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然后用 τkSk 而不是 Sk 对式 (5.4.2)的右边进行校正。当这个策略采用时，如果 r(xk+1) = 0，

则 yk = 0，因而 τk = 0, Sk+1 = 0。数值试验表明这对拟牛顿算法的表现有显著的影响。

Dennis，Gay和 Welsch提出的算法另一个特点是根据迭代的表现选择模型，当 Gauss-

Newton模型能产生一个很好的试探步时，则还是从 Hessian近似中忽略掉 Sk。

§5.5 M 范数意义下的信赖域方法

在前面的讨论中，Levenberg-Marquardt方法和拟牛顿法都是在信赖域框架下来解的。信

赖域算法的一个核心是如何有效的求解信赖域子问题。在不同的范数意义下，解信赖域

子问题的难易程度可能不一样，这在文献 [47] 中有比较详细的叙述。由于最小二乘问题

的特殊结构，使得寻找一个特定的范数成为可能。但究竟使用何种范数，对信赖域算法本

身的理论性质没有影响。

首先考虑一般的信赖域子问题：

min gT s +
1
2
sT Bs

s.t. ‖s‖M ≤ ∆k.

(5.5.1)

其中 B 对称且非奇异。那么写出 B 的谱分解为：

B = UΛUT , (5.5.2)

其中对角矩阵 Λ 的对角元素即为 B 的特征值，而正交矩阵 U 是 B 的特征向量排成的矩

阵。记 B 的绝对值为：

|B| = U |Λ|UT ,

其中绝对值 |Λ|是对角矩阵 Λ相应的元素取绝对值得到的。

很自然的一个 M 范数可取 M = |B|，即 ‖s‖2M =< s, |B|s >。这个范数在一定程度上也

调比原问题 —那些使模型变化最快的方向，还有那些使模型可能最远离真实函数的方向

比曲率小的方向更多的受到限制。另外一个有趣的性质是，只需要进行一次谱分解 (5.5.2)

就足够求解子问题 (5.5.1)。令

sD = UT s , gD = UT g

利用 U 的正交性，子问题 (5.5.1)的解可以表示为 s = UsD，其中 sD 是对角信赖域子问题：

min gT
DsD +

1
2
sT

DΛsD

s.t. < sD, |Λ|sD >≤ ∆2
k

(5.5.3)

的解。可以看出这种对角的信赖域子问题是非常容易求解的，其解法我们将在后面详细

讨论。
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§5.5.1 Levenberg-Marquardt 方法的 M 范数

求解 Levenberg-Marquardt方法的信赖域子问题为：

min sT J(xk)T r(xk) +
1
2
sT (J(xk)T J(xk))s

s.t. ‖s‖M ≤ ∆k.

(5.5.4)

我们不想显式的形成矩阵 J(xk)T J(xk) 再求谱分解。然而我们可以求矩阵 J(xk) 的奇异值

分解：

J(xk) = UΣV T , Σ = diag(σ1, · · · , σn) ,

则有：

J(xk)T J(xk) = V Σ2V T .

显然 M范数矩阵就可以取为 M = V Σ2V T。但有时 J(xk)可能是奇异的，或者存在小奇异

值簇，这时 M范数矩阵的取法就应该有所调整，即取 M = V Σ̂2V T，其中

Σ̂ =





σi, 如果 σi ≥ δ,

δ, 否则.

这里 δ > 0是一个小正数。定义：

ss = Σ̂V T s , gs = Σ̂−1V T J(xk)T r(xk) ,

则解子问题 (5.5.4)相当于求解：

min gT
s ss +

1
2
sT

s Dss

s.t. ‖ss‖2 ≤ ∆k

(5.5.5)

其中 D ≡ Σ̂−1ΣΣ̂−1 是一个对角矩阵。而解 s可以通过 s = V Σ̂−1ss 来恢复。

该算法对中小规模的问题或者 m À n时是相对有效的。

§5.5.2 拟牛顿法的 M 范数

求解非线性最小二乘法的拟牛顿法的信赖域子问题为：

min gT s +
1
2
sT Bks

s.t. ‖s‖ ≤ ∆k.

(5.5.6)

其中 g = J(xk)T r(xk), Bk = J(xk)T J(xk) + Sk，这时我们仍然可以求矩阵 Bk 的谱分解来把问

题化成对角系统。但当问题规模比较大时，谱分解的代价很大，因此要考虑其它途径。
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当拟牛顿矩阵 Sk 正定时，由于 J(xk)T J(xk) 总是半正定的，Bk 也是半正定的，这时

可以通过 LDLT 分解来达到目标。但有些拟牛顿校正得到的矩阵 Sk 可能是不正定的，这

时 Bk 也不正定。而一个不定矩阵的 LDLT 分解可能不存在，方法会失败。幸好我们有 Bk

的对称不定分解：

Bk = PLBLT PT , (5.5.7)

其中 P 为置换矩阵，L 为单位下三角矩阵，B 为最大块为 2 维的块对角矩阵。再计算矩

阵 B 的谱分解：

B = QΘQT , Θ = diag(θ1, · · · , θn) ,

由于 B 的特殊性，可以看出 Q的每列至多只有两个非零元素。然后取

|B| = Q|Θ|QT .

其中 |Θ|为 Θ的绝对值。这时很自然 M范数矩阵就可以取为 M = PL|B|LT PT。同样为了

克服奇异性，我们需要进行一些修正，取 M = PLCLT PT，其中

C = QΓQT ,

Γ =





θi, 如果 θi ≥ δ,

−θi, 如果 θi ≤ −δ,

δ, 否则 .

这样定义：

ss = Γ
1
2 QT LT PT s , gs = Γ−

1
2 QT L−1PT g ,

则解子问题 (5.5.6)相当于求解：

min gT
s ss +

1
2
sT

s Dss

s.t. ‖ss‖2 ≤ ∆k

(5.5.8)

其中 D ≡ Γ−
1
2 ΘΓ−

1
2 是一个对角矩阵。而解 s可以通过 s = PL−T QΓ−

1
2 ss 来恢复。

§5.5.3 解对角信赖域子问题

从前几节的分析可以看出，当问题对角化后，问题的关键是解对角信赖域子问题 (5.5.5)

或 (5.5.8)。由于对角系统非常简单，矩阵 D的特征值就是它的对角线元素，因此用牛顿法

来解就相当有效。下面我们给出具体算法：

算法5.5.1. 解对角信赖域子问题

令 ε ∈ (0, 1)。

步 1： 如果 D 严格正定，令 λ = 0且 ss = −D−1gs。
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步 1a： 如果 ‖ss‖2 ≤ ∆，迭代停止。

步 2： 否则，计算 D 的最左边的特征值 θ，令 λ = −θ，并且定义 gn
s 使得：

(gn
s )i =





(gs)i, 如果 (D)ii + λ = 0,

0, 否则.

步 2a： 如果 gn
s = 0，令 ss = −(D + λI)†gs。

如果 ‖ss‖2 ≤ ∆，计算 θ 所对应的一个特征向量 u，并寻找方程 ‖ss +

αu‖2 = ∆的一个根 α，使得模型 qs(ss + αu)最小，令 ss = ss + αu，迭代

中止。

步 2b： 否则，令 λ = λ + ‖gn
s ‖2/∆，并置 ss = −(D + λI)†gs

步 3： 如果 |‖ss‖2 −∆| ≤ ε∆，迭代中止。

步 4： 令：

λ = λ +
(‖ss‖2 −∆

∆
)( ‖ss‖22

< ss, (D + λI)†ss >

)

步 5： 令 ss = −(D + λI)†gs，转步 3。

§5.6 带约束的最小二乘问题及其解法

在很多实际问题中，参数只有在一定的取值范围内才有意义，或者参数还要满足一些

的附加条件才能描述真实的系统。这时建立的模型更为复杂，往往具有如下形式：

min
x∈Rn

1
2

m∑

i=1

ri(x)2

s.t. ci(x) = 0 , i = 1, · · · , qe,

ci(x) ≥ 0 , i = qe + 1, · · · , q

(5.6.1)

这就是我们所说的带约束最小二乘的问题。对于这类问题，可以用非线性优化领域内的

传统算法来解，如罚函数法，可行方向法，逐步二次规划（SQP）等等，这些方法在 [53,

49, 47] 中都有详细的叙述。此外有很多数值表现优异的程序，软件包实现了这些方法，

如 VFO2AD、NLPQL、NPSOL、Knitro、Lancelot、Galahad等等。在这一节里，我们不打算详

细的展开，只简要的概述一下解带约束最小二乘的问题的特殊算法。

由于大多数最小二乘问题是病态的，Schittkowski[34] 并不建议直接应用前面所提到的

算法来求解问题 (5.6.1)，而是引入 m个附加变量 z = (z1, · · · , zm)T 和 m个等式约束：

ri(x)− zi = 0 , i = 1, · · · ,m,
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这样问题 (5.6.1)转换成：

min
(x,z)∈Rn+m

1
2
zT z

s.t. ri(x)− zi = 0 , i = 1, · · · ,m,

ci(x) = 0 , i = 1, · · · , qe,

ci(x) ≥ 0 , i = qe + 1, · · · , q

(5.6.2)

然后再用 SQP来解这个变换后的问题。Schittkowski用大量的算例表明该方法在实际应用

中非常有效。

Lindstrőm [36]将 SQP方法和 Gauss-Newton方法结合起来，每次迭代解：

min
s∈Rn

1
2
‖J(xk)s + r(xk)‖2

s.t. Â(xk)s + ĉ(xk) = 0
(5.6.3)

其中 Â(xk)是当前积极集所对应的约束 ĉ(xk)的 Jacobian矩阵。这是一个带约束的线性最小

二乘问题，其特殊的结构可使它比一般的二次规划问题更容易求解。此外 Hanson和 Krogh

[37] 基于张量模型提出了一种解带线性约束的最小二乘问题的算法（实际上他们的程序

还能解一些非线性约束的问题）。

Port数学库 [38]中还考虑仅带盒式约束的最小二乘问题：

min
x∈Rn

1
2

m∑

i=1

ri(x)2

s.t. l ≤ x ≤ u

(5.6.4)

先定义投影算子：

P (x, l, u)i =





li, 如果 xi < li,

xi, 如果 xi ∈ [li, ui],

ui, 如果 xi > ui,

(5.6.5)

这样一个简单的解问题 (5.6.4)的算法为：

xk+1 = P (xk + sk, l, u),

其中 sk 是无约束最小二乘问题：

min
x∈Rn

1
2

m∑

i=1

ri(x)2

的试探步，可以由 Gauss-Newton法或 Levenberg-Marquardt方法或拟牛顿法计算得到。
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§5.7 可分非线性最小二乘问题与变量投影法

在这一节里我们介绍一种特殊结构的非线性最小二乘问题，其目标函数是线性和非

线性函数的组合，即

minφ(c, x) =
1
2
‖Φ(x)c− y(x)‖22 , (5.7.1)

其中 Φ : Rp → Rn×l , y : Rp → Rn连续可微。近年来有很多文献 [39, 40, 42, 43, 44, 45, 46]都研

究了这种问题，文献 [41]还专门列举了它在数值分析、微分方程和动力系统、参数估计、

神经网络、化学、机械系统、通讯、电子电气工程、医学成像等等一系列领域中的应用。

我们统称这种类型的问题为可分非线性最小二乘问题。

直观上如果我们知道了非线性参数 x，线性参数 c就可以通过解线性最小二乘问题：

c = Φ(x)†y(x) (5.7.2)

得到，其中 Φ(x)† 是 Φ(x)的 Moore-Penrose广义逆。然后将 (5.7.2)代入 (5.7.1)，则相当于求

解：

φ̂(x) =
1
2
‖(I − Φ(x)Φ(x)†)y(x)‖22 =

1
2
‖P⊥Φ y(x)‖22 . (5.7.3)

这个函数称为变量投影函数，其中 P⊥Φ = P⊥Φ (x)正交投影到 Φ(x)的零空间。

变量投影算法 (Variable Projection Method, VP) 基本上分为两步，首先极小化变量投影

函数 (5.7.3)得到非线性参数 x∗，然后用 x∗ 通过式 (5.7.2)恢复参数 c∗。下面我们给出它的

算法框架：

算法5.7.1. 变量投影算法 (VP)

步 1 给出初始值 x0

步 2 求解非线性最小二乘问题：

min
x

φ̂(x) =
1
2
‖(I − Φ(x)Φ(x)†)y(x)‖22 =

1
2
‖P⊥Φ y(x)‖22

得到 x∗

步 3 由 c∗ = Φ(x∗)†y(x∗)恢复 c∗。

变量投影算法的一个明显的优点是步 2极小化变量投影函数 (5.7.3)时是在约化空间中

求极小，因此收敛速度一般比在整个空间中求极小快。而且无需对线性变量给定初值。[39]

还证明了变量投影算法的解即是原问题 (5.7.1)的解。

变量投影算法关键是求变量投影函数 (5.7.3)的极小点，当然也可以用前面提到的Gauss-

Newton 法或 Levenberg-Marquardt 方法或拟牛顿法来解。但 (5.7.3) 中含有广义逆，因此求

其 Jacobian矩阵要稍微复杂些。令 r̄(x) = P⊥Φ y(x)表示 (5.7.3)中的残量，J = J(x)表示 r̄(x)
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的 Jacobian矩阵。因此 φ̂的梯度 ∇φ̂可以表示为 ∇φ̂(x) = JT r(x)。[39, 40]中指出 Jacobian矩

阵 J 的第 j列可以表示为：

J.,j(x) = −[(P⊥Φ
∂Φ
∂xj

Φ†) + (P⊥Φ
∂Φ
∂xj

Φ†)T ]y(x) + P⊥Φ
∂y

∂xj
(x). (5.7.4)

那么 J 还可以表示成 J = K + L，其中 K.,j = P⊥Φ [ ∂y
∂xj

(x)− ∂Φ
∂xj

Φ†y(x)]。由于 K 的列属于 ΦT

的零空间，而 L的列属于 Φ的值空间，因此：KT L = 0,∇φ̂ = KT r, LT r = 0，则有：

JT J = KT K + LT L + KT L + KLT = KT K + LT L .

Kaufman [42]建议用 K 来近似 J，即用 KT K 而不是 KT K + LT L作为 Hessian阵的近似以减

少计算量。

下面我们简单的介绍一下如何计算上面提到的广义逆和投影算子。对 Φ(x) 做 QR 分

解：

Φ = Q


R R̄

0 0


 Z ,

其中 Q是正交矩阵（隐式的表示为一系列 Householder矩阵和 Givens变换的乘积），R ∈ Rρ×ρ

是秩为 ρ ≤ l的上三角矩阵，Z 是置换矩阵，则

P⊥Φ = Q


0 0

0 In−ρ


 QT , Φ† = ZT


R−1

0




(
Iρ 0

)
QT

我们再考虑带约束的可分非线性最小二乘问题：

min φ(c, x) =
1
2
‖Φ(x)c− y(x)‖22

s.t. H(x)c = g(x) (5.7.5)

其中约束

H(x)c = g(x) (5.7.6)

也具有可分的结构。

为了保证可行点的存在性，我们假设存在向量 x使得线性系统 (5.7.6)是相容的，即 g(x) ∈
range(H(x))，或者等价的 g(x) = H(x)H†(x)g(x)。记所有的这些向量 x组成的集合为 A。对

于固定的 x ∈ A，线性系统 (5.7.6)的通解可写为：

c = H†(x)g(x) + Y (x)z , (5.7.7)

其中 H†(x)T Y (x) = 0, z ∈ Rn−r, r 为 H 的秩。集合 {(x, c)|x ∈ A, c满足(5.7.7)}就是问题 (5.7.5)

的可行集。因此，问题等价于对：

s(z, x) = ‖y − Φ(x)H(x)†g(x)− Φ(x)Y (x)z‖22
= ‖y − ζ(x)−G(x)z‖22 (5.7.8)
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求极小，其中 ζ(x) = Φ(x)H(x)†g(x), G(x) = Φ(x)Y (x)。这就转化成了求解无约束的可分非线

性最小二乘问题。

当然对于带盒式约束的可分最小二乘问题：

min φ(c, x) =
1
2
‖Φ(x)c− y(x)‖22

s.t. l1 ≤ x ≤ u1

我们同样可以利用第六节给出的投影算子 P (x, l, u)来解。

§5.8 数值困难

在这一节里，我们说明一些常见的在解最小二乘问题时的数值困难。这些困难可能是

由于模型本身的一些性质造成的，也有可能是由于数值算法的缺陷造成的（这里我们不

讨论程序上的错误）。了解这些数值困难对我们解决问题，把握问题的本质将很有帮助。

§5.8.1 极小点

在前面的章节中，我们给出了许多解非线性最小二乘问题的算法（包括无约束和带

约束问题），但这些算法并不能保证所得到的解就是全局最优解，除非目标函数和可行区

域严格凸。在非凸的情况下，没有数学准则可以判别到底是局部极小点还是全局最优解。

因而一般来说，能够期望的只是局部极小点，甚至在函数形态良好的情况下也只能找到

局部极小点。当然有一些数值算法如模拟退火法，基因算法，随机搜索等等能克服困难，

找到全局最优解。然而这些方法常常需要计算很多次函数值，且解带约束的问题可能会

有实质的困难。因此，用这些方法来解最小二乘问题可能就不合适。唯一的一些建议是

充分探索模型函数的性质，看看可不可以限制可行区域，能不能尽可能的增加试验数据，

或者尝试多种不同的优化算法和初始点等等。

在实际应用中，下面两种情况经常导致局部极小点的出现：

1. 数据中存在噪声： 当模型无法拟和数据时，根据拟和准则，在试验数据的邻域内可

能有不同的最优拟和曲线，这时多个局部极小点就出现了。

2. 数据精确，但模型超定： 对于超定的模型，即使数据精确，自由变量变化的多样性

也使得搜索方向的选择上有很大的自由度，因此可能得到很多不同的局部极小点。

§5.8.2 收敛速度慢

有很多因素可能使得最小二乘算法的收敛速度变慢，甚至大大减缓收敛速度。它们可

能为：

1. 模型函数表达式病态；
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2. 冗余的（超定）参数集合；

3. 拟和准则（停机准则）上存在误差；

4. 试验数据存在误差，内部计算存在误差（如数值积分，微分方程的数值解）；

5. 找不到好的初始值；

6. 数据或参数的尺度很不一致；

7. 模型函数不可微；

8. 实际中提出的约束可能不相容。

值得注意的是任何一种算法都有其适应范围，当我们遇到收敛速度慢时，就往往需要再

仔细研究一下模型，对症下药，直到找到一个满意的解。

§5.8.3 病态性

函数的病态性表现多种多样。首先我们讨论一下在迭代过程或解处 Jacobian矩阵变为

亏秩或病态的情形。广义的说，我们可以分为五种情况：

1. 问题几乎处处是满秩的，但在迭代过程中的某一点处 Jacobian矩阵亏秩；

2. 问题几乎处处是满秩的，但在解处 Jacobian矩阵亏秩；

3. 问题几乎处处（包括在解处）以一固定的数值秩亏秩；

4. 问题几乎处处（包括在解处）是几乎亏秩的；

5. 问题病态。

前三种情况比较好解决，如在信赖域框架内求解。当然在解子问题时也可以采用一些特

殊的技巧如截断 QR方法，截断 SVD方法等等，包括第五节中提出的 M范数方法也一定

程度上克服奇异性。后两种情况就比较困难，因为本身就不好定义什么是好的解。对于

线性最小二乘问题的不适定性，已经有了很多很好的工作，我们在本文第一部分中也介

绍了不少有效的方法和应用。然而对于非线性最小二乘，仍有很多工作要做。

此外即使是精确的试验数据也会导致极不精确的估计，这种情况当遇到超定的模型

时更为严重。差的试验设计可能使事情变得更糟糕，但即便是好的设计和充足的数据有

时也不足以消除病态。



第六章 非线性最小二乘法在热中子测井技术中的应用

专门测量热中子的测井技术有热中子空间测井技术和热中子时间测井技术。如单探

测器中子孔隙度测井和补偿中子测井都是属于空间测井，用的中子源为同位素稳态中子

源，一般用 241Am − Be 中子源。热中子时间测井是利用脉冲中子源的中子脉冲间隔时间

（周期）测量热中子数随时间的分布，即测量热中子时间谱的测井技术。中子脉冲宽度一

般为 100µs，中子脉冲的周期 800 ∼ 2150µs。该问题是庞巨丰等在 [52]提出来的。

热中子时间谱测井可以获得热中子的寿命或宏观俘获截面，同时可以确定井眼、侵入

带和地层的热中子寿命及地层孔隙度，包括侵入带的孔隙度。孔隙度的响应主要受地层

含氢指数的影响，对地层颗粒密度不灵敏，特别是提高了用中子孔隙度（用热中子时间谱

解析得到的参数）识别气层的可靠性。

我们在这一章介绍用多参数的数学模型生成热中子时间谱（仿真谱）；同时用该数学

模型对仿真的热中子时间谱进行解析。

§6.1 中子时间谱

中子时间谱包括热中子时间谱和超热中子时间谱，它们的数学模型可以由 (6.1.1) 来

描述，两者的区别仅在于谱特征参数的数值不同。

n(t) =





A0

P∑
i=1

Ai

∫ t

0
µ(t− t′)(t− t′)αie

− t−t′
τi dt′, 当 t < τn 时,

A0

P∑
i=1

Ai

∫ τn

0
µ(t− t′)(t− t′)αie

− t−t′
τi dt′, 当 t ≥ τn 时.

(6.1.1)

其中，各参数的意义如下：

n(t)：t时刻的中子记述率，n(t) ≥ 0；

µ(t)：单位阶越函数，µ(t) =





0, t < 0,

1, t ≥ 0.

A0：归一化系数，A−1
0 =

∫∞
0

n(t)dt；

Ai：第 i中介质的贡献份额。Ai ≥ 0；

αi：与第 i种介质的中子减速能力相关的参数；

τi：与第 i种介质的热中子寿命或超热中子寿命；

τn：快中子脉冲宽度。

热中子时间谱的解析是指在已知谱数据 n(t)的情况下，识别谱参数集

x = {A1, α1, τ1, · · · , Ai, αi, τi, · · · , AP , αP , τP }, (6.1.2)

68
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其中，τi 是最重要的，其次是 Ai。首先我们来考虑仿真谱，即时间谱的第 j 道计数 Nj 通

过下列两步生成：

1. 先按数学模型 (6.1.1)依给定的谱特征参数 x生成该道的计数平均数 N̄j，即：

N̄j = n(tj)∆tj , j = 1, · · · ,M ,

上式中，N̄j 是第 j 道计数平均值；n(tj)表示当 t = tj 时，由模型 (6.1.1)计算给出的计

数率；∆tj 表示第 j 道的道宽。该道宽的中心点位于 t = tj 处。各道宽可能相等，也可

能不等；M 表示总道数，M ≤ 256。

2. 然后再以均值和方差都是 N̄j 的柏松分布（N̄j < 15时）或正态分布（N̄j ≥ 15时）为概

率密度分布函数随机抽样得到 Nj。或者简单的我们直接给 N̄j 加上一定水平的噪声

得到 Nj。

这是一个典型的数据拟合问题，我们的目的是要根据中子计数 Nj 反演恢复谱特征参

数 Ai、αi 和 τi。不妨令：

rj(x) = n(tj)− Nj

∆tj
, j = 1, · · · ,M , (6.1.3)

其中 x由式 (6.1.2)给出，记 r(x) = (r1(x), · · · , rM (x))T。于是通过求解非线性最小二乘问题：

min f(x) =
1
2
‖r(x)‖22 . (6.1.4)

就可以得到所需要的谱参数。

为了计算上的方便，我们先来对函数 n(t)进行一些分析。注意到如果做变量代换 s =

t− t′ ，那么：

n(t) =





A0

P∑
i=1

Ai

∫ t

0
sαie

− s
τi ds, 当 t < τn 时,

A0

P∑
i=1

Ai

∫ t

t−τn
sαie

− s
τi ds, 当 t ≥ τn 时.

(6.1.5)

我们还可以显式的计算出 n(t)对参数 Ai, αi, τi 的偏导：

∂n(t)
∂Ai

=





A0

P∑
i=1

∫ t

0
sαie

− s
τi ds, 当 t < τn 时,

A0

P∑
i=1

∫ t

t−τn
sαie

− s
τi ds, 当 t ≥ τn 时.

(6.1.6)

∂n(t)
∂αi

=





A0

P∑
i=1

Ai

∫ t

0
sαi ln(s)e−

s
τi ds, 当 t < τn 时,

A0

P∑
i=1

Ai

∫ t

t−τn
sαi ln(s)e−

s
τi ds, 当 t ≥ τn 时.

(6.1.7)

∂n(t)
∂τi

=





A0

P∑
i=1

Ai

τ2
i

∫ t

0
sαi+1e

− s
τi ds, 当 t < τn 时,

A0

P∑
i=1

Ai

τ2
i

∫ t

t−τn
sαi+1e

− s
τi ds, 当 t ≥ τn 时.

(6.1.8)
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如果取等距节点：

∆t1 = ∆t2 = · · · = ∆tM = ∆t ,

而且如果还有 τn = (Nτn+ 1
2 )∆t，其中Nτn

是正整数（这在试验上是容易做到的），另记 t0 = 0，

那么：

n(tj) =





n(tj−1) + A0

P∑
i=1

Ai

∫ tj

tj−1
sαie

− s
τi ds, 当 tj < τn 时,

n(tj−1)− n(tj−Nτn
) + A0

P∑
i=1

Ai

∫ tj

tj−1
sαie

− s
τi ds, 当 tj ≥ τn 时.

. (6.1.9)

事实上式 (6.1.5)至式 (6.1.8)中的积分无法显式积出（有点类似 Gamma积分），计算起

来比较困难。每计算一次残量 r(x)和它的 Jacobian矩阵，共需计算 3M × P 次此类型的积

分。因此即使 M 取成几十时，总的计算量也是相当的大。倘若能在试验设计稍做些调整，

利用关系式 (6.1.9) 就可以将每次积分的运算量降下来，而不再需要重新在整个区间上进

行计算。

此外偏导 (6.1.8)要除以 τ2
i，而 τi 的一般在 10 ∼ 1000之间，这样使得它在量级上比偏

导 (6.1.6)和 (6.1.7)往往要小很多，很容易导致 Jacobian矩阵出现奇异。如果做变量代换

θi =
1
τi

, τi 6= 0 , i = 1, · · · , P , (6.1.10)

那么 n(t)等价于：

n̂(t) =





A0

P∑
i=1

Ai

∫ t

0
sαie−sθi ds, 当 t < τn 时,

A0

P∑
i=1

Ai

∫ t

t−τn
sαie−sθi ds, 当 t ≥ τn 时.

, (6.1.11)

而且

∂n̂(t)
∂θi

=





A0

P∑
i=1

−Ai

∫ t

0
sαi+1e−sθi ds, 当 t < τn 时,

A0

P∑
i=1

−Ai

∫ t

t−τn
sαi+1e−sθi ds, 当 t ≥ τn 时.

. (6.1.12)

如此变换之后，偏导 ∂n̂(t)
∂θi
与 ∂n̂(t)

∂Ai
, ∂n̂(t)

∂αi
在量级上就不会差很多。

这样我们可以重新考虑目标函数，直接取：

r̄j(x) = n̄(tj)− N̂j , j = 1, · · · ,M , (6.1.13)

其中：

n̄(tj) = A0

P∑

i=1

Ai

∫ tj

tj−1

sαie−sθi ds , (6.1.14)

而 N̂j 是由式 (6.1.14)模拟得到的（真实测量的数据经过简单的变换也能化成这个形式）。

此外，残量 r̄j(x)一般比 rj(x)来得小，因此再用最小二乘算法在计算上也比较有优势。
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§6.2 中子时间谱分析

实际上，即使目标函数化成了式 (6.1.13)的形式，求解优化问题：

min f̄(x) =
1
2
‖r̄(x)‖22 , 其中 r̄(x) = (r̄1(x), · · · , r̄M (x))T , (6.2.1)

还是有一定的困难。因为每一个介质对中子计数率的贡献在表达式上可互换的，即都是

积分：

Ai

∫ tj

tj−1

sαie−sθi ds . (6.2.2)

因此若一组参数：

xP = {A1, α1, θ1, · · · , Ai, αi, θi, · · · , AP , αP , θP } (6.2.3)

是问题 (6.2.1) 的解，则只需将不同介质参数的顺序调整一下，如第 P 个介质的参数与 1

个介质的参数交换一下顺序，其它的顺序不变，则新的参数集：

x̄P = {AP , αP , θP , · · · , Ai, αi, θi, · · · , A1, α1, θ1} (6.2.4)

也是问题 (6.2.1)的解。也就是说模型本身是超定的。我们在第五章第八节提到过，如果模

型超定，则最小二乘问题可能会有很多极小点。而且积分 (6.2.2) 的被积函数是指数函数

的形式，这就给数值求解问题 (6.2.1)带来了很大的困难。值得注意的是即使求解类似：

min
m∑

j=1

(
P∑

i=1

x2i−1e
x2itj − yj)2 (6.2.5)

的问题，在很多情况下也会有很大的困难 [34, 41, 42, 45, 1]。

当然由于该问题是一个实际的物理系统，其参数在一定范围内才有意义，所以我们可

以对变量加界约束，即考虑问题：

min f̄(x) =
1
2
‖r̄(x)‖22

s.t. lAi ≤ Ai ≤ uAi , i = 1, · · · , P

lαi
≤ αi ≤ uαi

lθi
≤ θi ≤ uθi

(6.2.6)

这样把变量限制在一定范围内，可以在一定程度上减少极小点的出现。

为了避免参数可交换的情况，我们还可以对 αi 或 θi 添加序约束。试验表明 θi 对算法

的性态影响比较大，我们把序约束加在 θi 上，即：

lθ < θ1 < · · · < θi < · · · < θP < uθ . (6.2.7)
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约束 (6.2.7)看起来比较复杂，但通过简单的变换，仍可以化成简单的界约束。我们令：

β1 = θ1 − lθ , β2 = θ2 − θ1 , · · · , βP = θP − θP−1

则约束 (6.2.7)等价于：

βi > 0 , i = 1, · · · , P (6.2.8)
∑P

i=1 βi + lθ < uθ (6.2.9)

实际上问题 (6.2.6)中关于 θi 的界约束完全可以用式 (6.2.7)来代替，而且更条件更强。

我们还是从直观上再来感觉一下函数 (6.1.13)和 (6.1.14)。首先考察在精确参数下，函

数 n̄(tj)随时间 tj的变化关系。图 6.2给出了一个介质的时候，中子计数率 n̄(tj)随时间 tj的

变化情形。在这三幅图中，A1 = 1, α1 = 0.07，但在第一幅图中 τ1 = 30，第二幅图中 τ1 = 100，

第三幅图中 τ1 = 500。并且我们给 n̄(tj)简单的加上水平分别为 0.005, 0.01的噪声，其中光

滑的曲线为精确输出，带 ∗的为噪声水平 0.05的输出，点线为噪声水平为 0.01的输出。可

以看出当 τ1 比较小时，̄n(tj)的衰减速度比较快，而 τ1 比较大时，噪声影响比较大。对于

多个介质的情形，函数 n̄(tj)随时间 tj 的变化关系还是类似，我们这里就不再列出图像。

我们再来考察函数 f̄(x) = 1
2‖r̄(x)‖22 随着参数 α1, τ1 的变化关系。模拟过程如下：先给

定一组精确参数产生 N̂j，然后取 A1 = 1，让 α1 在区间 [0.001, 0.1]之间变化，而让 τ1 在区

间 [10, 1000] 之间变化，计算对应的 f̄，生成三维图像。在图 6.2 中，第一幅图的 N̂j 由参

数 A1 = 1, α1 = 0.07, τ1 = 100生成；第二幅图的 N̂j 由参数 A1 = 1, α1 = 0.07, τ1 = 500生成；第

一幅图的 N̂j 由参数 A1 = 1, α1 = 0.07, τ1 = 800生成。从这几幅图来看，f̄(x)在极小点附近

是一条狭长的谷，谷底顺着 α 方向，而顺着 τ 方向在极小点两边是陡的悬崖，当然随着

精确解的大小，悬崖的陡峭程度不一样。

§6.3 数值试验

下面我们针对问题 (6.2.6)，即：

min f̄(x) =
1
2
‖r̄(x)‖22

s.t. lAi
≤ Ai ≤ uAi

, i = 1, · · · , P

lαi
≤ αi ≤ uαi

lθi
≤ θi ≤ uθi

进行数值试验，为了叙述的方便，我们仍记参数集为：

XP = {A1, α1, τ1, · · · , Ai, αi, τi, · · · , AP , αP , τP },
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图 6.1: 中子计数率－时间关系图

这三幅图中，A1 = 1, α1 = 0.07，但第一幅图中 τ1 = 30，第二幅图中 τ1 = 100，第三幅图中 τ1 = 500
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图 6.2: f̄ − α− τ 关系图

在第一幅图中，N̂j 由参数 A1 = 1, α1 = 0.07, τ1 = 100 生成；在第二幅图中，N̂j 由参数 A1 = 1, α1 =

0.07, τ1 = 500 生成；在第一幅图中，N̂j 由参数 A1 = 1, α1 = 0.07, τ1 = 800 生成；
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只不过具体计算的时候参数是经过变换 (6.1.10) 了的。我们使用 Port 数学库 [38] 中的程

序 N2GB 进行计算，它是 NL2SOL的一个变形，根据迭代表现自动选择到底走拟牛顿步

还是 Gauss-Newton步或 Lenvenberg-Marquardt步。

总的来说，对于精确的数据，在介质控制在 3个以内的时候下，计算效果一般比较好。

尤其是只有一个介质的时候，一般在 10步以内就找到所要模拟的精确解。但由于问题的

病态性，我们还是有一些困难。下面主要从极小点，模型超定和初值选取等几个方面进行

一些说明。

a) 极小点存在

由于问题的特殊形式，可能有极小点的存在。这是目前任何一个优化算法避免不了

的。

例6.3.1. 用三个介质的参数

X∗
3 = {0.5385, 0.03, 100, 0.3846, 0.06, 200, 0.0769, 0.08, 400}

产生试验数据。初始点取为：

X0
3 = {0.5392, 0.02, 100.0096, 0.3624, 0.04, 298.4192, 0.0984, 0.06, 397.1700} .

经过 6次迭代，目标函数值为 2.5312×10−12，但前后两次迭代点之间的误差达到 2.13×10−14

,迭代中止，此时解为：

X̂3 = {0.5410, 0.0393, 100.0604, 0.3992, 0.0586, 301.2279, 0.0599, 0.1000, 404.6759}

此时梯度的模为：‖gX̂3
‖ = 1.5× 10−7，因此可以认为 X̂3 是一个极小点。

b) 模型超定

还是由于问题的特殊形式，模型可能是超定的。这里暂不考虑函数形式可交换。

例6.3.2. 用三个介质的参数

X∗
3 = {0.5385, 0.03, 100, 0.3846, 0.06, 200, 0.0769, 0.08, 400}

产生试验数据。只取两个介质逼进，初始点取为：

X0
2 = {0.3750, 0.02, 150, 0.25, 0.04, 450}

，经过 11 次迭代，目标函数值为 4.195 × 10−5 ，但两次相邻迭代的函数值的相对误差达

到 6.5× 10−11 ,迭代中止，此时解为：

X̂2 = {0.7355, 0.0242, 112.8515, 0.2751, 0.0843, 277.0748}
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此时梯度的模为：‖gX̂2
‖ = 4.9× 10−7 。这说明即使是精确的数据，但由于参数的自由度过

大，仍可能得到非常不同的解。

例6.3.3. 在上例中，我们用 2个介质的参数就可以模拟 3个介质的数据。事实上，如果我

们在上例解 X̂2 的基础上加入第 3 个介质，其参数为：{A3 = 0, α3, τ3}，其中 α3, τ3 可为任

意实数，我们就能得到任意多的极小点：X̂3 = {X̂2, 0, α3, τ3}

c) 初值影响

对于基于梯度的算法，不同的初值，将极大的影响算法的表现。即使是精确的数据，

精确的梯度，坏的初值将显著的减慢收敛速度，甚至使算法不能收敛到极小点。

例6.3.4. 用参数 X∗
2 = {0.5833, 0.04, 200, 0.4167, 0.06, 300} 产生试验数据。初始点取为：X01

2 =

{0.6, 0.02, 50, 0.4, 0.04, 450}，经过 284 次迭代绝对收敛到 X∗
2，此时函数值和 Jacobi 矩阵的计

算次数分别为 342次和 285次。而初始点取为：P 02
2 = {0.6, 0.02, 190, 0.4, 0.04, 350}，经过 79次

迭代绝对收敛到 X∗
2，此时函数值和 Jacobi 矩阵的计算次数分别为 92 次和 80 次。可以看

出迭代次数和函数值，Jacobi矩阵的计算次数减少了将近 4倍。

实际上我们可以分为两个阶段：第一阶段给定一初始值 X0，先调用最小二乘算法进

行计算得到 X̂0。经过这次调用，某些参数可能得到了更好的估计。第二个阶段，我们可

以用 X̂0的一部分替换 X0作为新的初始值再次调用最小二乘算法进行计算。由于第一次

计算只是计算一个估计值，我们可以控制迭代步数，如取 10步，或者减小收敛的判断条

件。经过实际计算，我们发现这种调整对于两个介质的情况特别有效，基本上能在 100个

迭代步内算得所取的测试精确解（最优解）。三个介质时调整增加第一阶段的迭代步，很

多情况也能取得较好的效果。

例6.3.5. 对于上例的测试数据，我们控制第一阶段的函数值的计算次数最多不超过为 10

次，当初始值取 X01
2 时，第二阶段只需经过 5次迭代就绝对收敛到 X∗

2，此时函数值和 Jacobi

矩阵的计算次数分别为 6 次和 6 次。两个阶段的迭代次数之和也只有 15 次。当初始值

取 X02
2 时，第二阶段只需经过 6次迭代就绝对收敛到 X∗

2，此时函数值和 Jacobi矩阵的计

算次数分别为 7次和 7次。两个阶段的迭代次数之和也只有 14次。可以看出经过两次调

用，迭代次数和函数值，Jacobi矩阵的计算次数大大的减少了。



热中子测井技术 77

§6.4 讨论和总结

在这一章里我们研究了最小二乘法在热中子时间谱中的应用。着重分析了该问题的

一些特性，如目标函数的选取，变量代换，及约束的添加等等。最后我们做了一些数值算

例。对于精确的数据，在介质控制在 3个以内的时候下，计算效果一般比较好。但由于超

定的模型函数以及极小点的存在，使得计算上还是存在些一些困难，尤其是对于带噪声

的数据。这是我们以后还要考虑的重点。



第七章 结论与展望

本论文主要研究了最小二乘问题中的一些新的内容。

在线性最小二乘问题方面，我们重点研究了其不适定性，回顾了经典的正则化方法，

提出了截断 SVD 分解算法和带信赖域技巧的截断 Lanczos 方法。其中在信号处理的应用

中，我们研究了傅立叶矩阵的特殊结构，得到了傅立叶矩阵实部和虚部的一个简单易行

的奇异值分解，从而使得截断 SVD分解算法在实际计算上成为可能，数值试验表明我们

的算法是有效可行。而在数字图像恢复的应用中，我们利用带信赖域技巧的截断 Lanczos

方法进行求解。同时根据二次模型函数的特点对信赖域半径的调整和试探步的接受准则

进行了一些有意义的调整。在遥感图像恢复中的应用表明我们的这一方法是成功的。

在非线性最小二乘问题方面，我们在信赖域框架内分析了 Levenberg-Marquardt方法和

拟牛顿法。接着对于解非线性最小二乘的信赖域子问题，我们提出了 M范数方法，化成

一个等价的对角系统来解。此外还概述了带约束的非线性最小二乘问题的一些解法。特

别的介绍了可分非线性最小二乘问题。最后还分析了最小二乘问题的一些数值困难。作

为应用，我们介绍了热中子时间谱测井谱的解析。

但研究过程中，我们感到仍有很多问题需要解决，下面我们只列举一些：

1. 如何更有效的求解线性不适定最小二乘问题；

2. 在具体的应用当中，如何有效的利用问题的特殊结构；

3. 关于非线性最小二乘问题的不适定性需要做进一步研究；

4. 如何设计带约束非线性最小二乘问题更有效的算法；

5. 对于目标函数不能显式表达时，如是一个动力系统或微分方程的解，如何有效求解；

6. 对于超定问题需做进一步研究。

我们将在以后的工作中继续考虑这些问题。
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2. Zhouhong Wang , Yaxiang Yuan , Zaiwen Wen , A Subspace Trust Region Method for Large Scale

Unconstrained Optimization, accepted by Proceeding of the 2003’ International Conference on Non-

linear Programming and Numerical Linear Algebra

3. Wen Z.W. , Wang Y.F , A New Trust Region Algorithm for Image Restoration, to appear in Science

in China

4. Wang Y.F , Wen Z.W. , Z. Nashed, Q. Sun , A Direct Fast Method for Time-limited Signal Recon-

struction , submitted to Applied Optics (SCI impact > 1.4)

5. 文再文，热中子时间谱测井谱的解析，草稿



个 人 简 历

基本资料

姓 名： 文再文

性 别： 男

籍 贯： 湖南省沅江市

电子邮件： wenzw@lsec.cc.ac.cn , wendoublewen@hotmail.com

学习经历

2001.9—2004.7 中国科学院数学与系统科学研究院 硕士

1997.9—2001.7 上海交通大学应用数学系 学士

1997.9 上海交通大学少年班

科研情况

研究兴趣 最优化方法及其应用；数值代数；并行算法；数字图像处理；信号处理

科研项目 （1）《鱼眼镜头成像技术研究》，已完成；该项目为上海交通大学应用

数学系与浦东软件园电子出版社合作项目

（2）《最优化算法在数字图像复原和超分辨率计算中的应用》，进行中，

中国科学院研究生科学创新与社会实践专项资助

学术论文 攻读硕士学位期间已投稿一系列论文

获奖和荣誉情况

2003.9 中科院数学与系统科学研究院首届院长奖学金

2001.7 上海交通大学优秀毕业生

2000.9 上海交通大学优秀奖学金

1999.9 上海交通大学优秀奖学金

1998.9 上海交通大学优秀奖学金


