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摘要

低秩稀疏矩阵优化问题是一类带有组合性质的非凸非光滑优化问题. 由于零模与秩函数
的重要性和特殊性, 这类 NP-难矩阵优化问题的模型与算法研究在过去〸几年里取得了长足发
展. 本文从稀疏矩阵优化问题、低秩矩阵优化问题、低秩加稀疏矩阵优化问题、以及低秩张量
优化问题四个方面来综述其研究现状; 其中, 对稀疏矩阵优化问题, 主要以稀疏逆协方差矩阵估
计和列稀疏矩阵优化问题为典例进行概述, 而对低秩矩阵优化问题, 主要从凸松弛和因子分解
法两个角度来概述秩约束优化和秩 (正则) 极小化问题的模型与算法研究. 最后，总结了低秩
稀疏矩阵优化研究中的一些关键与挑战问题, 并提出了一些可以探讨的问题.
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1 引言

低秩稀疏矩阵优化问题是应大数据时代需求而产生的一类新型优化问题, 其主旨是寻求满足
一定约束条件且使某损失函数值尽可能小的低秩和/或稀疏矩阵. 矩阵的秩与稀疏度不仅是数据
线性关系及可解释性的基本度量, 还是某些代数与几何关系的表达工具 [27, 73]. 不仅如此, 在许
多科学工程领域中, 矩阵的秩还是某些模型或设计的阶数、复杂度、以及维数的度量 [31]; 例如,
低秩矩阵可以对应某系统的低阶控制器、某拟合随机过程的低阶统计模型、某种可嵌入到低维空

间的形状、或者某种含少量元件的设计. 鉴于矩阵秩函数与零模的重要性以及大数据中普遍呈现
的低秩和/或稀疏性, 这类优化问题在统计 [75]、控制与系统辨识 [32]、信号与图像处理 [46]、机
器学习 [92]、量子计算 [44]、金融 [84]、计算化学 [96] 等领域中具有〸分广泛的应用也就不足为
奇了.

从拟寻求矩阵 (简称目标矩阵) 的特点来看, 低秩稀疏矩阵优化本质是双目标规划, 即目标矩
阵不仅要有尽可能小的秩和/或很高的稀疏度, 还要使损失函数值尽可能的小; 从零模与秩函数的
变分刻画来看, 低秩稀疏矩阵优化问题本质是带有矩阵平衡约束的数学规划 (简称矩阵 MPEC);
而从矩阵的分解角度看, 低秩矩阵优化问题又是非凸双线性因子矩阵规划. 由于实际应用中的低
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秩稀疏矩阵优化问题通常具有较大规模, 采用全局优化的策略来寻求其全局最优解的思路是不可
行的. 这样, 如何根据这类优化问题的特点设计既有理论保证又能快速求解的算法成为优化领域
面临的新挑战.

在过去〸几年里, 基于零模与秩函数的特殊性质, 提出了许多处理低秩稀疏矩阵优化问题的
模型与算法. 本文第 2 节为预备知识, 主要介绍了零模与秩函数的一些非光滑性质和在低秩稀疏
矩阵优化理论分析中常用的正则性质; 第 3 节以稀疏逆协方差矩阵估计和列稀疏矩阵优化为典例
来概述稀疏矩阵优化的模型与算法研究; 第 4 节从凸松弛和因子分解两个角度概述了秩约束优化
和秩 (正则) 极小化问题的模型与算法研究; 第 5 节概述了低秩加稀疏矩阵优化问题的模型与算
法的研究; 第 6 节主要介绍与低秩矩阵优化相关的低秩张量问题的模型与算法研究; 第 7 节总结
了低秩稀疏矩阵优化研究中的关键问题与挑战; 最后在第 8 节中提出低秩稀疏矩阵优化中可以探
讨的一些问题.

2 符号说明与预备知识

符号说明: 本文用 Rn×m 表示所有 n × m 且 n ≤ m 实矩阵构成且赋予迹内积 ⟨·, ·⟩ 及其诱导
的 Frobenius 范数 ∥ · ∥F 的向量空间, Sn 表示所有 n× n 实对称矩阵构成的集合, Sn++ 表示 Sn

中所有正定矩阵构成的开凸锥, 而 On 表示所有 n × n 正交矩阵构成的集合. 符号 I 和 e 分别

表示单位矩阵和全 1 向量, 其维数可从文中推知. 对任意 X ∈ Rn×m, ∥X∥∗ 和 ∥X∥ 分别表示
矩阵 X 的核范数与谱范数, ∥X∥2,0 =

∑m
j=1 sign(∥X·j∥) 表示 X 的列 ℓ2,0-范数, 其中 X·j 表示

矩阵 X 的第 j 列, 而 σ(X) = (σ1(X), . . . , σn(X))T 表示元素按从大到小排序的奇异值向量, 并
记 On,m(X) :=

{
(U, V ) ∈ On × Om | X = U [Diag(σ(X)) 0]V T}. 对给定的闭集 Λ, δΛ 表示集

合 Λ 的指示函数, 即 δΛ(x) = 0 若 x ∈ Λ, 否则 δΛ(x) = +∞; PΛ(·) 表示集合 Λ 上的投影算子;
而 NΛ(x) 表示集合 Λ 在 x ∈ Λ 点处的 (极限) 法锥. 对任意给定的向量, [[x]] 与 [[x]]⊥ 分别表示

由 x 生成的子空间及其正交补空间. 对给定函数 f , 用 Pτ,f 表示 f 的参数 τ > 0 的邻近映射, 即

Pτ,f (x) := arg min
z∈X

{
1

2τ
∥z − x∥2 + f(z)

}
.

2.1 零模与秩函数的非光滑性质

零模与秩函数不仅是具有一定组合性的下半连续函数, 还是带平衡约束数学规划的值函数.
设 L 是由满足如下条件的闭正常凸函数 ϕ : R→ (−∞,+∞] 构成的函数簇:

int(domϕ) ⊇ [0, 1], 1 > t∗ := arg min
0≤t≤1

ϕ(t), ϕ(t∗) = 0 且 ϕ(1) = 1. (1)

由于 ϕ(1) = 1 且 t∗ 是函数 ϕ 在闭区间 [0, 1] 上的唯一最小值点, 故对任意 x ∈ Rn 有

∥x∥0 = min
w∈Rn

{ n∑
i=1

ϕ(wi) s.t.
⟨
e− w, |x|

⟩
= 0, 0 ≤ w ≤ e

}
. (2)



2 符号说明与预备知识 3

这表明零模是带有互补约束 e − w ≥ 0, |x| ≥ 0, ⟨e − w, |x|⟩ = 0 数学规划的值函数. 据我们所
知, Mangasarian [72] 是最早针对非负向量利用 ϕ(t) = t 给出这种变分刻画的. 任取 ϕ ∈ L , 应
用 Von Neumann 迹不等式 [49, 式 (3.3.25)] 可以验证, 对任意 X ∈ Rn×m,

rank(X) = min
W∈Rn×m

{ n∑
i=1

ϕ(σi(W )) s.t. ∥X∥∗ − ⟨X,W ⟩ = 0,W ∈ B
}

(3)

其中 B := {Z ∈ Rn×m | ∥Z∥ ≤ 1}表示谱范数单位球. 由于 ∥X∥∗−⟨X,W ⟩ = 0,W ∈ B成立当且
仅当 W ∈ arg maxZ∈B ⟨Z,X⟩ 或 X ∈ NB(W ), 故 (3) 式表明秩函数是带有平衡约束 X ∈NB(W )

数学规划的值函数. 此外, 从矩阵因子分解角度看, 秩函数还是参变量双线性等式约束规划的值
函数. 的确, 对任意秩不超过 κ 的矩阵 X ∈ Rn×m, 不难验证

rank(X) = min
U∈Rn×κ,V ∈Rm×κ

{1

2

(
∥U∥2,0 + ∥V ∥2,0

)
s.t. UV T= X

}
. (4)

下面来回顾零模与秩函数的广义次微分, 它们是刻画低秩稀疏矩阵优化各类稳定点的关键. 为
此, 设 X 为有限维向量空间 Rn 或 Rn×m, 对广义实值函数 f : X→ [−∞,+∞], 分别用 ∂̃f , ∂̂f, ∂f
及 ∂f 表示 f 的邻近、正则、极限和 Clarke 次微分映射; 当 f 为某闭集 Λ ⊆ X 上的指示函数时,
它们分别对应 Λ 的邻近、正则、极限和 Clarke 法锥映射.

2.1.1 零模与零模约束集的非光滑性质

文献 [61, 定理 1] 阐述零模在任意点处的邻近、正则、极限和 Clarke 次微分相同. 此结果可
直接由零模的邻近正则性 (prox-regularity) 得到, 下面来证明零模的此性质.

命题 2.1 零模是邻近正则函数, 从而对任意 x ∈ Rn 下述几个等式成立:

∂̃∥ · ∥0(x) = ∂̂∥ · ∥0(x) = ∂∥ · ∥0(x) = ∂∥ · ∥0(x) = [[x]]⊥.

证明: 对任意 z ∈ Rn, 记 supp(z) = {i ∈ {1, . . . , n} | zi ̸= 0}. 固定任意 x ∈ Rn 以及

任意 v ∈ ∂∥ · ∥0(x). 根据连续性, 必存在 ε1 > 0 使得对所有 z ∈ B(x, ε1), supp(z) ⊇ supp(x).
令 ε = 1

4 min(ε1, 1
∥v∥+1 ). 任取 x′ ∈ B(x, ε). 考虑 ∥x−x∥ < ε且 ∥x∥0 < ∥x∥0+ε以及 v ∈ ∂∥·∥0(x)

且 ∥v− v∥ < ε. 注意到 supp(x) ⊇ supp(x). 结合 ∥x∥0 < ∥x∥0 + ε, 容易推知 supp(x) = supp(x).
注意到 supp(x′) ⊇ supp(x), 下面分两种情况进行讨论:

情形 1: supp(x′) ̸= supp(x). 此时, ∥x′∥0 − ∥x∥0 ≥ 1, 从而对任意 ρ > 0 都成立着

∥x′∥0 ≥ ∥x∥0 + ⟨v, x′ − x⟩ − (ρ/2)∥x′ − x∥2. (5)

情形 2: supp(x′) = supp(x). 此时, 结合 supp(x) = supp(x) 以及 ∂∥ · ∥0(x) = [[x]]⊥, 容易得
到 ∥x′∥0 = ∥x∥0 = ∥x∥0 和 ⟨v, x′ − x⟩ = 0, 从而不等式 (5) 对任意的 ρ > 0 也成立.

由 [91, 定义 13.27] 及 x ∈ Rn 和 v ∈ ∂∥ · ∥0(x) 的任意性, 零模是邻近正则函数. 2
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下述引理提供了零模约束集的邻近、正则和极限法锥的刻画, 其证明详见文献 [7].

引理 2.1 设 r 是给定的正整数, 定义集合 Λ := {z ∈ Rn | ∥z∥0 ≤ r}. 考虑任意 x ∈ Λ.

(i) 若 ∥x∥0 = r, 则 ÑΛ(x) = N̂Λ(x) = [[x]]⊥ = NΛ(x).

(ii) 若 ∥x∥0 < r, 则 ÑΛ(x) = {0} =N̂Λ(x) ⊆NΛ(x) =
{
v ∈ Rn | ∥v∥0 ≤ n− r

}
∩ [[x]]⊥.

2.1.2 秩函数与秩约束集的非光滑性质

由于秩函数是零模与奇异值向量的复合, 而零模是绝对对称函数 (即对任意 x ∈ Rn 以及任

意 n × n 符号置换矩阵 P 都有 ∥Px∥0 = ∥x∥0), 将命题 2.1 与文献 [28, 定理 4.2] 结合即可得知
秩函数是邻近正则的. 再结合文献 [63, 64] 中的结论, 便有下述命题成立.

命题 2.2 秩函数是邻近正则函数, 从而对任意 X ∈ Rn×m 成立着

∂̃rank(X) = ∂̂rank(X) = ∂rank(X) = ∂rank(X) = [[X]]⊥

=
{
U [Diag(w) 0]V T | w ∈ ∂∥ · ∥0(σ(X)), (U, V ) ∈ On,m(X)

}
.

注意到, 秩约束集的指示函数是零模约束集的指示函数与奇异值向量的复合, 而零模约束集
的指示函数是绝对对称的. 将引理 2.1 与文献 [63, 64] 结合, 即可得到下述结论.

命题 2.3 设 r 是给定的正整数, 定义集合 Ξ := {Z ∈ Rn×m | rank(Z) ≤ r}. 考虑任意 X ∈ Ξ.
若 rank(X) = r, 则有 ÑΞ(X) = N̂Ξ(X) = NΞ(X) = [[X]]⊥; 若 rank(X) < r, 则有 ÑΞ(X) =

{0} =N̂Ξ(X) ⊆NΞ(X) =
{
W ∈ Rn×m | rank(W ) ≤ n− r

}
∩ [[X]]⊥.

由命题 2.3 知, 秩约束集在边界点 M 处的法锥恰好是法空间 [[M ]]⊥, 从而它在点 M 处的切

锥是子空间 [[M ]]. 这样,任取 (U, V ) ∈ On,m(M)并记 U = [U1 U2], V = [V1 V2]其中 U1 ∈ Rn×r

与 V1 ∈ Rm×r 是分别表示由 U 和 V 的前 r 列构成的子矩阵, 便有

[[M ]]=
{
H | H = U1U

T
1HV2V

T
2 +HV1V

T
1

}
, [[M ]]⊥=

{
H | H = U2U

T
2HV2V

T
2

}
.

根据零模与秩函数的广义次微分,容易验证零模与秩函数还是指数 1/2的 KL函数 (关于 KL
的定义见定义 2.5). 另外, 零模与秩函数的邻近映射 (尽管多值) 还有闭式表达, 是低秩稀疏矩阵
优化问题的硬阈值算法的核心. 的确, 对任意 x ∈ Rn 及 τ > 0,

Pτ,∥·∥0
(x) =

{
x∗∈ Rn | x∗i =

{
xi if xi ≥

√
2τ ;

0 otherwise,
i = 1, . . . , n

}
,

而对任意矩阵 X ∈ Rn×m, 根据 Von Neumann 迹不等式以及秩函数与零模的关系,

Pτ,rank(·)(X) =
{
U [Diag(x∗) 0]V T | x∗∈ Pτ,∥·∥0

(σ(X)), (U, V ) ∈ On,m(X)
}
.
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值得指出的是, 在低秩稀疏矩阵优化问题的算法分析中, 更多需要的是零模 (或秩) 正则复合
函数的广义次微分及相应指数 1/2 的 KL 性质刻画; 譬如, 根据零模与秩函数的邻近映射具有闭
式表达, 对某些特殊低秩稀疏矩阵优化问题可直接藉助零模与秩函数的邻近映射设计算法, 但要
分析这些算法的线性收敛速率, 则需刻画零模或秩函数正则复合函数的指数 1/2 的 KL 性质. 另
外, 虽然单独的零模约束集或秩约束集的法锥映射比较容易刻画, 但零模 (或秩) 约束与其他约束
条件构成的复合闭集的法锥刻画并不容易, 需要一定的约束规范, 而且, 因零模与秩函数的组合
性, Robinson 约束规范条件通常是不成立的. 这样, 识别出满足更弱约束规范条件的零模 (或秩)
约束复合集类尤为重要.

2.2 几类常用的正则性质

本小节回顾低秩稀疏矩阵优化的理论分析中常用的几类正则性质, 包括损失函数的限制强凸
与限制光滑性、线性算子的限制同构性、以及非凸非光滑函数的 KL 性质.

2.2.1 损失函数的限制强凸与光滑性

首先, 我们来介绍连续可微函数的限制秩型的强凸 (RSC) 与光滑性 (RSS) 定义.

定义 2.1 (见 [55]) 设 Φ: Rn×m → R 是给定的连续可微函数. 若存在常数 α > 0 使得对任意秩

不超过 r 的矩阵 X,Z ∈ Rn×m 都有下述不等式成立

Φ(X)− Φ(Z)− ⟨∇Φ(Z), X−Z⟩ ≥ (α/2)∥X−Z∥2F ,

则称 Φ 满足 (r, α)-RSC; 若存在常数 β > 0 使得对任意秩不超过 r 的 X,Z ∈ Rn×m 都有

Φ(X)− Φ(Z)− ⟨∇Φ(Z), X−Z⟩ ≤ (β/2)∥X−Z∥2F ,

则称 Φ 满足 (r, β)-RSS; 并称这样的最大 α 和最小 β 分别为 r-RSC 模和 r-RSS 模.

当将定义 2.1 中的 X,Z 限制为对角矩阵时, 即可得到稀疏条件下的限制强凸与限制光滑
性 (见 [93]). 上述限制强凸与光滑性是通过限制变量的秩 (或稀疏度) 给出的, 主要用于矩阵零模
约束和秩约束优化问题的理论分析 (如硬阈值迭代法和因子分解法), 而在低秩稀疏矩阵优化的凸
松弛法分析中, 通常采用限制方向集型的强凸与光滑性.

定义 2.2 (见 [1]) 设 Φ : Rn×m → R 与 ϑ : Rn×m → R+ 分别是给定的连续可微函数与正则函

数. 若存在常数 γl > 0, τl ≥ 0 使得对任意 X,Z ∈ C ⊆ Rn×m 都有

Φ(X)− Φ(Z)− ⟨∇Φ(Z), X−Z⟩ ≥ (γl/2)∥X−Z∥2F − τl ϑ2(X−Z),

则称 Φ 在 C 上满足关于正则函数 ϑ 的 (γl, τl)-RSC; 若存在常数 γu > 0, τu ≥ 0 使得

Φ(X)− Φ(Z)− ⟨∇Φ(Z), X−Z⟩ ≤ (γu/2)∥X−Z∥2F + τu ϑ
2(X−Z) ∀X,Z ∈ C,
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则称函数 Φ 在集合 C 上满足关于正则函数 ϑ 的 (γu, τu)-RSS.

不难看到, 当 Φ 是对应采样算子 A : Rn×m→ RN 的最小二乘损失函数 1
2∥A(X)− b∥2 时, 其

模 α 的 r-RSC 与模 β 的 r-RSS 分别退化为 A∗A 的 2r-限制最小与最大特征值, 即

α = min
rank(Y )≤2r,∥Y ∥F=1

∥A(Y )∥2, β = max
rank(Y )≤2r,∥Y ∥F=1

∥A(Y )∥2;

而其在集合 C 上关于任意正则函数 ϑ 的 (γl, 0)-RSC 等价于要求对所有 H ∈ C−C, ∥A(H)∥2 ≥
γl∥H∥2F , 此时也称线性算子 A 满足集合 C−C 上的限制强凸性.

2.2.2 线性算子的限制同构性

定义 2.3 (见 [87]) 对给定 r ∈ {1, . . . , n}, 线性算子 A : Rn×m → RN 的 r-限制同构常数 δr(A)
是使下述不等式对所有秩不超过 r 的矩阵 X ∈ Rn×m 都成立的最小正常数 δ:

(1− δ)∥X∥F ≤ ∥AX∥ ≤ (1 + δ)∥X∥F ;

若存在某个常数 δ ∈ [0, 1) 使得 δr(A) ≤ δ, 则称线性算子 A 满足秩 r-限制同构性.

对照定义 2.1, 若线性算子 A 满足秩 2r-限制同构性, 则相应最小二乘损失函数满足模 [1 −
δ2r(A)]2 的 r-RSC 与模 [1 +δ2r(A)]2 的 r-RSS. 显然, A 的 2r-限制同构常数 δ2r(A) 越接近 0

等价于最小二乘损失函数的 r-限制条件数 [1+δ2r(A)]2

[1−δ2r(A)]2 越接近 1. 文献 [87] 中证明 ‘‘对任意给定
的 δ ∈ (0, 1), 若 A 是几乎同构随机线性映射, 则当 N ≥ c0r(n +m) log(nm), δr(A) ≤ δ 会以概

率 1 − exp(−c1N) 成立, 其中 c0 和 c1 是仅依赖于 δ 的正常数.” 虽然文献 [87] 提供了一些几乎
同构随机线性映射的例子 (如 A 的相应矩阵具有独立同分布元素且每个元素服从高斯分布或对
称伯努利分布), 但限制同构性还是比较强的. 文献 [75] 还通过例子说明即使映射 A 不满足限制
同构性, 但会以高概率满足闭凸锥 C := {H | ∥P[[M ]]⊥(H)∥∗ ≤ 3∥P[[M ]](H)∥∗} 上的限制强凸性, 其
中 M ∈Rn×m 是真实矩阵.

正如文献 [17] 中提到的, 矩阵填充问题的采样算子一般不满足限制同构性. 对这类低秩矩阵
优化问题的理论分析, 通常需假设真实矩阵满足不相关 (incoherence) 条件, 其本质是要求真实矩
阵的奇异值向量元素尽可能均匀, 见文献 [23] 给出的下述定义:

定义 2.4 设秩 r 矩阵 M ∈ Rn×m 有奇异值分解 U [Diag(σ(M)) 0]V T. 若对某个 µ0 > 0,

max
1≤i≤n

∥UTei∥ ≤
√
µ0r/n 且 max

1≤j≤m
∥V Tej∥ ≤

√
µ0r/m,

则称矩阵 M 满足参数 µ0 的不相关条件, 其中 ei 是第 i 个标准基向量.

2.2.3 非凸非光滑函数的 KL 性质

对低秩稀疏矩阵优化问题, 为了分析基于近似或等价非凸代理模型设计的算法的全局收敛性
及收敛速率, 通常需要代理模型目标函数的 KL 性质, 这里给出其严格定义.
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定义 2.5 设 h : X → [−∞,+∞] 是闭正常广义实值函数, 考虑任意点 x ∈ dom ∂h. 如果存在
点 x 的领域 U , 常数 η ∈ (0,+∞] 以及满足如下性质的连续凹函数 φ : [0, η)→ R+:

(i) φ(0) = 0 且 φ 在开区间 (0, η) 上连续可微;

(ii) 对所有 s ∈ (0, η) 都有 φ′(s) > 0

使得对所有 x ∈ U ∩
[
h(x) < h(x) < h(x) + η

]
, 都有 φ′(h(x) − h(x))dist(0, ∂h(x)) ≥ 1, 则称函

数 h 在点 x 处具有 KL 性质; 特别地, 当 φ(s) ≡ c
√
s (其中 c > 0 为常数) 时, 此不等式仍成立,

则称函数 h 在点 x 处具有指数 1/2 的 KL 性质. 如果 h 在集合 dom ∂h 中的每点处都满足 (指
数 1/2 的) KL 性质, 则称 h 是 (指数 1/2 的) KL 函数.

正如文献 [3] 中第 4 节所讨论的, 许多类函数都具有 KL 性质 (如半代数函数), 但要识别它
们 (尤其是复合非凸非光滑函数) 是否具有指数 1/2 的 KL 性质并不是容易的事, 感兴趣的读者
可参阅文献 [66] 中提供的一些准则.

3 稀疏矩阵优化问题的模型与算法

稀疏矩阵优化问题旨在寻求使某损失函数值尽可能小且有很多零元或零列 (行) 的矩阵, 其
典例是稀疏逆协方差矩阵估计问题和列 (行) 稀疏矩阵优化问题.

3.1 稀疏逆协方差矩阵估计的模型与算法

稀疏逆协方差矩阵估计问题就是基于随机向量 X∈ Rp 的独立同分布观测 {X(k)}pk=1 来估计

其稀疏逆协方差矩阵. 由于当随机向量服从高斯分布时, 其协方差矩阵逆的稀疏结构与高斯马尔
可夫随机域图的边结构对应, 该问题在机器学习、信号处理、计算生物等领域中有着〸分重要的
应用 [34, 106]. 设随机向量 X∈ Rp 服从高斯分布 N (0,Σ∗), 其稀疏逆协方差矩阵 Θ∗ = (Σ∗)−1

估计的理想选择是零模正则的最大似然估计:

min
Θ∈Sp++

{
−log(detΘ) + ⟨Σ∗,Θ⟩+ λ∥Θ∥0

}
. (6)

由于真实协方差矩阵的未知性和矩阵零模的组合性, 问题 (6) 是不可解的. 对于 Σ∗ 的未知性, 自
然采用样本协方差矩阵 S 代替 Σ∗ 来克服; 而对矩阵零模 ∥Θ∥0 的组合性, 通常用其在无穷范数
单位球 {Z ∈ Sp | maxi,j |Zij | ≤ 1} 上的凸包 ∥Θ∥1 (见文献 [31]) 来代替零模克服. Yuan 等
人 [6, 106] 正是率先通过解这样的凸规划来得到 Θ∗ 的稀疏估计:

Θ̂ := arg min
Θ∈Sp++

{
−log(detΘ) + ⟨S,Θ⟩+ λ∥Θ∥1

}
. (7)

由于最优解 Θ̂ 的非零元表征了图模型变量的相关性, 模型 (7) 也常被称为高斯图模型. 另一类常
见的模型是根据关系式 Σ∗Θ∗ = I 以及 S 是 Σ∗ 的无偏估计的事实, 通过在矩阵集 {Θ ∈ Rp×p :
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∥SΘ− I∥∞ ≤ λ} 中寻求 ℓ1-范数最小的矩阵来得到 Θ∗ 的稀疏估计 [15], 即将如下凸优化问题最
优解的适当对称化 Θ̃ 作为 Θ∗ 的稀疏估计:

Θ̃′ ∈ arg min
Θ∈Rp×p

{
∥Θ∥1 s.t. ∥SΘ− I∥∞ ≤ λ

}
. (8)

对于凸松弛问题 (7), Ravikumar 等人 [86] 在真实逆协方差矩阵 Θ∗ 的不可表示条件和样

本协方差矩阵的适当尾条件下, 不仅导出了唯一最优解 Θ̂ 到真实解 Θ∗ 的元素最大无穷范数统

计界, 还建立了最优解 Θ̂ 的符号相容性; 而对凸松弛问题 (8), Cai 等人 [15] 通过限制真实逆协
方差矩阵 Θ∗ 的 ℓ1-范数及近似稀疏度, 在适当的矩条件下建立了 Θ̃ 到真实解 Θ∗ 的谱范数、

Frobenius 范数以及元素最大无穷范数的统计界. 这些结果为矩阵零模正则化问题 (6) 的凸松弛
模型 (7) 和 (8) 提供了统计意义下的理论保证.

鉴于稀疏逆协方差矩阵估计的重要性, 文献中提出了许多求解凸规划 (7) 的算法, 如对偶一
阶算法和牛顿法、原一阶算法和牛顿法, 这里主要介绍 Banerjee 等人 [6] 提出的对偶块坐标下降
法和 Hsieh 等人 [53] 提出的原块坐标牛顿法.

3.1.1 对偶块坐标下降法

根据凸规划的强对偶定理, 凸规划 (7) 的最优解可以通过解其如下对偶问题来得到:

min
Γ∈Sp++

{
−log(detΓ) s.t. ∥Γ− S∥∞ ≤ λ

}
.

Banerjee 等人 [6] 提出的对偶块坐标下降法是每步迭代通过求解 p 个凸二次规划对变量 Γ 的每

行/列进行优化. 给定初始点 Γ0 = S + λI, 该方法的基本迭代公式如下:



For k = 0, 1, 2, . . .

For j = 1, 2, . . . , p

(a) 设 Γj−1是当前迭代, 计算如下二次规划

ŷ := arg min
y∈Rp−1

{
⟨y, (Γj−1

\j\j)
−1y⟩ s.t. ∥y − Sj∥∞ ≤ λ

}
; (9a)

(b) Γj ←−用 ŷ 代替除去对角元的矩阵 Γj−1的第 j 列. (9b)

End

置 Γk+1 ←− Γp. 若 Γk+1不满足终止条件, 则 Γ0 ←− Γk+1, k ←− k + 1.

End

其中, Γj−1
\j\j 是将 Γj−1 去掉第 j 行和第 j 列而得到的矩阵, 而 Sj 表示矩阵 S 除去对角元的第 j

列. 注意到式 (9a) 中的凸二次规划恰好是标准 Lasso 问题的对偶, 故该方法实质是将复杂的凸规
划 (7) 分解为一系列简单 Lasso 问题来求解, 因此也常被称为图 Lasso 算法. 值得强调的是, 上述
块坐标下降法是通过估计协方差矩阵来得到其逆的稀疏估计.
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3.1.2 原块坐标牛顿法

求解凸规划 (7) 的牛顿法是每步通过解目标函数 f 在当前迭代点处的二次近似来产生牛

顿方向, 其中 f 的二次近似是藉助其光滑部分的二次近似和其非光滑部分形成. 记 g(Θ) :=

− log(detΘ) + ⟨S,Θ⟩, 则 f 在迭代点 Θk 处的牛顿方向由下述优化问题定义

Dk := arg min
∆∈Sp

{
vec(∇g(Θk))Tvec(∆) +

1

2
vec(∆)T∇2g(Θk)vec(∆) + λ∥Θk+∆∥1

}
.

藉助 Hk :=∇2g(Θk) 和 bk := vec(∇g(Θk)), 此优化问题可重新写成 Lasso 问题

Dk := arg min
∆∈Sp

{1

2

∥∥(Hk)1/2vec(∆) + (Hk)−1/2bk
∥∥2 + λ∥Θk+∆∥1

}
. (10)

文献 [53] 的块坐标牛顿法是每步使用块坐标下降法求解子问题 (10) 而提出的二阶方法, 由于它
将块坐标下降法的优点与问题 (10) 的结构巧妙结合起来, 适于求解大规模问题.

3.2 列 (行) 稀疏矩阵优化的模型与算法

列稀疏矩阵优化问题主要源于高维多元线性回归中的变量选择 [78] 和多任务学习中的联合
变量或子空间选择问题 [79, 110], 其目的是恢复一组同时与多个任务相关的协变量. 给定数据样
本集

{
(xki , y

k
i ) ∈ Rp × R, i = 1, . . . , Nk, k = 1, . . . ,K

}
, 其中指标 k 和 i 分别表征任务及任务的

独立同分布观测. 若 wk ∈ Rp 表示任务 k 的线性评判函数的参数, Jk(⟨wk, xki ⟩, yki ) 表示任务 k

关于样本 (xki , y
k
i ) 的损失, 其中 Jk : R×R→ R+ 是任务 k 的损失函数, 则选择一组与这 K 个任

务同时相关的变量就模型化为列 ℓ2,0-正则化问题

min
W∈RK×p

{ K∑
k=1

Nk∑
i=1

Jk(⟨wk, xki ⟩, yki ) + λ∥W∥2,0
}

(11)

其中 W 是以 (wk)T 为行向量的矩阵, 其第 j 列表示协变量 j 对应各任务的系数. 根据向量 ℓ1-范
数是向量零模在 ℓ∞-范数单位球上的凸包 [31], 自然用 ∥W∥2,0 在紧凸集 {Z ∈ RK×p | ∥Z·j∥ ≤
1, j = 1, . . . , p} 上的凸包 ∥W∥2,1 代替 ∥W∥2,0, 通过解如下凸规划

min
W∈RK×p

{ K∑
k=1

Nk∑
i=1

Jk(⟨wk, xki ⟩, yki ) + λ∥W∥2,1
}

(12)

来得到非凸问题 (11)的满意解. 针对高维多元线性回归中的变量选择问题, 文献 [78]在随机高斯
设计矩阵的协方差满足适当不可表示条件、自不相关性和有界特征谱条件下研究了相应凸松弛模

型 (12) 的组变量选择相容性, 为这类列 ℓ2,0-正则最小二乘损失问题的凸松弛法提供理论支撑. 虽
然凸规划 (12) 隶属非多面体二阶锥优化, 但仍适于采用加速邻近梯度法 [5]、块坐标下降法 [103]、
交替方向乘子法 [41,43] 等一阶算法进行求解.

对前两节中的稀疏矩阵优化问题, 我们主要介绍了基于矩阵零模在特殊紧凸集上的凸包而发
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展的凸松弛算法. 值得指出的是, 这些凸包诱导稀疏解的能力是弱的, 尤其是当矩阵变量限制在
某些复杂约束集, 如非负矩阵集

{
Z ∈ Rn×p

+ | Ze = e, ZTe = e
}
时, 采用相应的凸松弛方法甚

至不能产生稀疏解. 在过去〸几年里, 对向量零模提出了许多非凸代理, 如 ℓp (0 < p < 1) 代理

[21,22,52]、光滑凹近似 [13,88,102]、SCAD 和 MCP 等折叠凹函数 [33,109]、Soubies 等人 [94]
针对零模正则最小二乘问题提出的精确连续松弛、以及文献 [69] 针对约束组零模正则化问题, 通
过研究其等价 MPEC 问题的全局精确罚导出的等价 DC 代理. 与零模的凸包相比, 这些非凸代
理可以更好地逼近甚至等价零模, 从而藉助它们可以期望设计出更有效的稀疏矩阵优化问题的凸
松弛算法.

4 低秩矩阵优化问题的模型与算法

根据对目标矩阵的秩是否有较紧的上估计, 低秩优化问题一般模型化为秩约束优化和秩 (正
则) 极小化问题. 设 f : Rn×m → R+ 是损失函数, 秩约束优化问题通常描述为

min
X∈Rn×m

{
f(X) s.t. rank(X) ≤ r,X ∈ Ω

}
(13)

其中正整数 r 是目标矩阵秩的上紧估计, Ω ⊆ Rn×m 为闭凸集; 而秩极小化问题一般为

min
X∈Rn×m

{
rank(X) s.t. f(X) ≤ δ, X ∈ Ω

}
(14)

其中常数 δ ≥ 0 表示噪声水平. 与秩极小化问题不同, 秩正则极小化问题是通过控制正则参
数 ν > 0 在损失函数极小与秩函数极小之间寻求一个权衡目标矩阵, 其模型如下

min
X∈Rn×m

{
νf(X) + rank(X) s.t. X ∈ Ω

}
. (15)

由于秩函数的组合性, 一种处理低秩矩阵优化问题 (13)-(15) 的方法是寻求秩函数的有效凸
或非凸代理、然后通过解相应的代理模型或其凸松弛模型来得到秩优化问题的满意解, 这种方法
是直接对矩阵变量 X 进行优化, 每步迭代会涉及矩阵的奇异值分解; 另一种处理低秩矩阵优化问
题 (13)-(15) 的方法是利用目标矩阵是低秩的信息将变量 X 用低秩双因子形式 UV T 代替，然后

通过解双因子分解模型来得到秩优化问题的满意解.

4.1 代理模型与凸松弛法

本节主要概述低秩优化问题 (13)-(15)的几类常见代理模型 (包括核范数代理模型、Schatten-
p 拟范数代理模型和等价 DC 代理模型) 和基于这些模型而发展的凸松弛法. 如无特殊说明, 下
文出现的 A 是 Rn×m 到 RN 的线性映射, M ∈ Rn×m 是未知真实矩阵.
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4.1.1 核范数凸代理模型

核范数凸松弛法, 作为控制领域中迹范数启发式法的推广, 是由 Fazel 在其博士论文中首次
提出的 [31]. 受向量稀疏优化 ℓ1-范数凸代理法的良好性能启发, 她证实了核范数是秩函数在算子
范数单位球上的最紧凸代理, 并提出用核范数代替秩函数、通过解单个核范数凸优化问题来得到
低秩解的凸松弛方法. 特别地, 就仿射约束 A(X) = A(M) 的秩极小化问题, Recht 等人 [87] 率
先在 A 的限制同构条件下证明了如下核范数优化问题

min
X∈Rn×m

{
∥X∥∗ s.t. A(X) = A(M)

}
(16)

有唯一最优解 X∗ = M , 并证实当 A 是服从某些分布的随机采样算子时, 所需的限制同构条件
会以高概率成立, 从而建立核范数凸松弛法对仿射约束秩极小化问题的精确恢复保证. 几乎同
时, Candès 和 Recht [17] 注意到源于矩阵填充的仿射约束秩极小化问题的 A 并不满足限制同构
性, 他们在 M 的行和列空间满足一定不相关条件下, 证实当无噪声均匀采样的采样数达到一定
下界时, 相应的问题 (16) 会以高概率有唯一最优解 X∗ =M . 之后, 就噪声矩阵感知和填充问题,
Candès [19] 和 Negahban 等人 [75, 76] 分别在采样算子的限制同构和限制强凸条件下, 建立了如
下核范数正则化问题

min
X∈Rn×m

{1

2
∥A(X)− b∥2 + λ ∥X∥∗

}
(17)

的最优解到真实解的误差界. 这些理论结果为核范数凸代理模型提供了相应的统计保证.
受核范数凸代理模型的理论保证激发, 许多求解核范数优化问题的有效算法被相继提出, 如

求解核范数极小化问题 (16)的奇异值阈值算法 [16]以及 (线性化)增广拉格朗日函数法 [68,105];
求解核范数正则化问题 (17) 的不动点延拓算法 [71]、加速邻近梯度法 [98] 和线性化交替方向
法. 这些算法基本都依赖于核范数的邻近算子, 如奇异值阈值算法 [16] 是采用对偶法解 (16)
的 Tiknohov 强凸正则化形式, 其基本迭代公式为{

Xk = Pτ,∥·∥∗(A∗(yk−1)) (τ > 0 为常数);

yk = yk−1 + αk(A(M)−A(Xk))

其中 αk > 0 为步长; 而不动点延拓算法 [71] 和加速邻近梯度法 [98] 的基本迭代公式为{
Y k = Xk − τA∗(A(Xk)− b);
Xk+1 = Pτλ,∥·∥∗(Y

k) (τ > 0 为常数).

4.1.2 Schatten-p 拟范数代理模型

虽然核范数是秩函数在谱范数单位球上的最紧凸包, 但两者之间存在很大差别, 因而对一
般的尤其是某些结构的低秩矩阵恢复问题, 该方法将面临挑战甚至失效; 例如, 当用此方法求
解金融领域中的低秩相关矩阵填充问题时, 由于核范数在可行域上恒为常数, 解核范数凸松弛
问题并不能产生低秩解. 鉴于此, 一些研究者通过寻求秩函数的有效非凸代理来设计启发式法,
如 Schatten-p 拟范数代理法. 该方法是用 Schatten-p 拟范数或其光滑形式代替秩函数、通过解
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代理问题的一阶线性近似来得到秩 (正则) 极小化问题的满意解. 文献 [58] 和 [108] 就仿射约
束 A(X) = A(M) 秩极小化问题, 分别在线性映射 A 的适当限制同构条件或 Schatten-p 拟范数
诱导的零空间条件下, 证实如下非凸代理问题

min
X∈Rn×m

{
∥X∥pp s.t. A(X) = A(M)

}
(18)

具有唯一全局最优解 X∗ = M , 由此建立了此类非凸代理法对仿射约束秩极小化问题的精确恢复
保证, 其中 ∥X∥pp (0 < p < 1) 表示矩阵 X 的 Schatten-p 拟范数. 此外, Rohde 等人 [90] 还在线
性映射 A 的适当限制同构条件下导出如下 Schatten-p 拟范数正则问题

min
X∈Rn×m

{
∥A(X)− b∥2 + λ∥X∥pp

}
(19)

的预测误差界以及全局最优解到真实解的 Schatten-q (p ≤ q ≤ 2) 误差界. 这些结果在一定程度
上证实了非凸代理模型 (18)-(19) 是好的, 但因问题 (18)-(19) 的非凸性, 求解它们仍需采用凸松
弛方法, 故这些结果与计算满意解的凸松弛法的理论之间还存在着差距.

目前, 求解 Schatten-p 拟范数代理问题的凸松弛法主要是迭代重加权最小二乘法, 其基本思
想是寻求光滑化的 Schatten-p拟范数代理问题一阶近似的最优解. 例如,针对光滑化的 Schatten-
p 拟范数正则最小二乘问题, Lai 等人 [59] 提出如下迭代重加权法

W k =
(
(Xk)TXk + ϵ2kI

)p/2−1
; (20a)

Xk+1 ∈ arg min
X∈Rn×m

{1

2
∥X(W k)1/2∥2F +

1

2λq
∥A(X)− b∥2

}
; (20b)

ϵk+1 = min
(
ϵk, ασκ+1(X

k+1)
)

(20c)

并在线性映射 A 的限制同构条件下建立了迭代序列 {Xk} 的任意极限点到真实解的误差界, 其
中迭代步 (20c) 中的 α ∈ (0, 1) 为常数, 正整数 κ 是预估的秩.

4.1.3 等价 DC 代理模型

前两节讨论的凸代理模型或非凸代理模型都只是低秩矩阵优化问题的近似, 它们与低秩优化
问题一般具有不同的全局最优解集, 因而基于这些代理模型的凸松弛法的有效性在很大程度上取
决于它们与低秩优化模型的逼近程度. 根据 (3) 中秩函数的变分刻画, 秩 (正则) 极小化问题本质
是带平衡约束的矩阵规划, 如问题 (15) 等价如下矩阵 MPEC

min
X∈Ω,W∈B

{
νf(X) +

n∑
i=1

ϕ(σi(W )) s.t. ∥X∥∗ − ⟨X,W ⟩ = 0

}
.
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文献 [12, 69] 通过研究平衡约束 ∥X∥∗ − ⟨X,W ⟩ = 0 诱导的罚问题的全局精确惩罚性, 即证实存
在 ρ > 0 使得对应每个 ρ > ρ 的如下罚问题与矩阵 MPEC 有相同全局最优解集:

min
X∈Ω,W∈B

{
νf(X) +

n∑
i=1

ϕ(σi(W )) + ρ
(
∥X∥∗ − ⟨X,W ⟩

)}
,

提供了一种构造低秩矩阵优化问题等价 DC 代理的机制, 并藉助等价 DC 代理或 MPEC 的全局
精确罚提出了多阶段凸松弛法. 以秩正则最小二乘问题为例, 其基本迭代步为

Xk+1 ∈ arg min
X∈Ω

{1

2
∥A(X)− b∥2 + ρ(∥X∥∗ − ⟨X,W k⟩)

}
; (21a)

W k+1 ∈ arg min
W∈B

{ n∑
i=1

ϕ(σi(W ))− ρ⟨Xk,W ⟩
}
. (21b)

由于子问题 (21b) 具有闭式全局最优解, 该方法每步迭代只需求解一个核半范数正则化问题. 文
献 [12] 在映射 A 的适当限制特征值条件下, 导出了每阶段最优解 Xk 到真实解的误差界、量化

了第一阶段最优解 X1 的误差界在之后各阶段的下降量、并建立了误差界序列 {∥Xk−M∥} 在统
计意义下的几何收敛速率. 对于此方法, 目前尚不能得到整个序列 {Xk} 的收敛性, 但将 (21a) 中
的损失函数用其在 Xk 点处的二次近似代替来产生点列 {Xk}, 则藉助适当辅助函数及其 KL 性
质可以证得 {Xk} 的收敛性, 详见 [70] 的分析.

对于秩约束优化问题 (13), 注意到 rank(X) ≤ r 成立当且仅当 ∥X∥∗ − ∥X∥(r) = 0, 其
中 ∥ · ∥(r) 表示矩阵的 Ky-Fan r-范数, 因此可将其等价写成如下 DC 约束矩阵规划

min
X∈Rn×m

{
f(X) s.t. ∥X∥∗ − ∥X∥(r) = 0, X ∈ Ω

}
.

文献 [38] 藉助 DC 约束 ∥X∥∗−∥X∥(r) = 0 诱导的罚问题提出了求解秩约束优化问题 majorized
罚极小化法. 对于某些简单闭凸集 Ω, 文献 [11] 证实这种 DC 约束诱导的罚实际是全局精确罚,
从而相应的秩约束优化问题在全局意义下等价于矩阵 DC 规划.

低秩矩阵优化问题的凸松弛法历经〸几年的研究, 虽然在理论上已取得很大的进展, 但因每
步迭代都涉及一个 (通常是满秩矩阵的) 奇异值分解, 在数值计算上仍面临着严峻的挑战. 特别
地, 此计算瓶颈制约了凸松弛方法在一些大规模低秩矩阵优化中的应用.

4.2 因子分解模型与算法

因子分解法是由 Burer 和 Monteiro [14] 最早提出并用于求解低秩半正定规划. 与凸松弛法
不同, 它不是直接优化矩阵变量 X ∈ Rn×m, 而是根据目标矩阵是低秩的信息将变量 X 用其双因

子形式 UV T 代替, 然后直接求解所得到的非凸因子模型. 当对目标矩阵的秩有较紧的上估计 (如
正整数 r) 时, 通常采用秩约束优化问题 (13) 的因子模型

min
U∈Rn×r,V ∈Rm×r

{
f(UV T) s.t. UV T ∈ Ω

}
; (22)
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否则考虑秩 (正则) 极小化模型或其代理模型的因子形式更为合理. 设正整数 κ 是目标矩阵秩的

粗略上估计, 根据 (4) 中秩函数的因子刻画, 秩正则问题 (15) 的因子模型为

min
U∈Rn×κ,V ∈Rm×κ

{
νf(UV T) +

1

2

(
∥U∥2,0 + ∥V ∥2,0

)
s.t. UV T ∈ Ω

}
(23)

其中列 ℓ2,0-范数正则项可藉助参数 ν > 0 的调整极大缩减所求因子的非零列数, 从而得到接近最
优秩的双因子. 由 [89] 中核范数的双因子刻画, 核范数代理模型的因子形式为

min
U∈Rn×κ,V ∈Rm×κ

{
νf(UV T) +

1

2

(
∥U∥2F + ∥V ∥2F

)
s.t. UV T ∈ Ω

}
. (24)

与因子模型 (23) 相比, 模型 (24) 中的正则项并不是使所求因子矩阵的某些列为零来接近最优秩,
而是藉助核范数的降秩功能来得到秩比 κ 更小的双因子. 正如前面所提到的, 核范数的降秩能力
是弱的, 因此当真实矩阵 (或目标矩阵) 的秩与其粗略上估计 κ 相差很大时, 求解核范数因子模
型 (24) 依然会得不到满意的低秩解.

由于因子分解模型比原低秩矩阵优化模型涉及更少的变量个数、尤其是因子分解法每步迭代

免去了凸松弛方法所需的奇异值分解的工作量, 它在一些大规模低秩矩阵优化问题 (如传感器定
位 [10]、用户偏好预测 [29,57]、量子层析 [44])的处理中得到广泛应用,引发近几年对因子分解模型
理论进行研究的热潮. 虽然因子模型极大缩减了变量数, 但因子分解的双线性结构使得因子模型
具有很高的非凸性,引入许多额外的非全局最优的稳定点. 因此,对因子分解模型的一个研究方向
是致力于刻画其目标函数的几何蓝图或证实目标函数是否具有严格鞍点性质, 即验证每个稳定点
要么是局部最优解、要么其海瑟矩阵至少存在一个严格负的特征值, 从而沿着负曲率方向可以继
续缩减目标值. 目前,此方向的大部分研究工作 (见文献 [9,39,40,82,116,117])是围绕着秩约束优
化问题的精确参数化因子模型 (即 r = rank(M))或其带平衡项 ∥UTU −V TV ∥2F 的正则化形式开
展的; 只有文献 [65] 考虑了核范数正则化因子模型 (24) 的精确和过参数形式 (即 κ ≥ rank(M)),
并在损失函数的适当限制强凸与限制光滑条件下证实了每个稳定点要么是全局最优解、要么其海

瑟矩阵有严格负的特征值. 此方向的研究成果意味着像梯度下降这类局部搜索法求解相应的因子
模型可以收敛到全局最优解.

另一研究方向是从局部视角来研究因子模型 (22)-(24) 或其带平衡项的正则化因子模型, 其
目的是刻画目标函数在全局最优解集附近的增长性, 此方向的研究工作大多与具体的算法联系在
一起 (见文献 [54, 81, 95, 100,113,114]). 下面来介绍求解因子分解模型的常见算法. (1) 当损失函
数 f 连续可微时, 可直接应用某些经典非线性规划方法来进行求解; 例如, 文献 [87] 中就采用了
增广拉格朗日函数法解核范数极小化问题 (16) 的因子模型. (2) 对因子分解模型 (22)-(24), 当因
子矩阵 U 和 V 之一固定时, 若其变成可解的矩阵优化问题, 则可以采用块坐标下降法求解, 以因
子模型 (22) 为例, 其基本迭代步为

Uk+1 ∈ arg min
U∈Rn×r

{
f(U(V k)T) s.t. U(V k)T ∈ Ω

}
, (25a)

V k+1 ∈ arg min
V ∈Rm×r

{
f(Uk+1V T) s.t. Uk+1V T ∈ Ω

}
. (25b)
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例如, 针对仿射约束 A(X) = A(M) 秩极小化问题, Jain 等人 [54] 应用上述块坐标下降法求
解 f 为最小二乘损失的因子模型 (22), 并通过限制初始点的选取, 在映射 A 的限制同构条下证
实了块坐标下降法 (25a)-(25b) 几何收敛到矩阵感知问题的真实解 M , 在真实矩阵 M 的行和列

空间满足一定不相关条件下, 证实该方法在一定采样数下会以高概率几何收敛到矩阵填充问题
的真实解 M . 文献 [101] 还将块坐标下降法应用于求解矩阵填充问题的如下因子分解形式, 其
中 Υ ⊆ {1, . . . , n} × {1, . . . ,m} 为采样指标集:

min
X∈Rn×r,Y ∈Rm×r,Z∈Rn×m

{1

2
∥XY − Z∥2F s.t. Zij =Mij ∀(i, j) ∈ Υ

}
.

通过缩减最小二乘子问题中的矩阵乘积工作量, 该文提出了如下非线性过松弛法:

Zω ← ωZ + (1− ω)XY, (26a)

X+(ω)← ZωY
T 或 ZωY

T(Y Y T)†, (26b)

Y+(ω)←
(
X+(ω)

TX+(ω)
)†
(X+(ω)

TZω), (26c)

PΥc(Z+(ω))← PΥc(X+(ω)Y+(ω)), PΥ(Z+(ω))← PΥ(M), (26d)

其中 ω ≥ 1是松弛参数, A† 表示矩阵 A的 Moore-Penrose伪逆,而 Υc 代表指标集 Υ的补集. 虽
然该算法 (简称 LMaFit)目前尚缺乏恢复性理论保证,但在实际计算中展示出良好性能. (3)对涉
及光滑损失函数的因子模型, 局部搜索梯度下降法也是常见的解法. 以仿射约束 A(X) = A(M)

的秩极小化问题为例, 该方法先运行有限个低秩投影梯度步
For k = 0, 1, 2, . . . , T0 − 1

M̃k+1 := PΞ

(
M̃k− αk+1A∗(A(M̃k− b))

)
End (其中 M̃0 = 0,Ξ 表示秩 r 约束集)

产生满意初始解 (U0, V 0) = (PΣ, QΣ), 其中 (P,Q) ∈ On,m(M̃T0),Σ = Diag(σ(M̃T0)
1
2 ); 然后

以 (U0, V 0) 为初始点、采用梯度下降算法求解带平衡正则项的光滑非凸优化问题

min
URn×r,V ∈Rm×r

{1

2
∥A(UV T)− b∥2 + 1

16
∥UTU − V TV ∥2F

}
.

Tu 等人 [100] 在线性映射 A 的适当限制同构条件下, 证实该算法所产生的迭代点列会几何收敛
到真实矩阵 M ; Park 等人 [81] 对一般的秩约束优化问题, 在损失函数的适当限制强凸与限制光
滑条件下也证实适当初始点启动的梯度下降法会具有局部线性收敛速率. (4) 针对矩阵填充问题,
Sun 和 Luo [95] 通过研究适当约束最小二乘损失的罚因子模型的几何性质, 在标准的不相关条件
下证实许多常用一阶方法 (如梯度下降、随机梯度下降、块坐标下降等) 求解该罚因子模型都会
以高概率线性收敛到全局最优解.

除上述研究方向外, 还有一些工作研究因子模型的局部最优解到真实矩阵的误差界; 例如, 文
献 [9] 就噪声低秩半定恢复问题, 在采样算子的限制同构条件下证实精确参数化的因子分解模型
的所有局部最优解都靠近真实解, 而文献 [112] 在损失函数的限制强凸与光滑条件下证实正则化
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因子模型的所有局部最优解也靠近真实解. 此外, 文献 [24] 还对噪声矩阵填充问题, 藉助因子分
解模型证实核范数凸松弛法产生的误差界几乎接近最优.

4.3 非负矩阵分解问题的模型与算法

非负矩阵分解问题源于上世纪八〸年代线性代数领域的研究, 后来因 Lee 和 Seung 的工
作 [62] 而得到广泛关注. 作为数据降维的一种重要方法, 它在文本挖掘、计算机视觉、光谱数据
分析、盲源分离等领域中具有广泛的应用 [36,37]. 非负矩阵分解问题的主旨是对已知高维数据矩
阵 A ∈ Rn×m, 在给定维数为 κ < n 的空间中寻求非负低秩矩阵 W ∗ ∈ Rn×κ 和 H∗ ∈ Rm×κ 使

得它们的积 W ∗(H∗)T 等于矩阵 A, 其标准优化模型为

min
W∈Rn×κ,H∈Rm×κ

{
∥WHT −A∥2F s.t. W ≥ 0,H ≥ 0

}
. (28)

对照第 4.2 节中的模型 (22), 显然, 这类问题可视为特殊限制的低秩矩阵因子分解问题.
由于非负矩阵分解问题带了一类硬型约束, 不仅寻求其全局最优解证实是 NP-难的, 而且一

般也不存在能成功求解问题 (28) 的凸松弛方法. 目前所期望的计算问题 (28) 的好方法是能够产
生其局部最优解的算法. 在求解 (28) 的诸多算法中, 比较有效的是交替非负最小二乘法和分层交
替最小二乘法, 其中前者是两矩阵块的坐标下降法, 迭代公式为

W k+1 ← arg min
W≥0

{
∥HkWT −AT∥2F

}
, (29a)

Hk+1 ← arg min
H≥0

{
∥W k+1HT −A∥2F

}
; (29b)

后者是基于问题 (28) 向量形式的 2κ 个向量块的坐标下降法, 基本迭代公式如下

For j = 1, 2, . . . , κ

W k+1
j ← arg min

Wj≥0

{∥∥∥ κ∑
i<j

W k+1
i (Hk

i )
T +Wj(H

k
j )

T +

κ∑
i>j

W k
i (H

k
i )

T −A
∥∥∥2
F

}
End

For j = 1, 2, . . . , κ

Hk+1
j ← arg min

Hj≥0

{∥∥∥ κ∑
i<j

W k+1
i (Hk+1

i )T +W k+1
j HT

j +

κ∑
i>j

W k+1
i (Hk

j )
T −A

∥∥∥2
F

}
End

其中 Wi 和 Hi 分别是矩阵 W 和 H 的第 i 列. 在适当的条件下，上述两个算法所产生点列的极
限点是非凸优化问题 (28) 的稳定点, 详细讨论见文献 [56].

对于非凸优化模型 (28), 在假设数据矩阵 A是由公式 A =W H
T
产生且生成因子 W 与 H

之一满足适当的可分离与零元模式条件下, Donoho [30] 与 Laurberg 等人 [60] 证实了其可识别
性, 即模型 (28) 的全局最优解以某种意义恢复真实因子矩阵对 (W, H). 注意到真实因子矩阵的
可分离条件在实际中通常并不满足, Huang 等人 [50] 在生成因子满足充分分散条件及零元模式
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下证实了优化模型 (28) 的可识别性. 近来, 为了除去前面工作中对真实因子的零元模式限制, 文
献 [36,37] 提出了新的非负矩阵分解的优化模型.

5 低秩加稀疏矩阵优化的模型和算法

低秩加稀疏矩阵优化问题的典例是矩阵分离问题, 即已知真实矩阵 M 是低秩矩阵 L与稀疏

型矩阵 S (如元素稀疏或列稀疏) 的叠加, 能否在适当数量的观测下将 M 的低秩部分与稀疏部分

恢复出来? 从主成分分析角度看, 就是如何从 M 的高噪声观测中恢复出其主成分, 从而提供一种
鲁棒主成分分析. 矩阵分离或鲁棒主成分分析在计算机视觉、多任务学习、潜在语义索引、视频
监控等领域中有着广泛应用 [2,74]. 用 ψ(S) 表示矩阵 S 的元素零模 ∥S∥0 或列 ℓ2,0-范数 ∥S∥2,0,
矩阵分离问题可模型化为秩加零模极小化问题

min
L,S∈Rn×m

{
rank(L) + µψ(S) s.t. ∥A(L+S)− Y ∥F ≤ δ, L ∈ Ω

}
, (31)

其中 A : Rn×m → Rn×m是采样算子, Y ∈ Rn×m是噪声观测, Ω ⊆ Rn×m是简单闭凸集. 当 δ > 0

(即带噪声) 时, 矩阵分离问题也经常被模型化为如下秩加零模正则化问题

min
L,S∈Rn×m

{1

2
∥A(L+S)− Y ∥2F + λ rank(X) + µψ(S) s.t. L ∈ Ω

}
. (32)

类似于低秩矩阵优化问题, 一种处理秩加零模优化问题 (31)-(32) 的方法是用秩函数与零模的有
效凸与非凸代理代替它们，然后求解相应的代理模型或其凸松弛模型; 另一方法是根据目标矩
阵 L 是低秩的信息, 将变量 L 用其低秩因子分解代替，然后求解所得到的因子分解模型. 下面从
这两个方面来概述低秩加稀疏矩阵优化的模型与算法发展.

5.1 代理模型与凸松弛法

受零模优化问题的 ℓ1-凸代理和秩优化问题的核范数凸代理的影响, 核范数加矩阵 ℓ1-范
数 (或列 ℓ2,1-范数) 模型自然成为秩加零模优化问题的首选代理模型, 求解该凸代理模型的方
法通常称为主成分追踪法. 用 R(S) 表示矩阵 S 的元素 ℓ1-范数或列 ℓ2,1-范数. 秩加零模极小化
问题 (31) 的主成分追踪法是通过解如下凸优化问题来得到其满意解:

min
L,S∈Rn×m

{
∥X∥∗ + λR(S) s.t. ∥A(L+S)− Y ∥F ≤ δ, L ∈ Ω

}
; (33)

而秩加零模正则化问题 (32) 的压缩主成分追踪法是通过解如下凸规划得到满意解的：

min
L,S∈Rn×m

{1

2
∥A(L+S)− Y ∥2F + λ∥X∥∗ + µR(S) s.t. L ∈ Ω

}
. (34)

针对 Ω = Rn×m, Chandrasekaran 等人 [20] 就确定性的稀疏部分, 在秩-稀疏不相关条件下建立
了无噪声全采环境下核范数加 ℓ1-范数极小化问题 (33) 的精确恢复保证, 而 Candès 等人 [18] 就
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随机稀疏部分, 在真实低秩矩阵的不相关条件下建立其精确恢复保证; Zhou 等人 [51,115] 在真实
低秩矩阵的不相关条件下建立了噪声全采环境下凸优化模型 (33) 的最优解到真实解 (L, S) 的

误差界; 而 Agarwal 等人 [2] 在较弱的 spikiness 条件下建立了核范数加矩阵 ℓ1-范数正则化问
题 (34) 的最优解到真实解 (L, S) 的误差界. 这些结果为秩加零模 (正则) 极小化问题的主成分
追踪法提供了理论保证.

考虑到核范数与矩阵 ℓ1-范数 (或列 ℓ2,1-范数) 具有较弱的诱导低秩解与稀疏解能力, 文
献 [47] 还藉助秩函数与零模的局部 Lipschitz 非凸代理提出了求解秩加零模极小化问题 (31) 的
两阶段凸松弛法, 并通过建立每阶段最优解到真实解 (L, S) 的误差界、以及证实两阶段凸松弛会

缩减第一阶段凸松弛的误差界为其提供理论保证.
上面提到的秩加零模 (正则) 极小化问题的凸松弛模型一般都是涉及两块或三块非光滑的

线性等式约束凸规划, 因此, 可直接应用乘子交替方向法 (ADMM) [41–43] 及近来发展的对
称 Gauss-Seidel 型的 ADMM [25,67] 对其进行求解.

5.2 因子分解模型与块坐标下降法

考虑到低秩矩阵优化问题的凸松弛方法在计算上所面临的瓶颈, Gu 等人 [45] 利用目标矩阵
是低秩的信息, 将变量 L 用其低秩双因子形式 UV T 代替给出了如下分解模型

min
U∈Rn×κ,V ∈Rm×κ,S∈Λ

{1

2

∥∥A(UV T + S)− Y
∥∥2
F

}
, (35)

其中 Λ := {S ∈ Rn×m | ∥S∥0 ≤ s} 是零模约束集. 观察到变量对 (U, S) 和 (V, S) 之一固定时, 模
型 (35) 就变成可解凸规划, 而零模约束集 Λ 上的投影算子具有闭式表达, 因此, 可以采用如下块
坐标下降法进行求解, 其中 QR(Z) 表示矩阵 Z 的 QR 分解:

Uk+1 ∈ arg min
U∈Rn×κ

{1

2

∥∥A(U(V
k
)T + S

k)− Y ∥∥2
F

}
, (36a)

{Uk+1
, Rk+1} = QR(Uk+1), (36b)

V k+1 ∈ arg min
V ∈Rm×κ

{1

2

∥∥A(Uk+1
V T + S

k)− Y ∥∥2
F

}
, (36c)

{V k+1
, Rk+1} = QR(V k+1), (36d)

Sk+1 ∈ arg min
S∈Rn×m

{1

2

∥∥A(Uk+1
(V k+1)T + S

)
− Y

∥∥2
F

}
, (36e)

S
k+1 ∈ PΛ(S

k+1). (36f)

对于此算法, Gu 等人 [45]通过适当选取初始点 (U
0
, V

0
, S

0
), 在真实低秩矩阵 L的不相关条件以

及线性映射 A 的限制同构条件下建立了其局部线性收敛速率.
值得指出的是, 为了克服凸松弛法所面临的计算瓶颈, Netrapalli [77] 等人对无噪声全采的秩

加零模极小化问题, 通过将适当损失残量交替向秩约束集与零模约束集的投影, 提出一种非凸交
替投影法, 并在真实低秩阵的不相关条件下建立其精确恢复保证.
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6 低秩张量优化问题的模型与算法

前面介绍的低秩稀疏矩阵优化问题的模型和算法为二维数据的降维处理提供了解决办法, 但
随着计算机技术的迅速发展, 许多科学工程领域面临着多维数据的处理, 张量因其捕获多元线性
结构的能力而成为建模的自然选择. 低秩张量优化问题, 作为存储高阶张量数据的主要压缩策
略, 被相继提出. 虽然张量是矩阵的直接推广, 但将低秩矩阵优化的许多结果推广到张量并不显
然, 其原因之一在于张量的数值代数中到处是 NP-难问题, 譬如, 张量的核范数计算都是 NP-难
的 [35], 从而低秩张量的核范数优化模型并不像在矩阵环境下是可解的凸规划; 其原因之二在于
张量秩的定义不唯一, 对应不同的张量分解可以提出不同的张量秩. 较为流行的张量分解有 CP
分解和 Tucker分解, 分别是矩阵奇异值分解和主成分分析的高阶推广. 下面介绍对应这两种分解
的低秩张量优化模型与算法.

6.1 低 Tucker 秩张量优化问题的模型与算法

对于一个 n-阶张量 X ∈ Rm1×m2×···×mn , 其 Tucker 秩是由下式定义的 n 维向量:

ranktc(X ) :=
(
rank(X(1)), rank(X(2)), . . . , rank(X(n))

)
,

其中 X(i) ∈ Rmi×Πj ̸=imj 是张量 X 沿模态 i 展开的矩阵. 设 f : Rm1×···×mn → R+ 是定义在张

量空间中 Rm1×m2×···×mn 中的损失函数, 低 Tucker 秩张量优化问题可以模型化为

min
X∈Rm1×···×mn

{
ranktc(X ) s.t. f(X ) ≤ δ

}
(37)

其中常数 δ ≥ 0 表示噪声水平. 根据 Tucker 秩的定义, 低 Tucker 秩张量优化问题的本质是矩阵
向量优化问题. 受低秩矩阵优化问题的核范数代理模型及向量优化问题的常用标量化形式启发,
下述加权核范数凸代理模型在过去几年得到研究者的较多关注:

min
X∈Rm1×···×mn

{ n∑
i=1

αi∥X(i)∥∗ s.t. f(X ) ≤ δ
}
; (38a)

min
X∈Rm1×···×mn

{
f(X ) +

n∑
i=1

αi∥X(i)∥∗
}
. (38b)

其中, Tomioka [99] 和 Raskutti 等人 [85] 分别针对低 Tucker 秩张量恢复问题和多响应张量回
归问题, 在一定限制强凸条件下建立了模态展开矩阵加权核范数正则模型 (38b) 的统计理论保证.
注意到模型 (38a)-(38b) 是具有可分结构的凸规划, 从而适于采用块坐标下降法、ADMM 和对

称 Gauss-Seidel 型的 ADMM 求解.
不难看到, 低 Tucker 秩张量优化问题的处理本质是在处理低秩矩阵优化. 事实上, 由于张量

秩的定义大多是藉助张量的矩阵化形式给出的, 所以相应低秩张量优化问题的处理自然回归到低
秩矩阵优化的处理, 如低 TT 秩和 Tubal 秩张量恢复问题 [83, 111].
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6.2 张量的 CP 因子分解模型与算法

类似于低秩矩阵优化问题的因子分解法, 藉助张量的 CP 分解可以提出寻求低 CP 秩张量估
计的因子分解法. 设 G 是某 n-阶低 CP 秩张量 M ∈ Rm1×···×mn 的噪声观测. 根据目标张量具
有低 CP 秩的信息, 可以通过求解如下非凸因子分解模型

min
x
(1)
1 ,...,x

(n)
1 ,..., x

(1)
K ,...,x

(n)
K

∥∥∥G − K∑
i=1

x
(1)
i ◦ x

(2)
i ◦ · · · ◦ x

(n)
i

∥∥∥2
F

来得到 M 的满意低 CP 秩张量估计, 其中 “◦” 表示向量外积, x(j)1 , . . . , x
(j)
K ∈ Rmj , 而正整

数 K 是对真实张量 M 的 CP 秩的估计. 对每个 j ∈ {1, 2, . . . , n}, 定义因子矩阵 X(j) =[
x
(j)
1 x

(j)
2 · · · x(j)K

]
∈ Rmj×K . 根据矩阵 Khatri-Rao 积, 上述优化模型可等价写为

min
X(1),...,X(n)

∥∥∥G(i) −X(i)
(
X(n) ⊙ · · · ⊙X(i+1) ⊙X(i−1) ⊙ · · · ⊙X(1)

)T∥∥∥2
F
, (39)

其中 “⊙” 表示矩阵 Khatri-Rao 积. 目前, 比较流行的求解因子分解模型 (39) 的方法是块坐标下
降法 [26], 其每步的基本迭代公式为

For i = 1, 2, . . . , n

X(i) ←− G(i)
(
X(n) ⊙ · · · ⊙X(i+1) ⊙X(i−1) ⊙ · · · ⊙X(1)

)(
(X(n))TX(n) ⊛

· · ·⊛ (X(i+1))TX(i+1) ⊛ (X(i−1))TX(i−1) ⊛ · · ·⊛ (X(1))TX(1)
)†

End

其中 “⊛” 表示矩阵的 Hadamard 积, 而 “†” 代表矩阵的 Moore-Penrose 伪逆. 关于求解非凸模
型 (39) 的块坐标下降法的收敛性分析, 感兴趣的读者可参阅文献 [104].

7 关键问题与挑战

低秩稀疏矩阵优化的模型研究在于根据问题的应用背景、藉助恰当的数据 ‘‘稀疏” 表示建立
合理的秩与零模矩阵优化模型; 其算法研究在于为所建立的秩与零模矩阵优化问题提供实际有效
且有理论保证的计算方法; 而其理论研究不仅要为算法产生的解提供统计支撑, 还要分析算法的
全局收敛性及局部收敛速率. 本节将从这三个方面来分别阐述目前低秩稀疏矩阵优化的模型、算
法与理论研究中遇到的关键问题与挑战.

7.1 数据的恰当 ‘‘稀疏” 表示

数据的恰当 ‘‘稀疏” 表示是低秩稀疏矩阵优化模型研究的关键, 但目前在此方向上的研究并
不充分, 主要体现在如下两个方面: (1) 复合结构的 ‘‘稀疏” 表示探索不足. 对许多问题, 藉助单
一的低秩、元素稀疏或列稀疏并不能建立具有良好泛化能力的秩与零模矩阵优化模型, 往往需要
藉助像同时低秩稀疏、非负低秩、对角低秩等复合结构 ‘‘稀疏” 来建模, 如多任务机器学习、二
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次压缩感知、稀疏相位恢复以及社交网络图的刻画等; 详见文献 [80] 中的讨论. 此外, 还有些问
题的 ‘‘稀疏” 性需藉助决策矩阵的适当变换的低秩或元素稀疏来表示, 如 fused 稀疏 [97]、组稀
疏 [107]、低 Tucker 秩张量优化的有效标量化. (2) 缺乏对近似 ‘‘稀疏” 的探讨. 实际数据都是带
有噪声的, 近似 ‘‘稀疏” 的目标矩阵可能比精确 ‘‘稀疏” 的更接近实际要求, 这就提出如何度量近
似低秩和近似稀疏的问题?

7.2 基于非凸代理的凸松弛法的理论保证

秩与零模矩阵优化问题的非凸代理尤其是等价非凸代理比其核范数和/或 ℓ1-范数凸代理更
接近原来带有组合性的矩阵优化问题, 但是这些非凸代理模型的全局最优解几乎是得不到的, 一
般的求解算法只能产生它们的稳定点. 这样, 就需要从模型角度分析什么样的条件能 (以高概率)
保证这些非凸代理模型的稳定点是好的, 而实现此目标的关键是刻画非凸代理模型的全局最优解
集或某类稳定点集到真实解的误差界. 对求解一般非凸非光滑优化问题的算法, 往往容易得到子
列的收敛性而不是整个序列的收敛性, 而为了建立算法的全局收敛性以及在稳定点处的局部快速
收敛速率, 就需对目标函数的适当正则性质, 如指数为 [0, 1/2] 的 KL 性质 [3, 4], 进行深入研究.
此外, 秩与零模矩阵优化问题的现有凸松弛法的理论研究大多是针对光滑损失函数进行的, 而对
涉及非光滑损失的秩与零模矩阵优化问题的凸松弛法的理论研究更具有挑战性.

7.3 因子分解模型的理论保证

低秩矩阵优化问题的因子分解法在数值计算上占有优势, 但由于双因子的引入额外增加了很
多非局部最优的稳定点, 从而给其理论分析带来很多困难. 根据第 5.2 节的讨论知, 当前因子分解
法的理论研究大多是针对秩约束矩阵优化问题 (即假设目标矩阵的秩或其上紧估计 κ 已知) 开展
的, 而对于秩正则矩阵优化问题, 仅限于研究核范数凸松弛的因子模型. 虽然核范数凸松弛的因
子模型具有满意光滑性, 但其降秩能力是弱的. 因此, 研究秩优化问题本身的因子模型或其非凸
代理因子模型的理论保证是〸分必要的, 尽管其非凸非光滑性给研究带来了极大挑战. 另外, 低
秩矩阵优化的现有因子分解模型研究大多是针对光滑损失函数, 而根据文献 [8] 知, 鲁棒型的低秩
矩阵优化模型一般都会涉及非光滑的损失函数. 这样, 对秩约束或正则的非光滑损失极小化问题
的因子分解法的理论研究也是有重要价值的. 特别地, 对张量的 CP 因子分解模型, 不仅没有探
索其非凸目标函数的几何蓝图, 而且对所提出的一些求解算法尚未研究统计意义下的收敛速率.

7.4 低秩矩阵优化问题的有效计算

直接求解秩优化问题的凸或非凸代理模型, 每步迭代都会涉及对一个满秩矩阵进行特征值或
奇异值分解; 对于无约束或简单约束的凸或非凸代理模型, 利用最优解是低秩的特点, 可以采用
前 κ 个最大特征值或奇异值分解来缩减每步迭代的计算工作量, 其中正整数 κ 是最优解的秩的

上紧估计; 目前面临的挑战是对于复杂尤其是 hard 型约束的凸与非凸代理模型, 如何有效运用特
征值或奇异值分解来降低计算量. 因子分解模型的每步迭代的工作量主要集中在矩阵乘积的计算
上; 对低秩矩阵填充问题, 文献 [101] 通过巧妙缩减最小二乘子问题中的矩阵乘积工作量, 提出了
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求解其秩约束优化因子分解模型的非线性过松弛算法-LMaFit, 而文献 [48] 藉助正交子空间迭代
法提出了适于解大规模的核范数凸松弛因子模型的交替子空间算法; 但对一般秩约束优化和秩正
则极小化问题的因子模型, 如何利用其结构特点缩减矩阵乘积工作量仍是极具挑战的计算问题.

8 总结

低秩稀疏矩阵优化问题是一类与数据处理密切相关的新型优化问题, 只有与其它应用学
科 (如生物、物理、化学、工程) 紧密结合才能从具体应用中挖掘新的 ‘‘稀疏” 性, 只有与统计和
机器学习等学科交叉才能提出新的低秩稀疏矩阵优化模型和求解算法. 对这类重要且困难的矩阵
优化问题, 可以尝试从如下几个方面继续开展其模型与算法研究:

(1) 从深度学习中发掘低秩矩阵优化问题. 为了学习大数据中的特征,一些大规模深度学习和深
度计算模型被相继提出来, 而这些模型中的参数与特征映射的冗余是导致其高计算量和高
内存消耗的关键因素. 参数与特征映射的冗余主要反映在加权矩阵和特征映射的结构性质
上, 如何利用 ‘‘稀疏” 矩阵和张量建立适宜的学习模型除去这些冗余是大规模神经网络压缩
的关键. 这意味着, 整个神经网络结构的压缩蕴藏了许多新型低秩稀疏矩阵/张量优化问题,
而如何有效训练压缩后的神经网络又对低秩矩阵/张量优化问题的求解算法提出新的挑战.

(2) 基于数据类型开展低秩稀疏矩阵优化的研究. 基于图的数据 (如搜索引擎查询、社交网络
的检测和垃圾邮件过滤) 和实时数据流 (如在线广告、推荐系统和电子商务中的点击和查询
记录) 的分析, 建立合理的低秩稀疏矩阵优化模型; 针对快速 MRI 成像、低剂量 CT 成像、
优质 PET 成像、高维多模态图像分析、医学图像检索、相位恢复以及低温电子显微镜和
三维重构中的若干反问题, 建立合适的低秩稀疏矩阵优化模型, 并通过分析和研究模型的性
质, 发展快速有效的算法.

(3) 优化理论与随机分析相结合的分析策略. 现有的非凸非光滑优化理论 (见专著 [91]) 关注
的是优化问题在某点邻域中的确定性质, 而要验证该点在某个方向区域以高概率具有某种
性质, 则需藉助随机分析技术. 事实上, 近几年通过将随机分析与优化理论相结合, 为一
些 NP-难低秩稀疏矩阵优化问题提供了相应的统计保证, 但这种分析策略主要针对的是有
明显结构的低秩稀疏优化模型, 如何将其推广应用于一般低秩稀疏矩阵优化问题的模型与
算法分析, 尚需进行更深入研究.
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