
第九次作业答案

4.4.1 (2) 我们知道 ln(1 + x) 的麦克劳林公式可以写成如下的形式：

ln(1 + x) =

n∑
k=1

(−1)k−1

k
xk + o(xn)

在上面的表达式中带入 −x，我们得到：

ln(1− x) = −
n∑

k=1

xk

k
+ o(xn)

从而对于本问题我们就有：

1

2
ln 1− x

1 + x
=

1

2
(ln(1− x)− ln(1 + x))

=

n∑
k=1

(−1)k − 1

2k
xk + o(xn)

= −
n∑

k=1

x2k−1

2k − 1
+ o(x2n−1)

其中 x → 0．

(4) 直接对原式化简：
x2 + 2x− 1

x− 1
= (x+ 3) +

2

x− 1

在 (1 + x)a 的麦克劳林公式中令 a = −1，再代入 −x 得到下面的公式：

1

1− x
=

n∑
k=0

xk + o(xn)

于是我们就有：
x2 + 2x− 1

x− 1
= 1− x− 2

n∑
k=2

xk + o(xn)

其中 x → 0．

4.4.2 (1) 在 ex 和 sinx 的麦克劳林公式中分别取到 x3 和 x4 项，也就是：

ex = 1 + x+
x2

2
+

x3

6
+ o(x3)

sinx = x− x3

6
+ o(x4)

相乘之后化简，我们直接就得到：

ex sinx =

(
1 + x+

x2

2
+

x3

6
+ o(x3)

)(
x− x3

6
+ o(x4)

)
= x+ x2 +

x3

3
+ o(x4)

1



2

其中 x → 0，注意 x4 项消去了．

(3) 注意我们在 (1 + x)a 的麦克劳林公式中令 a = 1/2，得到下面的公式：

(1 + x)
1
2 = 1 +

1

2
x− 1

8
x2 +

1

16
x3 + o(x3)

然后在该表达式中分别代入 x3 − 2x 和 x2 − 3x，则我们有：

√
1− 2x+ x3 −

√
1− 3x+ x2

=

(
1 +

1

2
(x3 − 2x)− 1

8
(x3 − 2x)2 +

1

16
(x3 − 2x)3 + o(x3)

)
−
(
1 +

1

2
(x2 − 3x)− 1

8
(x2 − 3x)2 +

1

16
(x2 − 3x)3 + o(x3)

)
=

(
1− x− 1

2
x2 − 1

8
x3 + o(x3)

)
−
(
1− 3

2
x− 5

8
x2 − 15

16
x3 + o(x3)

)
=
1

2
x+

1

8
x2 − 17

16
x3 + o(x3)

其中 x → 0．

4.4.3 (2) 本题可以直接通过求导得到结果（需要递推），这里我们用另一种方法．注意到 (arcsinx)′ =

1/
√
1− x2．我们在 (1 + x)a 的麦克劳林公式中令 a = −1/2，再代入 −x2，我们就得到公式：

1√
1− x2

= 1 +

n∑
k=1

(
− 1

2

) (
− 3

2

)
· · ·

(
− 1

2
− k + 1

)
k!

(−x2)k + o(x2n)

= 1 +

n∑
k=1

(2k − 1)!!

2kk!
x2k + o(x2n)

两边同时取原函数我们就得到：

arcsinx = x+

n∑
k=1

(2k − 1)!!

2kk!(2k + 1)
x2k+1 + o(x2n+1)

4.4.4 (2) 先通分，然后再利用麦克劳林公式进行化简：

lim
x→0

(
1

x
− 1

ex − 1

)
= lim

x→0

ex − x− 1

x(ex − 1)

= lim
x→0

(1 + x+ x2/2 + o(x2)− x− 1)

x(1 + x+ o(x)− 1)

= lim
x→0

x2/2 + o(x2)

x2 + o(x2)

=
1

2

(3) 与上一题一样，通分后用麦克劳林公式化简：

lim
x→0

(
1

x
− cosx

sinx

)
1

sinx
= lim

x→0

sinx− x cosx
x sin2 x

= lim
x→0

(x− x3/6 + o(x3))− x(1− x2/2 + o(x2))

x(x+ o(x))2

= lim
x→0

x3/3 + o(x3)

x3 + o(x3)

=
1

3
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4.4.5 我们直接计算两者之间的误差,，注意利用 sinx 在 a 处的 Taylor 展开（或者 sin(x + a) 的麦克劳林展

开），采用拉格朗日余项：

|sin a+ x cos a− sin(x+ a)|

=

∣∣∣∣sin a+ x cos a−
(

sin a+ x cos a− sin a

2
x2 − cos a

6
ξ3
)∣∣∣∣

=

∣∣∣∣sin a

2
x2 +

cos a
6

ξ3
∣∣∣∣

≤
∣∣∣∣sin a

2

∣∣∣∣ |x|2 + ∣∣∣cos a
6

∣∣∣ |x|3
其中 x → 0，ξ ∈ (0, x)．当 | sin a| = 1 时，cos a = 0，此时上式就是我们要证的结论．当 | sin a| ̸= 1

时，注意 | cos a|/6 < 1，因此我们有：∣∣∣∣sin a

2

∣∣∣∣ |x|2 + ∣∣∣cos a
6

∣∣∣ |x|3 ≤ (∣∣∣∣sin a

2

∣∣∣∣+ |x|
)
|x|2

由于 | sin a|/2 < 1/2，因此可以取到足够小的 δ，使得 |x| < δ 时， | sin a|/2 + |x| < 1/2，例如

δ = (1− | sin a|)/2．因此综上，得证当 x → 0 时，成立：

| sin a+ x cos a− sin(x+ 1)| ≤ |x|2

2

4.5.1 (2) 直接求导，得到：

y′ = − 2

x3
+

1

x2
=

x− 2

x3

求解方程得知其零点为 x = 2．当 x < 0 时 y′ > 0，从而 (−∞, 0) 是 y 一个单调递增区间；

0 < x < 2 时 y′ < 0，从而 (0, 2) 是 y 一个单调递减区间，注意在 0 处函数没有定义；x > 2 时

y′ > 0，从而 (2,+∞) 是 y 一个单调递增区间，并且 x = 2 是 y 的一个极小值点．

(4) 直接求导，得到：

y′ = − 1

x2
ln2 x+

2

x2
lnx =

lnx(2− lnx)

x2

求解方程知其零点为 x = 1 和 x = e2．当 0 < x < 1 时 y′ < 0，从而 (0, 1) 是 y 的一个单调递减区

间；当 1 < x < e2 时，y′ > 0，从而 (1, e2) 是 y 的一个单调递增区间，x = 1 是 y 的一个极小值

点；x > e2 时，y′ < 0，从而 (e2,+∞) 是 y 的一个单调递减区间，并且 x = e2 是 y 的一个极大值

点．

4.5.3 设等腰三角形底边长度为 x，则每条腰的长度都是 p− x/2，并且考虑到边长是正的，以及三角不等式，

我们有基本要求 0 < x < p．利用勾股定理我们得知其高为
√
p2 − px

利用旋转体的体积公式（或者圆锥体积公式），我们得到旋转体的体积为：

2× 1

3
π(p2 − px)

x

2
= −πp

3
x2 +

πp2

3
x

直接利用二次函数的性质就能得到其最大值在 x = p/2 时取到．

4.5.4 题目条件即要求成立 f(−1) = 2 和 f ′(−1) = 0，计算后得到关于 l 和 k 的二元一次方程组：−1 + l − k = 2

3− 2l + k = 0
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解得 l = 0，k = −3，原函数和其导数为 f(x) = x3 − 3x 和 f ′(x) = 3x2 − 3．导函数的零点为 x = 1

和 x = −1，并且分析符号知 f(x) 在 (−∞,−1) 单调递增，(−1, 1) 单调递减，(1,+∞) 单调递增，并且

x = −1 是其极大值点，x = 1 是其极小值点．在 [0, 3] 上，由上面的结论知最小值在 x = 1 处取到 −2，

比较端点处的值之后得知最大值在 x = 3 处取到 18．

4.5.5 设高度为 x，则根据勾股定理有 r2 = x2 + a2，并且 sinφ = x/r．因此根据定义，照度为：

J(x) = K
x

(x2 + a2)
3
2

求导后得到：

J ′(x) = K
(x2 + a2)

3
2 − 3

2
(x2 + a2)

1
2 · 2x2

(x2 + a2)3
= K

a2 − 2x2

(x2 + a2)
5
2

注意取值范围为 x ≥ 0．从而当 0 ≤ x < a/
√
2 时 J ′(x) > 0，J(x) 单调递增；x > a/

√
2 时 J ′(x)�0，

J(x) 单调递减，最大值在 x = a/
√
2 时取到．

4.5.7 设圆锥体的高为 x，则根据球的性质以及勾股定理，底面到球心的距离为 x − a，圆锥体的底面半径为√
a2 − (x− a)2，这里取值范围 a ≤ x < 2a（注意同样的底面半径对应两个内接圆锥，很明显大于 a 的

圆锥体积更大，只考虑这个）．利用圆锥体积公式，圆锥的体积为：

V =
1

3
π(a2 − (x− a)2) · x = −π

3
x3 +

2πa

3
x2

对其求导，得到：

V ′ = −πx2 +
4πa

3
x

从此表达式看出 a < x < 4a/3 时 V ′ > 0，此时 V 单调递增；4a/3 < x < 2a 时 V ′ < 0，此时 V 单调

递减，因此 x = 4a/3 时取到体积的最大值，此时底面半径为
√
a2 − a2/9 = 2

√
2a/3．

4.5.8 只需要计算该距离的平方最短，表达式为：

f(x) = (x− 18)2 + y2 = x2 − 36x+ y2 + 324 = x2 − 32x+ 324

这是关于 x 的二次函数，最小值在 x = 16 处取到．此时距离最短的点为 (16, 8) 或者 (16,−8)．

4.5.11 设平行于 x 轴的底边对应于直线 y = t，则为了使内接三角形为等腰三角形，顶点只能为 (0, b) 或者

(0,−b)．考虑到为了使面积最大，根据对称性，我们不妨顶点为 (0, b) 并且 −b < t ≤ 0 成立．

将直线代入椭圆方程，我们得到底边两个顶点的横坐标为：

±

√
a2

(
1− t2

b2

)
并且等腰三角形的高为 b− t，因此根据面积公式我们就得到：

S =
1

2
(b− t)2

a

b

√
b2 − t2 =

a

b
(b− t)

√
b2 − t2

求导我们就得到：

S′ =
a

b

(
−
√
b2 − t2 − t(b− t)√

b2 − t2

)
=

a

b

2t2 − bt− b2√
b2 − t2

分子的两个根为 t = b 和 t = −b/2，利用取值范围我们可以看出当 −b < t < −b/2 时 S 单调递增，

−b/2 < t < 0 时 S 单调递减，从而最大值在 t = −b/2 时取到，代入原式知最大面积为 3
√
3ab/4．


