
数学模型 Lecture Notes

Zhennan Zhou

2018年 5月 29日

PRELIMINARY DRAFT. NOT FOR WIDE CIRCULATION.

7 马氏链模型

The sciences do not try to explain, they hardly even try to interpret, they mainly make models. By a

model is meant a mathematical construct which, with the addition of certain verbal interpretations, de-

scribes observed phenomena. The justification of such a mathematical construct is solely and precisely

that it is expected to work.

—– John von Neumann

7.1 马氏链模型和数学理论

在考虑随机动态系统时，系统在每个时刻所处的状态是随机的，从这个时期到下一个时期的状

态按照一定的概率进行转移，并且下个时期的状态这个时期的状态和转移概率，与以前各个时期的

状态无关，这种性质称为无后效性，或马尔科夫（Markov）性。这种随机转移过程通常用马氏链模

型来描述。

7.1.1 引例

某大学有三个食堂A、B、C。调查显示：在食堂A就餐的人中 paa 部分仍然回到食堂A，有 pab

部分选择食堂B，pac 部分选择食堂C；在食堂B就餐的人中 pbb 部分仍然回到食堂B，有 pba 部分

选择食堂A，pbc 部分选择食堂C；在食堂C就餐的人中 pcc部分仍然回到食堂C，有 pca 部分选择食

堂A，pcb部分选择食堂B；如图所示。

• 令An为第n天在食堂A就餐的人数比例;
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• 令Bn为第n天在食堂B就餐的人数比例;

• 令Cn为第n天在食堂C就餐的人数比例。

于是我们有

πT
n+1 :=


An+1

Bn+1

Cn+1

=


paa An +pbaBn +pcaCn

pab An +pbbBn +pcbCn

pac An +pbc Bn +pccCn

=


paa pba pca

pab pbb pcb

pac pbc pcc




An

Bn

Cn

=: P TπT
n = (πnP )T .

7.1.2 马氏链选讲

我们回忆到，对于离散的时间 t = 0,1, · · ·的每一个 t对应一个随机变量 ξt (ω)，我们把 {ξ0, ξ1, · · · ,ξn , · · · }
这样一个随机变量的序列叫做离散时间的随机过程。

所有 ξn(ω)具有公共的取值集合,我们把此集合叫做状态空间，记为 S，其元素称为状态。

离散时间离散状态的随机过程{ξn , n ≥ 0}，状态空间 S为有限或者可数集合，如果满足

Pr(ξn+1 = j |ξn = i , ξn−1 = in−1, · · · ,ξ0 = i0) = Pr(ξn+1 = j |ξn = i ),

称其为一个离散时间马氏链，其中的条件概率 Pr(ξn+1 = j |ξn = i ) 称为其在时刻n处的转移概率

pi j (n)，P (n) = (pi j (n))称为时刻n处的转移概率矩阵。

如果马氏链的转移矩阵与出发时刻无关，即P (n)与n无关，则称此马氏链是时齐的。这时可将

转移概率矩阵简记为P = (pi j )。通常不特别说明,马氏链就指时齐马氏链。

对于状态空间有限的情况，马氏链的基本方程为

ai (n +1) =
k∑

j=1

a j (n)p j i , i = 1, · · · ,k.

这里，我们要求
k∑

j=1

a j (n) = 1, n = 0,1, · · ·

pi j ≥ 0, i , j = 1, · · · ,k.
k∑

j=1

pi j = 1, i = 1, · · · ,k.

如果我们记状态概率向量

a(n) = (a1(n), · · · , ak (n)), n = 0,1, · · ·

则我们有

a(n +1) = a(n)P, a(n) = a(0)P n .

状态空间 S上的一个概率分布称为转移概率矩阵P的不变概率分布(简称不变分布)，如果

πP =π,
k∑

j=1

π j = 1, π j ≥ 0, j = 1, · · · ,k.

注意，这时候，πT可以看作是 P T 特征值为 1的特征向量，即

P TπT = 1πT .
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例子 1.考虑如下转移矩阵

P =
(

1−a a

b 1−b

)
, 0 ≤ a,b ≤ 1, a +b > 0.

特征值为1和1− (a +b),相应的特征向量为(
1

1

)
,

(
a

−b

)
.

于是有相似变换

P =
(

1−a a

b 1−b

)

=
(

1 a

1 −b

)(
1 0

0 1−a −b

)(
1 a

1 −b

)−1

.

通过计算，我们容易得到 (
1 a

1 −b

)−1

= 1

a +b

(
b a

1 −1

)
.

于是，

P n =
(

1 a

1 −b

)(
1 0

0 (1−a −b)n

)(
1 a

1 −b

)−1

=
(

1 a

1 −b

)(
1 0

0 (1−a −b)n

)
1

a +b

(
b a

1 −1

)
.

下面我们分三种情况讨论，

• Case A. 0 < a +b < 2, a 6= 1,b 6= 1,则所有元素非0,

P n →
(

1 a

1 −b

)(
1 0

0 0

)
1

a +b

(
b a

1 −1

)

= 1

a +b

(
b a

b a

)
.

容易验证，此时，不变分布为 π= [ b
a+b , a

a+b ].

• Case B. a = b = 0, P 为单位矩阵，P n = P.

• Case C. a = b = 1,则

P =
(

0 1

1 0

)
, P 2k =

(
1 0

0 1

)
= I , P 2k+1 =

(
0 1

1 0

)
= P.

此时 P n 极限不存在。但平均极限存在

lim
n→+∞

1

n

n∑
k=1

pk =
(

1
2

1
2

1
2

1
2

)
.

下面，我们考虑一个有实际背景的例子。
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例子 2. Ehrenfest模型。容器内有 2a个粒子，一张薄膜将容器分成对称的 A,B两部分。将粒子

穿过薄膜时占用的时间忽略不计。用 X0表示初始时 A中的粒子数，Xn 表示有 n个粒子穿过薄膜后

A中的粒子数。假设 {Xn}是马氏链，有状态空间 I = {0,1, · · · ,2a}。设转移概率

pi j =



2a − i

2a
, ,0 ≤ i ≤ 2a −1, j = i +1,

i

2a
, 1 ≤ i ≤ 2a, j = i −1,

0, otherwise.

已知该马氏链的不变分布唯一存在，计算不变分布 π。

补充定义 π−1 =π2a+1 = 0,则方程组 πP =π可以写成

πi =πi−1pi−1,i +πi+1pi+1,i , 0 ≤ i ≤ 2a.

注意到，这其实是一族的代数方程（参考第四章差分方程的一般形式），我们可以把它写成

πi+1 =
πi −πi−1pi−1,i

pi+1,i
.

于是，我们可以顺次计算

π1 = π0

p10
= 2aπ0 =C 1

2aπ0.

π2 = π1 −π0p01

p21
= (π1 −π0)2a

2
= (2a −1)aπ0 =C 2

2aπ0.

π3 = ·· · =C 3
2aπ0.

· · ·
π2a =C 2a

2aπ0.

利用

π0 +π1 +·· ·+π2a = 22aπ0 = 1,

得到 π0 = 2−2a。历史我们得到不变分布

πi =C i
2a

(
1

2

)2a

=C i
2a

(
1

2

)i (1

2

)2a−i

, i = 0, · · · ,2a.

这是一个二项分布，说明在不变分布下，或者时间充分长以后，各个粒子的位置是相互独立的，每

个粒子在 A的概率是1/2。

对于马氏链，我们进一步引入几个相关概念

• 可达：状态i称为可达状态j,如果存在一个指标序列 i0 = i , i1, · · · , in = j，使得

pik ,ik+1
> 0 k = 0,1, · · · ,n −1.

用转移概率矩阵来刻画 i可达 j:

∃ n > 0,(pn)i j > 0.

这里，(pn)i j = Pr(ξn = j |ξ0 = i )是n步转移概率。

• 吸收：如果 pi i = 1,则称 i是吸引（吸收）状态。
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• 互通：状态i可达状态j，而且状态j可达状态i.

• 不可约：如果所有状态之间是互通的.

• 首达概率：令 fi j (n)为由 i出发在 n步后首次达到 j的概率，简称首达概率。即

f (n)
i j = Pr

(
ξn = j , ξm 6= j , m = 1, · · · ,n −1 |ξ0 = i

)
.

• 令 f ∗
i j 是从 i出发到达 j的概率，即

f ∗
i j =

∞∑
n=1

f (n)
i j ≤ 1.

• 常返性：马氏链的状态y称为常返的，如果 f ∗
i i = 1,否则称为暂态（非常返态）。对于常返态 y，

有概率为1地发生如下事件：从y出发的状态，经过有限时间内必定回到状态y, 即存在n > 0，

使得

Pr(ξn = y |ξ0 = y) = 1.

• 转移概率和首达概率满足如下的分解关系：

(pn)i j =
n∑

k=1

f (k)
i j (pn−k ) j j .

例子 3. 等级结构。设一个社会从低到高分成了 k个等级。时间以年为单位离散化，即每年只

进行一次调动。等级记作 i = 1, · · · ,k。时间记作 t = 0,1, · · · 我们引入如下的记号：

• n(t ) = (n1(t ), · · · ,nk (t ))，ni (t )为第 t年属于等级 i的人数；N (t ) =∑k
i=1 ni (t )为第 t年的总人数。

• a(t ) = (a1(t ), · · · , ak (t ))称等级结构，ai (t ) = ni (t )
N (t ) 为第 t年属于等级 i的人数比例，

∑k
i=1 ai (t ) = 1。

• Q = {pi j }k×k， pi j 为每年从等级 i转移至等级 j（在等级 i中占）的比例。

• w = (w1, · · · , wk )为每年从等级 i退出（在等级 i中占）的比例。第 t年退出的总人数为

W (t ) =
k∑

i=1

wi ni (t ) = n(t )wT .

而且，我们可以看出
k∑

i=1

p j i +w j = 1, j = 1, · · · ,k.

• r = (r1, · · · ,rk )为每年调入等级 i的在总调入人数的比例。第 t年调入的总人数为 R(t )，则第 t

年调入等级 i的人数为 ri R(t )。显然，
∑k

i=1 ri = 1。

为了导出 n(t )的变化规律，我们先注意到

N (t +1) = N (t )+R(t )−W (t ).

而且

n j (t +1) =
k∑

i=1

pi j ni (t )+ r j R(t ), j = 1, · · · ,k.

用矩阵来表示，则有

n(t +1) = n(t )Q +R(t )r.
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但是需要注意的是，Q并非概率转移矩阵（想想为什么）。我们用M(t )表示 t到 t+1年的净增长量，

则

R(t ) =W (t )+M(t ) = n(t )wT +M(t )

我们代入可得，

n(t +1) = n(t )(Q +wT r)+M(t )r =: n(t )P +M(t )r.

注意，P 的行和是 1，所以 P 是一个概率转移矩阵。

下面我们考虑一个特殊的形式，M(t ) =αN (t )，即每年的总人数按照百分比 α增长，可以推出

等级结构满足的方程为

a(t +1) = (1+α)−1(a(t )P +αr).

特别的，如果我们进一步假设每年总人数不变，那么 α= 0，于是我们有

a(t +1) = a(t )P = a(t )(Q +wT r).

根据这个方程，对于某个等级结构 a，如果存在调入比例 r，使得

a = aP = a(Q +wT r). (7.1)

则称 a为稳定结构。注意，这里的 r需要满足

k∑
i=1

ri = 1, ri ≥ 0, i = 1, · · · ,k.

由(7.1)，我们得到

r = a−aQ

awT
.

得以验证
∑k

i=1 ri = 1是满足的，但是为了 ri ≥ 0, i = 1, · · · ,k，我们可以稳定结构 a的范围由

a ≥ aQ

决定，这称为等级结构的稳定域。

最后我们讨论用调入比例 r 对等级结构进行动态调节。设理想的等级结构是 a∗，并假设 a∗在

稳定域里面。已知 a(0)，求调入比例 r使得 a(1)尽可能的接近 a∗。再求一个新的调入比例 r使得

a(2)尽可能的接近 a∗，以此类推。

对于等级结构，我们首先引入任意两个等级结构 a(1) = (a(1)
1 , · · · , a(1)

k )和 a(2) = (a(2)
1 , · · · , a(2)

k )之间的

距离

D(a(1),a(2)) =
k∑

i=1

λi (a(1)
i −a(2)

i )2,

其中 λi ≥ 0为加权因子。

我们可以把问题总结为 (E1)

min
ri

D(a(1),a∗)

s.t. a(1) = a(0)(Q +wT r),
k∑

i=1

ri = 1, ri ≥ 0, i = 1, · · · ,k.

注意到，

a∗−a(1) = a(0)wT

[
a∗−a(0)Q

a(0)wT
− r

]
.

如果记

y = a∗−a(0)Q

a(0)wT
, y = (11, · · · , yk ),
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则 a∗−a(1)与 y− r成正比，而且容易验证
∑k

i=1 yi = 1.

于是，我们把问题转化为 (E2)

min
ri

k∑
i=1

λi (yi − ri )2

s.t.
k∑

i=1

ri = 1, ri ≥ 0, i = 1, · · · ,k.

不妨令 r∗表示最优值。

我们注意到，如果 yi ≥ 0, i = 1, · · · ,k，则（E2）的解显然为

ri = yi , i = 1, · · · ,k.

否则，我们将{1, · · · ,k}按按照 yi 的符号分成两部分 I1和 I2，即

y j > 0, ∀ j ∈ I1; yl ≤ 0, ∀l ∈ I2.

于是，我们有
k∑

i=1

λi (yi − ri )2 = ∑
j∈I1

λ j (y j − r j )2 + ∑
l∈I2

λl (|yl |+ rl )2.

注意到，
∑

j∈I1
y j > 1，易知若使和式最小，应有

r j ≤ y j , ∀ j ∈ I1; rl = r ∗
l = 0, ∀l ∈ I2.

最后，我们得到问题（E3）

min
r j , j∈I1

∑
j∈I1

λ j (y j − r j )2

s.t.
∑
j∈I1

r j = 1, y j ≥ r j ≥ 0, j ∈ I1.

利用拉格朗日因子法，我们可以求解这个条件极值问题。我们引入因子 α，（E3）的目标函数

为

G = ∑
j∈I1

λ j (y j − r j )2 +2α
∑
j∈I1

r j .

利用 ∂G/∂r j = 0，可知

r j = y j − α

λ j
.

再利用
∑

j∈I1
r j = 1可以得到，如果令

α=
∑

j∈I1
y j −1∑

j∈I1
λ−1

j

,

于是我们得到

r j = y j − α

λ j
, j ∈ I1.

注意，我们在求解中并没有要求 y j ≥ r j ≥ 0。显然，y j ≥ r j 对所有的 j 是满足的，但是可能存在

j ′ ∈ I1，使得 r j ′ < 0。这时候，我们令 r ∗
j ′ = 0，然后利用

∑
j∈I1, j 6= j ′ r j = 1重新定义 α,然后再次求解剩

下的 r j。重复以上操作，直到得到非空的 I∗1 ⊂ I1，使得 ∀ j ∈ I∗1 , r j = y j − α
λ j

∈ [0, y j ]。此时，

α=α∗ =
∑

j∈I∗1 y j −1∑
j∈I∗1 λ

−1
j

,

最终，（E3）的解为

r ∗
j =


y j − α∗

λ j
, j ∈ I∗1 ;

0, otherwise.
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7.2 隐马氏链的理论初步

7.2.1 引例和数学模型

设某人在三个装有红白两种颜色球的盒子中，任取一个盒子，然后在此盒子中每次抽取一个

球,连续地抽取多次．假定各个盒子的内容与抽取方式分别为：

红球数 白球数 抽取方式

盒 1 90 10 随机取一球，记下颜色后不放回，而放进一个与它颜色不同的球。

盒 2 50 50 随机取一球，记下颜色后放回。

盒 3 40 60 随机取一球，记下颜色后不放回，并放进一个红球。

现在如果某人用上述方法得到了一个记录: (红,红,红,红,白)，但是不告诉我们球出自哪个盒子，

我们应如何推测他是从哪个盒子中抽取的观测样本呢 ?

令在第k个盒子中第n次抽取完成后在各盒中的红球数S(k)
n ，那么每个盒对应一个以S为状态的马

氏链，初始状态分别为：S(1)
0 = 90, S(2)

0 = 50, S(3)
0 = 40。

On =抽到的记录列中第 n个记录中所记录的球的颜色是否为红色。

注意，在这个例子中，在已知观测出自哪个盒子时，状态序列由观测序列唯一确定的。

设概率转移矩阵分别为P (1)
i j , P (2)

i j , P (3)
i j .

P (1)
i j =


i

100 , ( j = i −1)

1− i
100 , ( j = i +1)

0, (others)

P (2)
i j =

{
1, ( j = i )

0, ( j 6= i )
P (3)

i j =


i

100 , ( j = i )

1− i
100 , ( j = i +1)

0, (others)

观测随机变量序列与状态随机变量序列S0,O1,S1, · · · ,Om ,Sm , · · ·之间的条件概率非零的如下。

Pr(On = 1|S(1)
n−1 = i ,S(1)

n = i −1) = 1, Pr(On = 0|S(1)
n−1 = i ,S(1)

n = i +1) = 1.
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Pr(On = 1|S(2)
n−1 = i ,S(2)

n = i ) = 1

2
, Pr(On = 0|S(2)

n−1 = i ,S(2)
n = i ) = 1

2
.

Pr(On = 1|S(3)
n−1 = i ,S(3)

n = i ) = 1, Pr(On = 0|S(3)
n−1 = i ,S(3)

n = i +1) = 1.

注意到，

Pr(S0,O1,S1, · · · ,Om ,Sm)

=Pr(S0)Pr(S1|S0)Pr(O1|S0,S1) · · ·Pr(Sm |Sm−1)Pr(Om |Sm−1,Sm).

这说明，状态与观测的联合概率可以用状态的转移概率、状态给定时观测的条件概率以及状态的初

始分布来表示。

不妨讲三个盒子分别用参数λ1，λ2和λ3来表示。如果我们令事件A为 (O1, · · · ,O5) = (1,1,1,1,0)

那么，

• 在模型λ1下，

Pr
(

A|λ1

)= 0.90∗0.89∗0.88∗0.87∗0.13 = 0.07972.

• 在模型λ2下，

Pr
(

A|λ2

)= 0.03125.

• 在模型λ3下，

Pr
(

A|λ3

)= 0.01536.

于是，我们利用Bayes公式可得，

Pr
(
λ1|A

)= 0.6310, Pr
(
λ2|A

)= 0.2474, Pr
(
λ3|A

)= 0.1216.

所以，我们得出结论，球更可能出自于第一个盒子。

最后我们引入隐马氏链的数学模型：

• 隐过程为 X = {X1, · · · , XT }， X i ∈ {1, · · · , N } .

• 观察过程为 Y = {Y1, · · · ,YT }，Yi ∈ {1, · · · , M }.

• 模型参数为 λ= {π, A,B}，其中

– 初始分布 π= (πi ), πi = Pr(X1 = i ).

– 转移矩阵 A = (ai j ), ai j = Pr(Xn+1 = j |Xn = i ).

– 给定某时间的隐状态的条件下，观测的分布矩阵 B = (bi`), bi` = bi (l ) = Pr(Yn = `|Xn = i ).

7.2.2 识别问题

在已知若干个模型及其参数的情况下,识别问题就是一个对于给定样本进行 Bayesian判决的问

题。

判决步骤:

• 根据参数求出在每一个模型中,出现给定样本的概率Pr(Y |λ),归一化就得到给定样本来自每个

模型的概率 Pr(λ|Y )。

• 根据“后验概率” Pr(λ|Y )，就可以得到最好的模型猜测。
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考虑观测序列的概率计算，可以采用枚举法

Pr(Y = y |λ) = ∑
x=(x1,··· ,xT )

Pr (Y = y |X = x,λ)Pr (X = x|λ)

= ∑
x=(x1,··· ,xT )

π(x1)bx1
(y1)ax1 x2

bx2
(y2) · · ·axT−1 xT

bxT
(yT ).

枚举法的计算复杂度为 O(T N T )，随着 T 增加而指数型增长。

下面介绍两个多项式复杂度的算法。

前传算法（Forward Algorithm）。 我们定义

αt (i ) = Pr(y1, y2, · · · , yt , xt = i |λ).

注意到如下的递推关系:

at+1(i ) = Pr(y1, y2, · · · , yt+1, xt+1 = i |λ)

=∑
j

Pr(y1, y2, · · · , yt+1, xt = j , xt+1 = i |λ)

=∑
j

Pr(y1, y2, · · · , yt , xt = j |λ)Pr(yt+1, xt+1 = i |xt = j ,λ)

=∑
j

αt ( j )a j i bi (yt+1).

于是，前传算法如下：

• 初始化

α1(i ) =πi bi (y1), i = 1,2, · · · , N .

• 迭代

αt+1(i ) =
N∑

j=1

αt ( j )a j i bi (yt+1) i = 1,2, · · · , N , t = 1,2, · · · ,T −1.

• 结束

Pr(Y |λ) =
N∑

i=1

αT (i ).

后传算法（Backward Algorithm）。 我们定义

βt (i ) = Pr(yt+1, yt+2, · · · , yT |xt = i ,λ).

注意到如下的递推关系:

βt (i ) =∑
j

Pr(yt+1, yt+2, · · · , yT , xt+1 = j |xt = i ,λ)

=∑
j

Pr(yt+2, · · · , yT |xt+1 = j ,λ)Pr(yt+1, xt+1 = j |xt = i ,λ)

=∑
j

βt+1( j )ai j b j (yt+1).

于是，后传算法如下：

• 初始化（想想为什么）

βT (i ) = 1, i = 1,2, · · · , N ;
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• 迭代

βt (i ) =
N∑

j=1

βt+1( j )ai j b j (yt+1) 1 ≤ i ≤ N , t = T −1, · · · ,1;

• 结束

Pr(Y |λ) =
N∑

i=1

β1(i )πi bi (y1).

7.2.3 学习问题

学习问题:就是由观测估计模型参数。需要注意的事，不同于识别问题（里面有若干个模型和

若干套参数，但是参数已知），学习问题中往往是一个模型，可是模型参数未知（或者部分未知）。

学习的两种情况

• 观测链相应的状态链已知 ;

• 观测链相应的状态链未知。

极大似然估计(Maximum likelihood estimation, or MLE)

λ̂= Argmax
λ

Pr(y1, · · · , yT |λ).

注意，状态链已知时（不妨设为X1, · · · , XT），我们仅需考虑

Pr(y1, · · · , yT , X1, · · · , XT |λ).

状态链未知时，

Pr(y1, · · · , yT |λ) = ∑
(X1,··· ,XT )

Pr (y1, · · · , yT , X1, · · · , XT |λ).

下面我们考虑状态链已知时的MLE。我们定义

1a(b) =
1, a = b˛

0, a 6= b.

现在，我们将 likelihood function表达成模型参数（λ= {π, A,B}）的函数

Pr(y1, · · · , yT ; X1, · · · , XT |λ) =πX1

T−1∏
t=1

aX t X t+1

T∏
t=1

bX t
(yt )

=∏
i

π1i (X1)
i

∏
i , j

a

T−1∑
t=1

1i (X t )1 j (X t+1)

i j

∏
i ,l

bi (l )
T∑

t=1
1i (X t )1l (yt )

=∏
i

πCi

i

∏
i , j

a
Ai j

i j

∏
i ,l

bi (l )Bi l .

这里，Ci , Ai j 和 Bi l 被 y1, · · · , yT ; X1, · · · , XT 唯一决定，而 πi , ai j 和 bi (l )是我们学习的对象。这里，

Ai j 为从状态 i到下一个时刻转移为状态 j的频数，Bi j 为从状态 i在同一时刻的观测到状态 l的频数

为 Bi l。

我们观察发现

logΠk (xk )zk =∑
k

zk log xk .
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所以，我们可以考虑如下的简单优化问题，设 {zk ≥ 0}已知，

Max:
∑

k

zk log xk

subject to:
∑

k

xk = 1

Estimation: xi = zi∑
k

zk
, i = 1, · · · , N .

于是，我们可以对ai j估值为

âi j =
Ai j

N∑
k=1

Ai k

.

我们可以对bi j估值为

b̂i l = Bi l

M∑
j=1

Bi j

.

可以发现，这其实是一种用频率代替概率的估计。根据大数定律，我们知道这在样本充分大的

时候是一个好的估值。

当状态链未知时，由于似然函数的计算中包含了对所有可能的状态链的求和，计算过大，在实

际中是不可能被采用的．为此，人们采取折衷的方案，构造一个递推算法，使之能相当合理地给出

模型参数的粗略估计．

其核心思想是一种EM（Expectation–maximization algorithm）迭代算法思想。感兴趣的同学可

以查阅相关的资料。

12


	马氏链模型
	马氏链模型和数学理论
	引例
	马氏链选讲

	隐马氏链的理论初步
	引例和数学模型
	识别问题
	学习问题



