
2026 秋《高等代数》第一周作业

第一周作业（于 9 月 17 日周四习题课上交）

本周作业统一分为以下两部分：

书写部分：

1. 判断对错题目（主要回答对或错，如果不显然，赋予不超过 20 字的解释）

2. 计算题目

3. 证明题目

4. 推理挑错题目

使用 AI 的部分：

• 与 AI 的讨论题

判断对错题

1. 一个线性方程组的增广矩阵若化为阶梯形矩阵后出现一行(
0 · · · 0

... c

)
, c ̸= 0,

则原方程组无解。

2. 一个齐次线性方程组一定有解，但不一定只有零解。

3. 若一个线性方程组的未知量个数大于方程个数，则它一定有非零解。

4. 一个线性方程组若有两个不同的解，则它必有无穷多解。

5. 设 K 是一个数域，a, b ∈ K。若 ab = 0，则必有 a = 0 或 b = 0。

6. 设 V 是 Kn 的子空间，且 k ∈ K，α ∈ V。若 kα = 0，则必有 k = 0 或 α = 0。
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7. 设 α1, . . . , αr ∈ Kn 是 r 个向量（r ≥ 1），则零向量可以被 α1, . . . , αr 线性表示。

8. 若一个向量 β ∈ Kn 可以被 α1, . . . , αr 线性表示，则存在唯一的数 c1, . . . , cr 使得

β = c1α1 + · · ·+ crαr。

9. 若 β 可以被 α1, . . . , αr 线性表示，且 α1, . . . , αr 都可以分别被 γ1, . . . , γs 线性表

示，则 β 也可以被 γ1, . . . , γs 线性表示。

10. 设 β 可以被 α1, . . . , αr, γ 线性表示，那么 γ 也可以被 α1, . . . , αr, β 线性表示。

计算题

1. 解下列线性方程组，并按参数形式写出全部解（《高等代数》第 25 页，习题 1.1
第三题 (1)）： 

2x1 − 3x2 + x3 + 5x4 = 6,

−3x1 + x2 + 3x3 − 4x4 = 5,

−x1 − 2x2 + 3x3 + x4 = −2.

2.（《高等代数》第 29 页，习题 1.2 第四题改编）在 R5 中的向量

α1 = (1 1 1 3 2)T, α2 = (1 0 2 3 2)T, α3 = (1 3 −1 3 2)T

α4 = (1 − 1 1 2 1), β = (−7 8 2a+ 2 − 11 2a)T

讨论参数 a ∈ R 取何值时，β 可由 α1, . . . , α4 线性表示。若可以，求出所有线性

表示的方式。

3.（《高等代数学习指导书》第 23 页，补充题一第 2 题）解下述线性方程组：

x1 + 2x2 + 3x3 + · · ·+ (n− 1)xn−1 + nxn = b1,

nx1 + x2 + 2x3 + · · ·+ (n− 2)xn−1 + (n− 1)xn = b2,
...

2x1 + 3x2 + 4x3 + · · ·+ nxn−1 + xn = bn.

4.（《高等代数学习指导书》第 23 页，补充题一第 3 题）解下述线性方程组：

x1 + x2 + · · ·+ xn = 1,

x2 + x3 + · · ·+ xn+1 = 2,
...

xn+1 + xn+2 + · · ·+ x2n = n+ 1.
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证明题

1. 我们知道可以通过基本行变换把增广矩阵化成阶梯形和最简阶梯形矩阵。那么得
到的阶梯形矩阵和最简阶梯形矩阵是否依赖于基本行变换的次序呢？请证明。

（我更希望同学们自己给出证明，但如果你们和 AI 交互的话，它会首选用矩阵的
方式给你解释，如果你不明白，你可以让它用更“手搓”的方式解释，但是你必

须自己写证明。）

2. 设 V 是域 K 上的向量空间，α1, α2, . . . , αr, β ∈ V。问：什么样的向量组满足如下

条件？

对任意v ∈ V, v 可由α1, α2, . . . , αr 线性表示⇐⇒ v 可由α1, α2, . . . , αr, β 线性表示.

请给出充要条件，并证明你的结论。

推理挑错题

1. 某同学证明“设 c1, . . . , cr ∈ K 是常数，α1, . . . , αr ∈ Kn 是向量，如果向量 β 可以

被 α1, . . . , αr 线性表示，则 β 可以被 c1α1, . . . , crαr 线性表示。”如下：

因为 β 可以被 α1, . . . , αr 线性表示，所以存在 k1, . . . , kr ∈ K，使得

β = k1α1 + k2α2 + · · ·+ krαr.

由此立刻得到

β =
k1
c1
(c1α1) +

k2
c2
(c2α2) + · · ·+ kr

cr
(crαr).

因此 β 可以被 c1α1, . . . , crαr 线性表示。

请指出证明中的错误，并写出正确的结论。

2. 某同学证明“若向量 β 可以被 α1, . . . , αr 线性表示，则它的表示法唯一。”如

下：

设

β = k1α1 + · · ·+ krαr = l1α1 + · · ·+ lrαr.

两式相减得

(k1 − l1)α1 + · · ·+ (kr − lr)αr = 0.
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于是 k1 − l1 = 0, . . . , kr − lr = 0，所以 k1 = l1, . . . , kr = lr，故 β 的表示法

唯一。

请指出证明中的错误，并给出反例。

使用 AI 的部分

1. 任意线性方程组的增广矩阵都可以经过初等行变换化成如下阶梯形：

0 · · · 0 c1,t1 c1,t1+1 · · · c1,t2 · · · c1,t3 · · · c1,tr · · · c1,n d1

0 · · · 0 0 0 · · · c2,t2 · · · c2,t3 · · · c2,tr · · · c2,n d2
... . . . ... ... ... . . . ... ... . . . ... ... . . . ... ...
0 · · · 0 0 0 · · · 0 · · · 0 · · · cr,tr · · · cr,n dr

0 · · · 0 0 0 · · · 0 · · · 0 · · · 0 · · · 0 dr+1

... . . . ... ... ... . . . ... . . . ... . . . ... . . . ... ...
0 · · · 0 0 0 · · · 0 · · · 0 · · · 0 · · · 0 0


.

其中 ci,ti ̸= 0（i = 1, 2, . . . , r）。

如果经过行变换得到的阶梯形矩阵满足

t1 = 1, t2 − t1 > 1,

但 c1,t1+1 = 0。这说明原来的线性方程组有什么特点？

（AI 的回答会立刻使用矩阵乘法和线性相关性，你可以试着让它用更直接的方式
解释。）

2. 我们知道可以通过如下三条初等变换将矩阵变换成阶梯形：

(a) 交换矩阵的两行；

(b) 某一行乘以非零常数；

(c) 把某一行的 k 倍加到另一行上。

依次跟 AI 讨论如下问题：

(1) 如果不允许用 (c)，但只允许 (c’) 将第一行的 k 倍加到另一行上，是否总可

以将矩阵变为阶梯形？(AI可能立刻能得到答案，我建议先跟它讨论 3× 3的

情况，然后自己思考问题的重点是什么，再提出自己的想法让 AI 验证。)

(2) 如果允许用 (c)，但不允许用 (b)，是否总可以将矩阵变为阶梯形？

(3) 如果只允许操作 (a) 和操作 (c”) 将第一行的 k 倍加到第二行上呢？
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(4) 还有没有什么更小的操作方案集合保证生成所有的操作？

（建议跟 AI 讨论的时候先讲清楚，你还没有接触初等行变换矩阵，所以它的解释
必须是根据我们学过的内容。）

自愿讨论的问题：问 AI，如何从更高的观点来理解这个问题（群的概念和生成
元）。


